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STRUKTURA TEKMOVANJA

Tekmovanje poteka v treh tezavnostnih skupinah. Tekmovalec se lahko prijavi v
katerokoli od teh treh skupin ne glede na to, kateri letnik srednje Sole obiskuje.
Prva skupina je najlazja in je namenjena predvsem tekmovalcem, ki se ukvarjajo s
programiranjem Sele nekaj mesecev ali mogoce kaksno leto. Druga skupina je malo
tezja in predpostavlja, da tekmovalci osnove programiranja ze poznajo; primerna
je za tiste, ki se ucijo programirati kaksno leto ali dve. Tretja skupina je najtezja,
saj od tekmovalcev pricakuje, da jim ni prevelik problem priti do dejansko pravilno
delujocega programa; koristno je tudi, ¢e vedo kaj malega o algoritmih in njihovem
snovanju.

V vsaki skupini dobijo tekmovalci po pet nalog; pri ocenjevanju sStejejo posame-
zne naloge kot enakovredne (v prvi in drugi skupini lahko dobi tekmovalec pri vsaki
nalogi do 20 tock, v tretji pa pri vsaki nalogi do 100 tock).

V lazjih dveh skupinah traja tekmovanje tri ure; tekmovalci lahko svoje resitve
napisejo na papir ali pa jih natipkajo na ra¢unalniku, nato pa njihove odgovore oceni
temovalna komisija. (Kot obicajno se jih je tudi letos velika vedina odloéila pisati
odgovore na rac¢unalniku in ne na papir.) Naloge v teh dveh skupinah veéinoma
zahtevajo, da tekmovalec opise postopek ali pa napise program ali podprogram, ki
resi dolo¢en problem. Pri pisanju izvorne kode programov ali podprogramov nace-
loma ni posebnih omejitev glede tega, katere programske jezike smejo tekmovalci
uporabljati.

V tretji skupini resujejo vsi tekmovalci naloge na ra¢unalnikih, za kar imajo pet
ur ¢asa. Pri vsaki nalogi je treba napisati program, ki prebere podatke s standar-
dnega vhoda, izra¢una neki rezultat in ga izpise na standardni izhod. Programe se
potem ocenjuje tako, da se jih na ocenjevalnem racunalniku izvede na vec¢ testnih
primerih, Stevilo tock pa je sorazmerno s tem, pri koliko testnih primerih je pro-
gram izpisal pravilni rezultat. (Podrobnosti tockovanja v 3. skupini so opisane na
strani 21.) Letos so bili v 3. skupini dovoljeni programski jeziki pascal, C, C++,
C+##, java, python in rust.

Nekaj tezavnosti tretje skupine izvira tudi od tega, da je pri njej mogoce dobiti
tocke le za delujo¢ program, ki vsaj nekaj testnih primerov resi pravilno; ¢e imamo
le pravo idejo, v delujo¢ program pa nam je ni uspelo preliti (npr. ker nismo znali
razdelati vseh podrobnosti, odpraviti vseh napak, ali pa ker smo ga napisali le do
polovice), ne bomo dobili pri tisti nalogi ni¢ tock.

Tekmovalci vseh treh skupin si lahko pri reSevanju pomagajo z zapiski in lite-
raturo, pa tudi z dokumentacijo raznih programskih jezikov, ki je namescena na
tekmovalnih racunalnikih.

Na zacetku smo tekmovalcem razdelili tudi list z nekaj nasveti in navodili (str. 7—
9 za 1. in 2. skupino, str. 21-23 za 3. skupino).

Omenimo Se, da so resitve, objavljene v tem biltenu, ve¢inoma obseznejse od
tega, kar na tekmovanju pricakujemo od tekmovalcev, saj je namen tukajsnjih resitev
pogosto tudi pokazati ve¢ poti do resitve naloge in bralcu omogociti, da bi se lahko
iz razlag ob resitvah Se ¢esa novega naucil.

Od leta 2017 objavljamo v biltenu resitve v C+417, za prvo skupino pa tudi v
pythonu, ker precej tekmovalcev v tej skupini Se ne pozna nobenega drugega jezika.
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Poleg tekmovanja v znanju rac¢unalnistva smo organizirali tudi tekmovanje v
off-line nalogi, ki je podrobneje predstavljeno na straneh 226-229.

Podobno kot v zadnjih nekaj letih smo izvedli tudi Solsko tekmovanje, ki je
potekalo 28. januarja 2022. To je imelo eno samo tezavnostno skupino, naloge (ki
jih je bilo pet) pa so pokrivale precej Sirok razpon tezavnosti. Tekmovalci so dobili
enake strani z nasveti in navodili kot na drzavnem tekmovanju v 1. in 2. skupini
(str. 7-9). Odgovore tekmovalcev na posamezni Soli so ocenjevali mentorji z iste
Sole, za pomo¢ pa smo jim pripravili nekaj strani z nasveti in kriteriji za ocenjevanje
(str. 210-213). Namen Solskega tekmovanja je bil tako predvsem v tem, da pomaga
Solam pri odlocanju o tem, katere tekmovalce poslati na drzavno tekmovanje in v
katero tezavnostno skupino jih prijaviti. Solskega tekmovanja se je letos udelezilo
188 tekmovalcev z 28 Sol (vse so bile srednje, razen osnovnosolske skupine za priprave
na rad¢unalniska tekmovanja).

Prejsnji dve leti (2020-21) je tekmovanje zaradi epidemije potekalo v celoti prek
interneta, letos pa spet v zivo na Fakulteti za racunalnistvo in informatiko. Tradi-
cionalno na racunalnikih za prvo in drugo skupino ni bilo prevajalnikov in razvojnih
orodij, pac¢ pa le urejevalniki besedil, da bi bili tako pogoji za tekmovalce, ki pisejo
odgovore na racunalniku, ¢im bolj izenaceni s tistimi, ki piSejo na papir. Toda v
prejsnjih dveh letih, ko so tekmovalci delali od doma, so imeli vsi dostop do prevajal-
nikov in razvojnih orodij na svojih racunalnikih; ker ni bilo videti, da bi tekmovanju
to kaj skodovalo, in ker so tekmovalci Ze prej v anketah pogosto izrazali zZelje, da
bi imeli prevajalnike na voljo tudi v prvi in drugi skupini, smo se odlo¢ili, da bomo
od letos dali tekmovalcem prve in druge skupine na voljo enako okolje kot tistim v
tretji skupini, tako da so imeli tekmovalci vseh treh skupin dostop do prevajalnikov
in razvojnih orodij.

Letos je v Sloveniji potekalo tudi srednjeevropsko studentsko tekmovanje v racu-
nalnistvu (CERC 2022), zato v leto$njem biltenu objavljamo tudi rezultate (str. 224)
ter slovenske prevode nalog (str. 35-52) in opise resSitev (str. 123-180) s tega tek-
movanja.



NASVETI ZA 1. IN 2. SKUPINO

Nekatere naloge so tipa napisi program (ali napisi podprogram), nekatere pa
tipa opisi postopek. Pri slednjih ti ni treba pisati programa ali podprograma v
kaksnem konkretnem programskem jeziku, ampak lahko postopek opises tudi kako
drugace: z besedami (v naravnem jeziku), psevdokodo (glej spodaj), diagramom
poteka itd. Glavno je, da je tvoj opis dovolj natancen, jasen in razumljiv, tako da
je iz njega razvidno, da si dejansko nasel in razumel pot do resitve naloge.

Psevdokodi pravijo véasih tudi strukturirani naravni jezik. Postopek opiSemo
v naravnem jeziku, vendar opis strukturiramo na podoben nacin kot pri program-
skih jezikih, tako da se jasno vidi strukturo vejitev, zank in drugih programskih
elementov.

Primer opisa postopka v psevdokodi: recimo, da imamo zaporedje besed in bi
ga radi razbili na vec vrstic tako, da ne bo nobena vrstica presiroka.

naj bo trenutna vrstica prazen niz;
pregleduj besede po vrsti od prve do zadnje:
¢e bi trenutna vrstica z dodano trenutno besedo (in presledkom
pred njo) postala predolga,
izpisi trenutno vrstico in jo potem postavi na prazen niz;
dodaj trenutno besedo na konec trenutne vrstice;
Ce trenutna vrstica ni prazen niz, jo izpisi;

(Opomba: samo zato, ker je tu primer psevdokode, to Se ne pomeni, da moras tudi
ti pisati svoje odgovore v psevdokodi.)

Ce pa v okviru neke resitve pies izvorno kodo programa ali podprograma, ob-
vezno poleg te izvorne kode v nekaj stavkih opisi, kako deluje (oz. naj bi delovala)
tvoja resitev in na kaksni ideji temelji.

Pri ocenjevanju so vse naloge vredne enako Stevilo tock. Svoje odgovore dobro
utemelji. Prizadevaj si predvsem, da bi bile tvoje resitve pravilne, ob tem pa je
zazeleno, da so tudi ¢im bolj ucCinkovite; take dobijo ve¢ tock kot manj ucinkovite
(s tem je miSljeno predvsem, naj ima resitev ucinkovit algoritem; drobne tehni¢ne
optimizacije niso tako pomembne). Za manjse sintakti¢ne napake se ne odbije veliko
tock. Priporocljivo in zazeleno je, da so tvoje resitve napisane pregledno in citljivo.

Ce naloga zahteva branje ali obdelavo vhodnih podatkov, lahko tvoja resitev (¢e v
nalogi ni drugace napisano) predpostavi, da v vhodnih podatkih ni napak (torej da
je njihova vsebina in oblika skladna s tem, kar piSe v nalogi).

Nekatere naloge zahtevajo branje podatkov s standardnega vhoda in pisanje na stan-
dardni izhod. Za pomoc¢ je tu nekaj primerov programov, ki delajo s standardnim
vhodom in izhodom:
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e Program, ki prebere s standardnega vhoda dve stevili in izpiSse na standardni
izhod njuno vsoto:

program BranjeStevil; #include <stdio.h>

var i, j: integer; int main() {

begin int i, j; scanf("%d %d", &i, &j);
ReadLn(i, j); printf("%d + %d = %d\n", i, j, i +j);
WriteLn(i, ' + ', j, ' = ", i+]); return 0;

end. {BranjeStevil} }

e Program, ki bere s standardnega vhoda po vrsticah, jih Steje in prepisuje na
standardni izhod, na koncu pa izpise se skupno dolzino:

program BranjeVrstic; #include <stdio.h>
var s: string; i, d: integer; #include <string.h>
begin int main() {
i:=0;d:=0; char s[201];inti =0, d = 0;
while not Eof do begin while (gets(s)) {
ReadLn(s); i++; d += strlen(s);
i:=i+ 1;d:=d + Length(s); printf("%d. vrstica: \"%s\"\n", i, s);
WriteLn(i, '. vrstica: "', s, '"');
end; {while} printf("%d vrstic, %d znakov.\n", i, d);
WriteLn(i, ' vrstic, ', d, ' znakov.'); return 0;
end. {BranjeVrstic} }

Opomba: C-jevska razli¢ica gornjega programa predpostavlja, da ni nobena vrstica vho-
dnega besedila daljsa od dvesto znakov. Funkciji gets se je v praksi bolje izogibati, ker pri
njej nimamo zascCite pred primeri, ko je vrstica daljSa od nase tabele s. Namesto gets bi bilo
bolje uporabiti fgets; vendar pa za resitev nasih tekmovalnih nalog v prvi in drugi skupini
zadoSca tudi gets.

e Program, ki bere s standardnega vhoda po znakih, jih prepisuje na standardni
izhod, na koncu pa izpiSe $e Stevilo prebranih znakov (ne vstevsi znakov za konec
vrstice):

program BranjeZnakov; #include <stdio.h>
var i: integer; c: char;
begin int main() {
i:=0; inti =0, ¢;
while not Eof do begin while ((c = getchar()) != EOF) {
while not Eoln do putchar(c); if (i '= "\n') i++;
begin Read(c); Write(c); i := i + 1 end;
if not Eof then begin ReadLn; WriteLn end; printf("Skupaj %d znakov.\n", i);
end; {while} return 0;
WriteLn('Skupaj ', i, ' znakov.'); }

end. {BranjeZnakov}

Se isti trije primeri v pythonu:
# Branje dveh stevil in izpis vsote:
import sys

a, b = sys.stdin.readline().split()

a = int(a); b = int(b)

print(f'{a} + {b} = {a + b}")

# Branje standardnega vhoda po vrsticah:
import sys

i=d=0



Nasveti za 1. in 2. skupino

for s in sys.stdin:
s = s.rstrip('\n') # odreZemo znak za konec vrstice
i+=1;d +=len(s)
print(f'{i}. vrstica: \"{s}\"")

print(f"{i} vrstic, {d} znakov.")

# Branje standardnega vhoda znak po znak:

import sys
i=0
while True:
¢ = sys.stdin.read(1)
if c == "": break # EOF

sys.stdout.write(c)
ifcl="\n":i+=1
print(f"Skupaj {i} znakov.")

Se isti trije primeri v javi:

// Branje dveh $tevil in izpis vsote:
import java.io.*;
import java.util.Scanner;

public class Primerl
public static void main(String[] args) throws IOException

Scanner fi = new Scanner(System.in);
int i = fi.nextInt(); int j = fi.nextInt();
System.out.println(i + " + " +j+ " ="+ (i +j));
}
}

// Branje standardnega vhoda po vrsticah:
import java.io.*;

public class Primer2

public static void main(String[] args) throws IOException

{

BufferedReader fi = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));
inti =0, d=0; String s;
while ((s = fi.readLine()) != null) {
i++; d += s.length();
System.out.printIn(i + ". vrstica: \"" + s+ "\""); }
System.out.println(i + " vrstic, " +d + " znakov.");
}
}

// Branje standardnega vhoda znak po znak:
import java.io.*;

public class Primer3

public static void main(String[] args) throws IOException

{
InputStreamReader fi = new InputStreamReader(System.in);
inti =0, ¢
while ((c = fi.read()) >=0) {
System.out.print((char) c); if (c != '\n' && c!= '"\r') i++; }
System.out.println("Skupaj " + i + " znakov.");
}
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NALOGE ZA PRVO SKUPINO

Odgovore lahko piSes/rise$ na papir ali pa jih natipka$ z ra¢unalnikom ali pa oddas
del odgovorov na papirju in del prek racunalnika. Vse te moznosti so enakovredne.
Ce oddajas kaj na papirju, napi$i na vsak oddani list svoje ime. Pri delu si lahko
pomagas s prevajalniki in razvojnimi orodji, ki so na voljo na tvojem racunalniku,
vendar bomo tvoje odgovore v vsakem primeru pregledali in ocenili roéno (ne glede
na to, ali si jih oddal prek racunalnika ali na papirju), zato manj$e napake v sin-
taksi ali pri klicih funkcij standardne knjiznice niso tako pomembne, kot bi bile na
tekmovanjih z avtomatskim ocenjevanjem.

Tekmovanje bo potekalo na strezniku https://rtk.fri.uni-1j.si/, kjer dobis naloge
in oddajas svoje odgovore. Uporabniska imena in gesla vas bodo cakala na mizi v
ucilnici. Pri oddaji preko racunalnika odpres doti¢no nalogo v spletni ucilnici in re-
Sitev natipkas oz. prilepis v polje za programsko kodo. Med tipkanjem se resitev na
priblizno dve minuti samodejno shrani. Poleg tega lahko sam med pisanjem resitve
izrecno zahtevas shranjevanje resitve s pritiskom na gumb ,,Shrani spremembe®. Ker
je vgrajeni urejevalnik dokaj preprost in ne omogoca oznacevanja kode z barvami,
predlagamo, da resitev pripravis v kaksnem drugem urejevalniku na racunalniku
(Visual Studio Code, Geany, Lazarus) in jo nato prekopiras v okno spletnega ureje-
valnika. Naj te ne moti, da se bodo barvne oznake kode pri kopiranju izgubile.

Ko si bodisi zadovoljen z resitvijo ter si zakljucil nalogo ali ko zelis zacasno
prekiniti pisanje resitve naloge ter se lotiti druge naloge, uporabi gumb ,Shrani
spremembe” in nato klikni na ,Nazaj na seznam nalog*, da se vrnes v glavni meni.
(Oddano resitev lahko kasneje Se spreminjas.) Za vsak slucaj priporo¢amo, da pred
oddajo shranis svoj odgovor tudi v datoteko na svojem lokalnem racunalniku.

Med resevanjem lahko vprasanja za tekmovalno komisijo postavljas prek zaseb-
nih sporoé¢il na tekmovalnem strezniku (ikona oblacka zgoraj desno) ali pa vprasas
clane komisije, ki bodo prisotni v ucilnicah. Prek zasebnih sporocil bomo posiljali
tudi morebitna pojasnila in popravke, ¢e bi se izkazalo, da so v besedilu nalog kaksne
nejasnosti ali napake. Zato med resevanjem redno preverjaj, ¢e so se pojavila kaksna
nova zasebna, sporoéila. Ce ima§ tezave z rac¢unalnikom ali s povezavo s spletnim
streznikom za oddajo nalog in komunikacijo s tekmovalno komisijo, se nemudoma
obrni na nadzornika v uéilnici, ki bo zagotovil drug rac¢unalnik. Ce zaradi morebi-
tnih tezav pri oddajanju resitev na streznik zeliS, da ocenimo odgovore v
datotekah na lokalnem disku tvojega racunalnika, o tem obvezno obvesti
nadzorno osebo v svoji ucilnici, Se preden odides iz nje.

Svoje odgovore dobro utemelji. Ce pises izvorno kodo programa ali podprograma,
OBVEZNO tudi v nekaj stavkih z besedami opisi idejo, na kateri temelji tvoja
resitev. Ce ni v nalogi drugade napisano, lahko tvoje resitve predpostavljajo, da
so vhodni podatki brez napak (da ustrezajo formatu in omejitvam, kot jih podaja
naloga). Zazeleno je, da so tvoje resitve poleg tega, da so pravilne, tudi uc¢inkovite;
bolj ucinkovite resitve dobijo ve¢ tock (s tem je misljeno predvsem, naj ima reSitev
ucinkovit algoritem; drobne tehni¢ne optimizacije niso tako pomembne). Nalog je
pet in pri vsaki nalogi lahko dobis od 0 do 20 tock. Liste z nalogami lahko po
tekmovanju obdrzis.
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1. Snezinke

Radi bi imeli napravo za merjenje velikosti snezink. V ta namen imamo resetko
vzporednih toplih merilnih zic, razdalja med njimi je en milimeter. Zice so ostevil-
¢ene od 1 do 100. Predpostavimo, da so snezinke okrogle, cela snezinka je vedno
znotraj obmocja merilnih zic in vedno se dotakne vsaj ene zice, nato pa spolzi skozi
(snezinke se ne nabirajo na zicah). Med dvema snezinkama je vedno dovolj ¢asov-
nega razmaka, da se prejsnja stopi in spolzi mimo merilnih Zzic.

Slika kaze prvih enajst od 100 Zic. Snezinko, ki jo predsta-
12345678 9111 vlja sivi krog, zaznavajo zice 5, 6, 7, 8 in 9.

Na voljo imas funkcijo Senzor(n), ki vrne vrednost true, Ce n-ta zica zaznava
snezinko, sicer vrne false. Predpostavimo, da se snezinka dotakne vseh zic hkrati,
ko pa se Cez Cas stopi, je v istem trenutku ne zaznava nobena zica ve¢. Delovanje
programa je dovolj hitro, da lahko v casu obstoja ali odsotnosti snezinke na merilnih
zicah veckrat od¢itamo stanje merilnih Zic. Snezinka lahko pade na Zice kadarkoli,
tudi med dvema zaporednima klicema funkcije Senzor.

Napisi program, ki stalno pregleduje stanje merilnih Zic in ob vsaki novi sne-
zinki izpiSe (natanko enkrat), koliko zic se je dotaknila (in tako izvemo njeno pribli-
zno velikost). V primeru sneZinke z gornje slike mora program izpisati 5.

2. Semafor

Na nekatere semaforje so v zadnjih letih namestili dodatne prikazovalnike, ki pri-
kazujejo Cas v sekundah do vklopa zelene luc¢i. Ker zZelimo c¢as Cakanja izkoristiti
za kaj koristnega, smo v avto vgradili inteligentno kamero, ki prepozna stevilko na
prikazovalniku.

Predpostavi, da je za dostop do kamere na voljo funkcija BeriStevec(), ki pocaka,
da se stanje prikazovalnika spremeni, in poskusa prepoznati stevilko, ki je po novem
prikazana na prikazovalniku. Zal pa se je pri uporabi pokazalo, da kamera pri pre-
poznavanju ni vedno najbolj natan¢na (sonce, megla, két snemanja), zato funkcija
BeriStevec ne vrne nujno ene same sStevilke, ampak eno ali ve¢ moznih stevilk, ki jih
je kamera prepoznala. Vse te stevilke so z obmocja od 0 do 99; prava stevilka je
zagotovo med njimi. Ko prikazovalnik kaze stevilko 0, vrne tudi BeriStevec le Stevilko
0 in nobene druge. Funkcija BeriStevec je taksne oblike:

vector<int> BeriStevec(); /] v C++
public static int[] BeriStevec();  // v javi ali C#
def BeriStevec() —> list[int]: ... # v pythonu
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int stevilke[100]; /* v C/C++: funkcija BeriStevec shrani prepoznane $tevilke v globalno */
int BeriStevec(); /* tabelo , stevilke", kot vrednost funkcije pa vrne stevilo teh Stevilk. */

var stevilke: array [1..100] of integer; { v pascalu; deluje enako }
function BeriStevec: integer; { kot tista v C/C++ }

Napisi program, ki s ¢im manj zaporednimi klici funkcije BeriStevec ugotovi, katera
stevilka je trenutno na prikazovalniku, in jo izpise.

Primer: spodnja tabela kaze mozen potek dogajanja pri ve¢ zaporednih klicih. V
prvem stolpcu je prava stevilka s prikazovalnika, v drugem pa je seznam stevilk, ki
bi ga utegnila vrniti funkcija BeriStevec.

Prikazana Ob klicu
Stevilka BeriStevec vrne
53 59, 93, 53, 99]
52 [52,92, 56, 96]
51 [51,57,91]
50 [90, 50, 58, 98]
49 [43,79,45, 48, 49]

Po klicih v gornjem primeru bi se ze dalo z gotovostjo zakljuciti, da je stevilka na
prikazovalniku res 49 in ne kaksna druga. Tvoj program naj zato tedaj izpise 49.

3. Iskanje kvadrata

Imamo tabelo oz. razpredelnico (spreadsheet) z razliénimi Sirinami stolpcev in visi-
nami vrstic. Ce vzamemo presek zgornjih nekaj vrstic in levih nekaj stolpcev, lahko
dobimo pravokotnike razli¢nih oblik in velikosti (odvisno od tega, koliko vrstic in
koliko stolpcev smo uporabili), vsi pa se za¢nejo v zgornjem levem kotu. Med vsemi
takimi pravokotniki zelimo izbrati tistega, ki je po obliki ¢im blizje kvadratu (ali pa
je celo res kvadrat). Z drugimi besedami: radi bi, da bi bilo razmerje med dolzino
daljse in krajSe stranice pravokotnika ¢im blizje 1.

Opisi postopek (ali napisi program ali podprogram oz. funkcijo, Ce ti je lazje),
ki kot vhodne podatke dobi zaporedje sirin stolpcev in zaporedje viSin vrstic ter
izratuna §irino in visino pravokotnika, o katerem govori prej$nji odstavek. Ce je
moznih veé enako dobrih reitev, je vseeno, katero izpide. Sirine stolpcev in visine
vrstic so cela stevila, ve¢ja od 0. Poleg tega tudi dobro utemelji, zakaj tvoj postopek
vracCa pravilne resitve.

Primer: na sliki na str. 14 imamo stolpce s Sirinami [3,5,4,7,3,4,6,4,4,2] in
vrstice z viSinami [4,2,4,5, 3,3, 5]. Izmed vseh moznih pravokotnikov z zacetkom v
zgornjem levem kotu so oznaceni trije (z debelimi ¢rtkanimi értami), od katerih je
najprimernejsi tisti z velikostjo 26 x 26.

4. Neprevidni poeti

Znani poet Gimon Sregorc¢i¢ se je odlocil, da bo v umetnosti pesnjenja izuril nekaj
vajencev. Ti seveda niso njegove generacije, temve¢ so bistveno mlajsi in imajo
na Gimonovo zZalost bistveno bolj moderne poglede na svet in, kar je sploh hudo,
poezijo. Najbolj opazna stvar je, da se sploh ne drzijo ritma. Celo no¢ je obupan
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prebiral njihove pesnitve in belezil, kdo je uposteval ritem in kdo ga ni. Zdaj je ze
tako utrujen, da tudi sam ne zaznava ve¢ poudarjenih in nepoudarjenih zlogov in
potrebuje pomoc¢ pri ugotavljanju, katere pesmi se drzijo ritma.

V besedilu pesmi so nekateri zlogi naglaseni, drugi pa ne. Zaporedje naglasenih
in nenaglasenih zlogov tvori ritem. V nalogi so naglaseni samoglasniki oznaceni z
velikimi ¢rkami, vse ostale ¢rke pa so male. Sklop ¢rk je zlog samo v primeru, da
ima natanko en samoglasnik (a, e, 4, o ali u) (v besedi ,strzen“ je torej po nasem
Stetju en zlog, zlogotvornega r ne upoStevamo). Napisi program, ki za dano pesem
izpiSe, ali je v vseh verzih pesmi isti ritem in ¢e da, kaksen je. Tvoj program lahko
prebere pesem s standardnega vhoda ali pa iz datoteke vhod.txt (kar ti je lazje).
Predpostavi, da posamezne vrstice niso daljse od 100 znakov.

Primer vhoda:

od nEkdaj lepE so ljubljAnke slovEle
a lEpse od Urske bil0 ni nobEne
nobEne ocEm bilo b0lj zazelEne

ne spOmnem se bEsedilA naprej sOri
Pripadajoci izhod:

DA

U-UU-UU-UU-U

Komentar: druga vrstica je ritem, U predstavlja nepoudarjen zlog, - pa poudarjen
zlog.
Se en primer vhoda:

cuj vlAka zvIzg z vetrOvi gnAn
med mrAk oblAkov in poljAn
narascajOc, pojemajOc

tak0 moj klIc gre v nOc polnOc

Pripadajoci izhod:

NE
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5. Stonoge

Malokdo ve, da je Alfred Hitchcock pred svojo uspesno grozljivko Ptici posnel tudi
Stonoge, ki pa iz razlicnih razlogov, med drugim zaradi izjemno nizkega filmskega
proracuna, niso postale uspesnica. Ker stonoge niso pretirano ubogljiva bitja, so v
filmu uporabljali izkljuéno umetne stonoge, ki pa niso bile izdelane prevec prepri-
¢ljivo. Za primer podajmo eno prepricljivo in eno oc¢itno umetno stonogo:

........ NTTINANZZIN e
......... SR> L
........ VAR RN VAVAVAY B PIP
................... NZEH e
................... <HHHHHE. ...
................... JVVINEING o

Trup stonoge torej tvori eden ali ve¢ zaporednih znakov ,#“ (vsi v eni vrstici),
glavo pa predstavlja bodisi znak ,,<* tik levo ob trupu ali pa znak ,,>* tik desno ob
trupu. (V primeru zgoraj ima gornja stonoga glavo na desnem koncu, spodnja pa
na levem.) Stonoge so prepricljive, ¢e so vsi njihovi pari nog simetri¢ni in &e sta prvi
in zadnji par nog usmerjena k trupu. V primeru zgoraj prva stonoga ni prepricljiva,
ker peti par nog (gledano od spredaj) ni simetri¢en (leva noga kaze naprej, desna pa
nazaj), druga stonoga pa je prepricljiva. V spodnjem primeru pa nobena stonoga ni
prepricljiva, ker se prvi in/ali zadnji par nog pri nobeni ne drzi trupa:

............................ I11] et

FIN// oo IN\IL/. . #>. . //\\I ..
B > <. O\\\\...... ###> ..
A R VAN A I I 2 V2 I \\//1..
........... HHE .
........... NN

Napisi program, ki iz polozaja stonog v nekem trenutku filma ugotovi, koliko
izmed njih je prepricljivih in koliko ocitno umetnih. Stonoge se nahajajo na polju iz
n vrstic in m stolpcev (n in m sta najve¢ 100). Polje je sestavljeno zgolj iz znakov
S\ L1 Y <4 > L # in . Nobeni dve stonogi se ne prekrivata ali dotikata
in nobena stonoga ni v kadru le delno. Predpostavis lahko, da je z glavami stonog
vse v redu in ti ni treba preverjati, ali ima res vsaka stonoga glavo na natanko enem
koncu. Podrobnosti tega, v kaksni obliki tvoj program dobi ali prebere vhodne
podatke, si izberi sam(a) in jih v svoji resitvi tudi opisi.
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[Pred nalogami so bila navodila, enaka tistim v prvi skupini (str. 11), zato jih
tu ne bomo ponavljali—Op. ur.]

1. Varnostno kopiranje

Podan imamo seznam poti do ve¢ map oz. imenikov (direktorijev) na racunalniku,
ki jih zelimo kopirati na zunanji disk za varnostno kopijo. Toda na seznamu so tudi
podvojene mape ter mape, ki so ze podmape drugih map. Ce imamo na seznamu
mape /home/user/, /home/user in /home/user/slike, je to v resnici enako seznamu
samo s /home/user/, saj se prvi dve poti nanasata na isto mapo, zadnja pa je
podmapa in je ni treba kopirati posebej, saj bo skopirana, ko bomo kopirali njeno
starsevsko mapo.

Napisi program, ki prebere seznam poti in izpise le tiste izmed njih, ki jih
je treba skopirati, da se izognemo nepotrebnemu kopiranju. Pri tem ni pomemben
vrstni red izpisanih poti, vazno je le, da so podmnozica podanih poti in da jih je
¢im manj. Ce obstaja ve¢ enako dobrih resitev, je vseeno, katero izpises.

Predpostavis lahko, da so poti na voljo v datoteki poti.txt in vsaka pot je v
svoji vrstici. Zagotovljeno je, da se vse poti zacnejo s posevnico ,,/“, imena map
pa bodo vsebovala le male ¢rke angleske abecede, stevke ter podcrtaj ,,_“ Vse poti
bodo veljavne (ni ti treba npr. skrbeti zaradi poti oblike abc//def). Dolzina vsake
poti bo manjsa od 4096 znakov.

Poti je lahko veliko, zato naj bo tvoj program ¢im bolj uc¢inkovit.

Primer vhoda: Mozen izhod (vrstni red ni pomemben):
/home/admin/config /home/user/slike

/home/user/slike /home/user/slike_stare
/home/user/slike_stare /home/user/dokumenti/sola/
/home/user/dokumenti/sola/ /home/admin/config/
/home/user/dokumenti/sola/slo/spisi/ /home/user/minecraft/savegames/svetl
/home/admin/config/ /home/user/minecraft/savegames/svet2
/home/user/minecraft/savegames/svetl /var/www/web/

/home/user/minecraft/savegames/svet2
/home/user/slike/2019/smucanje/
/var/www/web/

/home/admin/config/

2. Luci

Dano je zaporedje n ludi; znano je njihovo zacetno stanje (katere so prizgane in
katere ugasnjene) ter zeleno kon¢no stanje. Osnovna operacija, ki jo lahko nad
luémi izvajamo, je, da si izberemo Stevili ¢ in j (z obmodja 1 < ¢ < j < n) in
spremenimo stanje vseh luci od vkljuéno i-te do vkljuéno j-te (torej ugasnemo tiste
med njimi, ki so bile prej prizgane, in prizgemo tiste, ki so bile prej ugasnjene).
Napisi podprogram (oz. funkcijo) Luci(n, zacetno, koncno), ki izpiSe zaporedje
¢im manj taksnih operacij, s katerimi lahko luc¢i iz zacCetnega stanja spravimo v
zeleno koncno stanje. Za vsako operacijo naj izpise stevili ¢ in j, torej Stevilko prve
in zadnje spremenjene luéi (lu¢i so osteviléene od 1 do n). Ce obstaja ve¢ enako
dobrih resitev z najmanjsim moznim Stevilom operacij, je vseeno, katero izpise.
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Kot parametra zacetno in koncno naj tvoj podprogram sprejme niza n znakov, ki
opisujeta zacetno in kon¢éno stanje luci (znak 'P' predstavlja prizgano lu¢, znak 'U'
pa ugasnjeno).

Dobro tudi utemelji, zakaj tvoja resitev res najde najmanjSe mozno stevilo
operacij.

Primer: ¢e imamo n = 7 luci in je zacetno stanje UUPPPUP, kon¢no pa UPPUPPU,
potrebujemo vsaj tri operacije. Eno od moznih zaporedij treh operacij je: i = 2,
j = 5 (dobimo UPUUUUP); ¢ = 4, j = 7 (dobimo UPUPPPU); ¢ = 3, j = 4 (dobimo
UPPUPPU).

3. Planinarjenje

Za planince je pri izbiri ciljev ponavadi bolj zanimiv vrh, ki se izraziteje dviga visje
od svoje okolice, manj pomembna pa je njegova absolutna nadmorska visina.

V ta namen je vpeljan pojem topografske prominence vrha (ali njegova relativna
visina). Ta je doloéena z visinsko razdaljo (razliko visin) med vrhom in najnizjo tako
plastnico (izohipso) terena, ki obkroza ta vrh in hkrati ne obkroza kaksnega visjega
vrha. Z drugimi besedami: ¢e bi se morska gladina dvignila do tiste plastnice, bi
bil ta vrh najvisja tocka otoka.

Problem si poenostavimo v dve dimenziji. Na spodnji sliki je prominenca vrha
A razlika med nadmorskima viSinama to¢k A in K (¢e bi se voda dvignila do viSine
tocke K oz. tik nad njo, bi bila to¢ka A najvisji vrh svojega otoka):

Da se ne trudimo z iskanjem vrhov in dolin, so podatki ze pripravljeni tako, da si
v seznamu (ali vhodni datoteki) sledijo izmenoma nadmorske visine dolin in vrhov.
(Na gornji sliki so to tocke, oznaene s krozci o, tako da bi za ta primer dobili
seznam 15 vigin.) Podatkov je liho Stevilo, seznam pa se zacne in konc¢a z dolino na
nadmorski visini 0 (vse ostale visine so vedje od 0).

Napisi program ali podprogram (funkcijo), ki bo za vsak vrh iz seznama ugo-
tovil in izpisal njegovo prominenco. (Na primeru iz gornje slike bi moral program
torej izpisati rezultate za 7 vrhov.) Tvoj (pod)program lahko seznam dobi kot pa-
rameter ali globalno spremenljivko (vektor, tabelo ali kaj podobnega), lahko pa ga
prebere s standardnega vhoda ali iz vhodne datoteke (kar ti je lazje).

4. Sedezni red

Zloglasni 5.c je dobil novo uciteljico. Ta se je odlocila, da bo v razredu naredila
red, in sicer tako, da bo otroke posedla na to¢no dolo¢en nacin. Po novih pravilih
noben otrok ne sme sedeti za otrokom, ki je strogo visji kot on sam, prav tako pa
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drug poleg drugega v isti vrsti ne smeta sedeti dva decka ali dve deklici, ker bi bilo
v tem primeru zagotovo prevec klepetanja.

Primera dobrih sedeznih redov za 6 otrok, kjer ¢rka predstavlja spol, stevilka pa
visino:

143M  150Z
139Z  128M
129M  127Z
(TABLA)
139Z  154M
135Z  148M
135Z  129M
(TABLA)

Dva primera slabih postavitev:

130Z  154M

135Z  148M

130Z  129M
(TABLA)

(V gornji postavitvi je uenka levo v zadnji vrsti nizja od ucenke pred njo.)

150Z  154M

1457  148Z

141M  129M
(TABLA)

(V tej postavitvi v prvi in drugi vrsti drug poleg drugega sedita otroka istega spola.)

Opisi postopek (ali napisi (pod)program oz. funkcijo, ¢e ti je lazje), ki prejme
podatke o visinah in spolu vseh u otrok v razredu ter jih razporedi v n vrst in m
stolpcev tako, kot si je to zazelela uciteljica (ali pa ugotovi, da taksen razpored
sploh ne obstaja). Za $tevilo stolpcev m predpostavi, da je sodo. Ce je moznih ved
razli¢nih pravilnih postavitev, je vseeno, katero izmed njih najde tvoj postopek. S
podrobnostmi branja vhodnih podatkov in izpisa rezultatov se ti ni treba ukvarjati.

5. Zabe

Nad mocvirjem leta r rojev muh. Vsak roj je sestavljen iz zelo velikega Stevila muh.
Gibanje posameznega roja opisemo z zaporedjem koordinat in ¢asov, ko se roj na
svoji poti za trenutek ustavi. Tako bi postanke i-tega roja muh opisali s sezna-
mom trojic (xs,j,Yi,j,ti,;), ki predstavljajo j-ti postanek i-tega roja na koordinati
(zi,5,9:,5) ob Casu t;;. Predpostavimo lahko, da so postanki na poti posameznega
roja podani po narascajocih casih, torej ¢;; < i j+1.

Poleg muh se v moévirju nahaja tudi z zab, ki lovijo muhe. Zaba lahko ulovi
muho iz roja samo v trenutku, ko se roj ustavi, e se ravno takrat nahaja na istem
mestu kot roj. Poznamo tudi lokacije zab: i-ta zaba se trenutno (ob ¢asu 0) nahaja
na koordinati (a;, b;). Vse zabe se lahko premikajo po mocvirju s hitrostjo 1 enote
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na sekundo (lahko pa tudi stojijo pri miru). Zaba se lahko med poljubnima dvema
tockama premika v ravni Crti, torej za merjenje razdalje uporabi evklidsko razdaljo
(Pitagorov izrek).

Zabe nacrtujejo lov na muhe. Ulovile bodo nekaj muh, nato pa se zbrale v
koordinatnem izhodis¢u (0,0), kjer si bodo plen razdelile. Vsaka zaba bo ujela
najvec¢ eno muho. Ker so muhe dobro rejene, je zabam dovolj, ¢e vse skupaj ujamejo
k muh (velja k < z), ki si jih nato razdelijo.

Opisi in utemelji postopek, ki bo dolo¢il najkrajsi ¢as, v katerem se lahko vse
zabe zberejo v izhodiscu in pri tem skupaj ulovijo k& muh. Koordinate in Casi so
realna Stevila.
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Vsaka naloga zahteva, da napises program, ki prebere neke vhodne podatke, izracuna
odgovor oz. rezultat ter ga izpiSe. Programi naj berejo vhodne podatke s standar-
dnega vhoda in izpisujejo svoje rezultate na standardni izhod. Vase programe bomo
pognali po veckrat, vsaki¢ na drugem testnem primeru. Besedilo vsake naloge na-
tan¢no doloca obliko (format) vhodnih in izhodnih podatkov. Tvoji programi lahko
predpostavijo, da se nasi testni primeri ujemajo s pravili za obliko vhodnih podat-
kov, ti pa moras zagotoviti, da se bo izpis tvojega programa ujemal s pravili za
obliko izhodnih podatkov.

Tvoji programi naj bodo napisani v programskem jeziku pascal, C, C+4, C#,
java ali python, mi pa jih bomo preverili s prevajalniki FreePascal, GNUjevima gcc in
g++ 9.4.0 (ta verzija podpira C++17, novejse razli¢ice standarda C++ pa le delno),
prevajalnikom za javo iz JDK 17, s prevajalnikom Mono 6.8 za C# in z interpreterjem
za python 3.8.

Na spletni strani https://putka-rtk.acm.si/contests/rtk-2022-3/ najdes opise
nalog v elektronski obliki. Prek iste strani lahko oddas tudi resitve svojih nalog.
Pred zacetkom tekmovanja lahko poskusis oddati katero od nalog iz arhiva https://
putka-rtk.acm.si/tasks/s/test-sistema/list/. Uporabnisko ime in geslo za Putko
sta enaki kot za racunalnike. Med tekmovanjem lahko vprasanja za tekmovalno
komisijo postavlja§ prek foruma na Putki (povezava ,Diskusija“ na dnu besedila
posamezne naloge).

Sistem na spletni strani bo tvojo izvorno kodo prevedel in pognal na veé testnih
primerih. Za vsak testni primer se bo izpisalo, ali je program pri njem odgovoril
pravilno ali ne. Ce se bo tvoj program s kaksnim testnim primerom ukvarjal pre-
dolgo ali pa porabil preve¢ pomnilnika (toéne omejitve so navedene na ocenjevalnem
sistemu pri besedilu vsake naloge), ga bomo prekinili in to steli kot napacen odgovor
pri tem testnem primeru.

Da se zmanjsa moznost zapletov pri prevajanju, ti priporo¢amo, da ne spreminjas
privzetih nastavitev svojega prevajalnika (za podrobne nastavitve prevajalnikov na
ocenjevalnem strezniku glej https://putka-rtk.acm.si/info/. Tvoji programi naj
uporabljajo le standardne knjiznice svojega programskega jezika in naj ne delajo z
datotekami na disku.

Preden oddas kak program, ga najprej prevedi in testiraj na svojem
racunalniku, oddaj pa ga Sele potem, ko se ti bo zdelo, da utegne pravilno
resiti vsaj kaksen testni primer.

Ocenjevanje

Vsaka naloga ti lahko prinese od 0 do 100 tock. Vsak oddani program se preizkusi
na ve¢ testnih primerih; pri vsakem od njih dobi vse tocke, ¢e je izpisal pravilen
odgovor, sicer pa 0 tock (izjema je 1. naloga, kjer je mozno tudi delno tockovanje).
Pri drugi nalogi je testnih primerov 20 in vsak je vreden po 5 tock, pri ostalih
nalogah pa je testnih primerov po 10 in vsak je vreden po 10 tock.

Nato se tocke po vseh testnih primerih sestejejo v skupno stevilo tock tega pro-
grama. Ce si oddal N programov za to nalogo in je najboljsi med njimi dobil M
(od 100) tock, dobis pri tej nalogi max{0, M —3(N —1)} tock. Z drugimi besedami:
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za vsako oddajo (razen prve) pri tej nalogi se ti odbijejo tri toc¢ke. Pri tem pa ti
nobena naloga ne more prinesti negativnega $tevila tock. Ce nisi pri nalogi oddal
nobenega programa, ti ne prinese nobenih to¢k. Ce se poslana izvorna koda ne
prevede uspesno, to ne steje kot oddaja.

Skupno stevilo tock tekmovalca je vsota po vseh nalogah. Tekmovalce razvrstimo
po skupnem stevilu tock.

Vsak tekmovalec se mora sam zase odlociti o tem, katerim nalogam bo posvetil
svoj cas, v kakSnem vrstnem redu jih bo reseval in podobno. Verjetno je priporocljivo
najprej resevati lazje naloge.

Primer naloge (ne Steje k tekmovanju)

Napisi program, ki s standardnega vhoda prebere dve celi Stevili (obe sta v prvi
vrstici, lo¢eni z enim presledkom) in izpise desetkratnik njune vsote na standardni
izhod.

Primer vhoda:

123 456

Ustrezen izhod:

5790

Primeri resitev:

e V pascalu:

program PoskusnaNaloga;
var i, j: integer;
begin
ReadLn(i, j);
WriteLn(10 * (i + j));
end. {PoskusnaNaloga}

e V CH+:

#include <iostream>
using namespace std;
int main()
inti, j; cin > i >> j;
cout << 10 * (i + j) << '"\n';

e V C-ju:
#include <stdio.h>

int main()

int i, j; scanf("%d %d", &i, &j);
printf("%d\n", 10 * (i + j));
return 0;

}
e V pythonu:
import sys

L = sys.stdin.readline().split()
i = int(L[0]); j = int(L[1])
print("%d" % (10 * (i + j)))

(Opomba: namesto '\n' lahko uporabimo endl,
vendar je slednje ponavadi pocasneje.)

(Primeri resitev se nadaljujejo na naslednji strans.)
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e V javi:

import java.io.*;
import java.util.Scanner;

public class Poskus

public static void main(String[] args)
throws |OException

Scanner fi = new Scanner(System.in);
int i = fi.nextlnt(); int j = fi.nextInt();
System.out.printin(10 * (i + j));
}
}

o V C#:

using System;

class Program
static void Main(string[] args)

string[] t = Console.In.ReadLine().Split(" ');
int i = int.Parse(t[0]), j = int.Parse(t[1]);
Console.Out.WriteLine("{0}", 10 * (i + j));
}
}
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1. Mastermind

Pri igri Mastermind rac¢unalnik izbere zaporedje n barvnih Zetonov (barve se lahko
ponavljajo) iz nabora m barv, ki jih oznac¢ujemo s $tevili od 1 do m, in ga ne
razkrije igralcu. Igralec nato poskusa uganiti izbrano zaporedje, racunalnik pa mu
ob vsakem ugibanju odgovori s parom stevil, od katerih prvo pove, koliko Zetonov
je v danem ugibanju prave barve in na pravem mestu, drugo Stevilo pa pove, koliko
zetonov je prave barve, vendar ne na pravem mestu.

Ce je zetonov neke barve v ugibanju ve¢ kot v rac¢unalnikovem zaporedju, se
pri vracanju informacij uposteva samo toliko Zetonov, kot jih je v racunalnikovem
zaporedju, pri Cemer imajo prednost Zetoni prave barve na pravem mestu. Na
primer: ¢e racunalnik izbere 1 1 2 2 2 in Ce igralec ugiba 1 3 1 1 1, bo racunalnik
vrnil (1,1). (Prvi zeton v igraléevem zaporedju je prave barve na pravem mestu,
eden od zadnjih treh pa je prave barve na napa¢nem mestu.)

Recimo, da je v nekem ugibanju igralec predlagal zaporedje u, racunalnik pa mu
je odgovoril s parom Stevil o; rekli bomo, da je zaporedje z skladno z ugibanjem
(u,0), ¢e bi racunalnik v primeru, da je njegovo izbrano zaporedje (ki ga mora
igralec uganiti) ravno z in da je igralec pri ugibanju predlagal zaporedje u, odgovoril
z odgovorom o.

Nas igralec je ze podal k£ ugibanj in dobil odgovore nanje. V svojem nasle-
dnjem ugibanju zeli predlagati taksno zaporedje p, po katerem bo tudi v najslabsem
primeru (najslabSem po vseh moznih ra¢unalnikovih odgovorih) Stevilo Se skladnih
zaporedij (torej takih, ki so skladna z vsemi preteklimi ugibanji in tudi s tem novim,
pravkar izvedenim ugibanjem) najmanj$e mozno. S tem kriterijem pa p ni nujno
enoli¢no dolo¢en; mogoce je, da obstaja ve¢ enako dobrih optimalnih predlogov p.
Napisi program, ki iz zgodovine ugibanj in rac¢unalnikovih odgovorov nanje dolo¢i
stevilo vseh moznih taksnih zaporedij p, poleg tega pa Se Stevilo vseh zaporedij, ki
so skladna z dosedanjimi ugibanji in odgovori.

Vhodni podatki: v prvi vrstici so cela Stevila n (dolzina zaporedij), m (Stevilo
barv) in k (Stevilo preteklih ugibanj). Nato sledi k vrstic s po n + 2 Steviloma;
pri tem prvih n Stevil predstavlja igralcevo ugibanje, zadnji dve pa racunalnikov
odgovor.

Omejitve: 1 <n <5, 1 <m <8, 0<k <5; stevilo se skladnih zaporedij glede
na dano zgodovino ugibanj je vsaj 1 in manj kot 100.

Izhodni podatki: izpisi dve celi stevili, vsako v svoji vrstici. Prvo naj bo stevilo
zaporedij, ki so skladna z dosedanjimi ugibanji in odgovori nanje; drugo pa naj bo
stevilo taksnih zaporedij p, o katerih govori besedilo naloge.

Tockovanje: za vsako od obeh izhodnih stevil dobis polovico tock, ¢e je pravilno
(Se vseeno pa mora$ izpisati dve Stevili, sicer ne dobis nobene tocke).

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
352 4

12311 30

12411
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Razlaga: racunalnikova zaporedja, ki so skladna z dano zgodovino, so stiri: 1 1 2,
152,221in52 1. Ce igralec ugiba na primer 1 5 3, je rac¢unalnikov odgovor
pri vseh Se skladnih zaporedjih drugaden; v najslabsem primeru (in pravzaprav v
vseh primerih) bo po tem ugibanju torej obstajalo samo Se eno tako zaporedje, ki
bo skladno z vsemi odgovori. To pa ne velja le za ugibanje 1 5 3, pa¢ pa Se za
devetindvajset drugih ugibanj, zato je pravilni odgovor pri tem testnem primeru 30.

2. Dolgovi

Srednja Sola Butale se je odlocila, da bo po prekinitvi ukrepov zaradi popularnega
virusa organizirala ekskurzijo. Na njej ima vseh n dijakov polpenzion, kar pomeni,
da si bodo morali kar nekaj obrokov priskrbeti sami.

Butalski dijaki pa so prijazna bitja in nocejo po nepotrebnem obremenjevati
raznih natakarjev, dostavljalcev hrane in drugih prodajalcev. Zato so dogovorjeni,
da jedo v skupini (njeno ¢lanstvo se skozi ¢as lahko spreminja), pri ¢emer vsak kdaj
placa nakup in bodo na koncu ekskurzije poravnali racune med sabo. Pri tem ne
upostevajo morebitnih razlik v jescosti dijakov in si bodo zneske razdelili enakomerno
po vseh, ki so trenutno prisotni v skupini. Ker pa matematika nasih Butalcev Sepa,
te prosijo, da jim napiSes program, ki iz zapisa njihovega zapravljanja izracuna,
koliko je kdo ,v plusu“ ali ,v minusu®. Ta zapis je zaporedje dogodkov naslednjih
treh tipov:

1. + ime ali - ime — pomeni, da se je oseba z imenom ime pridruzila skupini (¢e
je prvi znak +) ali jo zapustila (e je prvi znak -). Kdor skupino zapusti, se ji
lahko kasneje tudi spet pridruzi.

2. + prefiksx ali - prefiksx — pomeni, da so se skupini pridruzile oz. jo zapustile
vse tiste osebe, ki so bile do tega trenutka ze omenjene v dogodkih prvega tipa
in ki se jim ime za¢ne na niz prefiks. Dogodkom tega tipa pravimo ,prefiksni
dogodki®. Vsaka oseba je torej prvi¢ dodana s svojim celotnim imenom, kasneje
pa je lahko dodana ali odstranjena tudi samo s prefiksom. Prefiks je lahko tudi
prazen — v tem primeru se vrstica nanasa na vse dotlej poznane osebe.

3. <= ime z — pomeni, da je oseba z imenom ime darovala znesek z v skupno
dobro. Pri tem se njen dolg do skupnosti zmanjsa za ta znesek, nato pa se
dolg vseh trenutnih ¢lanov skupine poveCa za z/k, e je k trenutno Stevilo
ljudi v skupini (predpostavis lahko, da se dogodki tega tipa nikoli ne zgodijo
takrat, ko je skupina prazna). Oseba, ki nekaj placa v skupno dobro, v tistem
trenutku ni nujno tudi sama ¢lan skupine (je pa bila pred plailom ze vsaj
enkrat dodana v skupino).

Predpostavi§ lahko, da ne bo nobeno dodajanje (niti posamezno niti s prefiksom)
pokrivalo kaksne take osebe, ki je trenutno ze v skupini, in prav tako ne bo nobeno
brisanje (niti posamezno niti s prefiksom) pokrivalo kaksne take osebe, ki je trenutno
ni v skupini. Pri prefiksnih dogodkih velja to zagotovilo samo za tiste osebe, ki
so bile pred tem vsaj enkrat ze dodane v skupino. (Primer: zaporedje dogodkov
+ jaka, + jure, - jaka, - j* se v vhodnih podatkih ne more pojaviti; prav tako
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ne zaporedje + jaka, + jure, - j*, + jaka, + j*. Lahko pa se pojavi zaporedje
+ jaka, — j*, + j*, + jure.)!

Vhodni podatki: v prvi vrstici je celo stevilo g, ki pove, koliko dogodkov sestavlja
ta testni primer. Sledi g vrstic, od katerih vsaka opisuje po en dogodek v taki obliki,
kot je opisano zgoraj.

Izhodni podatki: za vsako osebo, ki je bila kdaj dodana v skupino, izpisi po eno
vrstico; v njej naj bo najprej ime osebe, nato presledek, nato pa znesek, ki ga ta
oseba dolguje skupnosti (to Stevilo je lahko tudi negativno, e je v resnici skupnost
dolzna tej osebi). Vrstni red oseb v izhodnih podatkih je lahko poljuben.

Resitev se bo stela kot pravilna, ¢e bodo dolgovi od uradne resitve odstopali za
manj kot 107> po relativni ali absolutni vrednosti.

Omejitve:

e Vedno bo veljalo 2 < ¢ < 10°. Ce z n oznaéimo stevilo razliénih imen, omenje-
nih v ne-prefiksnih dogodkih, bo veljalo tudi 1 < n < 10°.

e Imena so sestavljena iz vsaj 1 in najvec¢ 10 znakov, vsi pa so male ¢rke angleske
abecede; pri prefiksnih dogodkih je prefiks dolg vsaj 0 in najve¢ 9 malih ¢rk,
za njim pa pride Se znak * (zvezdica). Imena so enoli¢na (nobena dva ¢loveka
nimata enakega imena).

e Zneski pri dogodkih <- so cela Stevila z obmoéja 0 < z < 10°.

Pri nekaterih testnih primerih veljajo dodatne omejitve:

e Pri prvih 20 % testnih primerov bo veljalo n < 1000 in ¢ < 5000.

e Pri naslednjih 10 % testnih primerov ne bo prefiksnih dogodkov in veljalo bo
n < 1000 ter gz < 5000 (kjer g3 pomeni stevilo dogodkov 3. tipa).

e Pri naslednjih 10 % testnih primerov ne bo prefiksnih dogodkov.

e Pri preostalih 60 % testnih primerov ni dodatnih omejitev.

Primer vhoda: Eden od moznih pripadajoc¢ih izhodov:
14 vilma -75.700000

+ ljubinka onur -24.700000

<- ljubinka 37 ticjana 31.300000

+ vilma ljubinka 45.300000

<- vilma 80 bernardica 23.800000

+ ticjana

<- ljubinka 48

+ onur

<- vilma 54

+ bernardica
- ticjana

+ ticjana

<- ticjana 22
<- vilma 35
<- onur 62

1Zanimivo, vendar tezjo razli¢ico naloge dobimo, ¢e to zagotovilo ukinemo. V tej tezji razlicici
se torej lahko zgodi, da se dodajanje (bodisi s prefiksom ali posamiéno) nanasa (tudi) na enega
ali ve¢ takih ljudi, ki so trenutno ze v skupini; tedaj ti ljudje pac¢ ostanejo v skupini. Podobno
se lahko tudi zgodi, da se brisanje nanasa na ljudi, ki jih trenutno ni v skupini, in taki pac¢ pri
tem tudi ostanejo zunaj skupine. Pri tej razli¢ici naloge je na primer mozno zaporedje dogodkov
+ jaka, + jure, + jaka, - jax, - j* (pri tretjem od teh dogodkov se skupina ne spremeni, pri
Cetrtem jo zapusti Jaka, pri petem pa Se Jure; prefiks j* pri zadnjem dogodku sicer pokrije tudi
Jako, vendar tega pac takrat ni v skupini in se zato zanj pri dogodku - j* ni¢ ne spremeni).
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3. Breakout

Morda poznate racunalnisko igro Breakout. Cilj igre je z odbijanjem Zogice razbiti
vse opeke na igralnem polju. Igralno polje je z leve, desne in zgornje strani obdano
s stenami, znotraj polja pa se nahaja ve¢ opek. Zogica se odbija po polju in razbija
opeke ob odboju od njih, pri tem pa moramo s premikanjem odbojne palice na
spodnjem robu skrbeti, da Zogica slucajno ne pade iz igralnega polja.

V tej nalogi ne bomo upostevali odbojne palice, temve¢ nas zanima samo, kako
bi se zogica odbijala po igralnem polju brez posredovanja igralca. Polje predstavimo
s pravokotno mrezo Sirine s in visine v. Levo spodnje oglis¢e mreze se nahaja na
koordinati (0,0), desno zgornje pa na (s,v). Nekatere celice polja vsebujejo opeke,
ki se razbijejo po dolocenem stevilu odbojev zogice od njih. Najbolj levi in desni
stolpec ter zgornja vrstica vsebujejo stene, ki jih bomo predstavili s trdnimi opekami,
ki se razbijejo sele po 100 odbojih. Ce se opeka zaradi odboja razbije, se to zgodi
Sele po odboju — zogica torej svojo pot nadaljuje enako, kot bi jo, Ce se opeka ob
tem odboju ne bi razbila. Zogica za¢ne svojo pot v spodnji vrstici na sredini a-tega
stolpca, torej na koordinatah (a — %,0), in se od tam sprva (do prvega odboja)
premika pod kotom 45° v smeri desno navzgor, kot kaze spodnja ilustracija:

Y
v
1 3
Primer igralnega polja Sirine s = 5 in viSine v = 6. Temno
1 5 siva polja so trdne opeke, ki tvorijo stene in se razbijejo po
100 odbojih; svetlo siva polja pa so obi¢ajne opeke in Stevila
0 T na njih povedo, po koliko odbojih se razbijejo. Prikazan je
0 1 a s tudi zacetni polozaj in smer gibanja zogice za a = 2.

Napisi program, ki izracuna, koliko opek razbije zogica, preden izstopi iz igralnega
polja, in na kateri koordinati se to zgodi. Izstopi lahko v spodnji vrstici ali pa tudi
kje drugje, ce je zaradi stevilnih odbojev prebila steno.

Vhodni podatki: v prvi vrstici so podana cela Stevila s, v, n in a, ki po vrsti
predstavljajo Sirino igralnega polja, njegovo visino, stevilo opek znotraj polja in
zacetni stolpec zogice. Naslednjih n vrstic opisuje opeke znotraj polja (v to niso
vkljucene opeke, ki predstavljajo stene). Vsaka opeka je opisana v svoji vrstici s
stevili x;, y; in k;, pri ¢emer sta (z;,y;) koordinati zgornjega desnega kota celice,
ki jo ta opeka zaseda, k; pa je Stevilo odbojev, po katerih se opeka razbije (velja
2<z;<s—-1,1<y; <v—1in1 < k; <100). Opeke se bodo nahajale v razlicnih
celicah igralnega polja in nobena od njih nima koordinat (a, 1), pri katerih bi se
prekrivala z zacetnim polozajem zogice.

Omejitve: veljalo bo 3 < s < 10°, 3 < v <10°in 0 < n < 10°. V prvih 40%
testnih primerov bo veljalo s,v,n < 1000. V naslednjih 40 % testnih primerov bo
veljalo s,v,n < 10°. V zadnjih 20 % testnih primerov ni dodatnih omejitev.

Izhodni podatki: v prvi vrstici izpisi Stevilo razbitih opek (kar naj vkljucuje tudi
razbite stenske opeke), v drugi vrstici pa s presledkom loceni koordinati = in y, na
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katerih Zogica izstopi iz polja. Ce je koordinata celo $tevilo, jo tako tudi izpisi, ¢e
pa je ne-cela, jo izpisi na eno decimalko.

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
5632 1

231 3.50

425

4 33

(Opomba: to je primer, ki ga kaze slika zgoraj.)

4. Pijansko urejanje

V skladiscu je n podstavkov, ostevilcenih od 0 do n —1. Na vsakem podstavku stoji
po en zaboj; tudi ti so osteviléeni od 0 do n — 1, vendar so premesani — Stevilke
zabojev se ne ujemajo s Stevilkami podstavkov, na katerih posamezni zaboj stoji.
Radi bi jih pravilno uredili, torej tako, da bo zaboj 0 na podstavku 0, zaboj 1
na podstavku 1 in tako naprej. (Razli¢ni zaboji imajo razliéne Stevilke; razli¢ni
podstavki prav tako.)

7Zal se z vilicarjem po skladis¢u preganja pijani skladisénik in nas ne pusti blizu,
da bi si ogledali razpored zabojev ali jih sami premikali. Edino, kar lahko po¢nemo,
je, da mu od zunaj vpijemo Stevilke podstavkov; ko slisi od nas stevilko k, naj
bi skladi$¢nik zamenjal zaboja na podstavkih 0 in k. Zal pri tem véasih zgresi in
namesto podstavka k uporabi enega od sosednjih dveh (kK — 1 in k + 1), vendar ne
vemo, kateri podstavek je zares uporabil. Vemo pa, da si podstavek med temi tremi
(torej k — 1, k in k + 1) izbere nakljucno, pri ¢emer imajo vsi trije podstavki enako
verjetnost, da bodo izbrani. (MoZnost k — 1 seveda odpade, ¢e je k = 0; in podobno
moznost k£ + 1 odpade, ¢e je k =n — 1. V teh primerih skladis¢nik nakljucno izbere
enega od ostalih dveh moznih podstavkov.) V vsakem primeru pa nam skladis¢énik
po zamenjavi pove Stevilko zaboja, ki je pri tem prisel na podstavek 0 (ne glede na
to, s katerega podstavka je ta zaboj prisel).

Napisi program, ki z zaporedjem taksnih operacij uredi zaboje (torej poskrbi,
da se bo stevilka vsakega podstavka ujemala s Stevilko zaboja, ki stoji na njem). To
je interaktivna naloga; tvoj program se bo z ocenjevalnim streznikom , pogovarjal®
tako, da bo bral s standardnega vhoda in pisal na standardni izhod. Ta pogovor naj
poteka po naslednjih korakih:

1. Na zacetku preberi s standardnega vhoda eno vrstico, v kateri bo celo stevilo
n (in ni¢ drugega).

2. Nato lahko izvedes 0 ali ve¢ zamenjav. Zamenjavo izvedes tako, da na standar-
dni izhod izpiSes eno vrstico, v kateri naj bo le celo Stevilo k (zanj mora veljati
0 < k < n), torej Stevilka podstavka, za katerega zeli§ izvesti zamenjavo (3e
enkrat poudarimo, da bo racunalnik zamenjavo mogoce izvedel s podstavkom
k — 1 ali k + 1 namesto k). Nato s standardnega vhoda preberi eno vrstico;
v njej bo le eno celo stevilo, namre¢ stevilka zaboja, ki je pri tej zamenjavi
prisel na podstavek stevilka 0.

3. Na koncu izpisi vrstico, v kateri naj bo le celo stevilo —1, in prenehaj z izva-
janjem.
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Opozorilo: po vsaki izpisani vrstici splakni standardni izhod (flush), da bodo podatki
res sproti prisli do ocenjevalnega sistema.

Tvoj program dobi pri posameznem testnem primeru vse tocke, ¢e izvede kve-
¢jemu 10000 zamenjav in ¢e so na koncu zaboji pravilno urejeni; sicer pa ne dobi pri
njem nobene tocke (npr. ée izvede prevec zamenjav, ¢e zaboji na koncu niso pravilno
urejeni ali Ce izpiSe kaj, kar ni v skladu z zgoraj opisanim protokolom).

Omejitve: veljalo bo 2 < n < 100. Pri 50 % testnih primerov bo n < 40.

Primer:

Tvoj program  Sistem

izpiSe izpise Komentar
2 v skladiscu sta dva zaboja
1 1 zaboj 1 je prisel na podstavek 0
0 1 zaboj 1 je Se vedno na podstavku 0
1 0 zaboj 0 je prisel na podstavek 0
-1 koncali smo z urejanjem

V gornjem primeru smo po tretji zamenjavi od sistema izvedeli, da je zaboj 0 prisel
na podstavek 0; torej mora biti takrat zaboj 1 na podstavku 1 in lahko sklepamo,
da sta oba zaboja urejena tako, kot naloga zahteva.

5. L-sistem

Teoreti¢ni biolog Polde preucuje obnasanje preprostih mnogoceli¢cnih mikroorga-
nizmov. Organizem je zaporedje celic; obstaja a razlicnih tipov celic in Polde je
vsakemu tipu celice pripisal neko malo ¢érko angleske abecede (¢rko, ki predstavlja
i-ti tip celice, oznadimo s ¢;), zato lahko organizem opiSe z nizom takih ¢rk. Orga-
nizem se skozi ¢as razvija, vendar na zelo predvidljiv nacin: v enem dnevu iz vsake
celice tipa ¢; nastane (vedno enako) zaporedje 0 ali veé celic, ki ga torej spet lahko
predstavimo z nizom znakov; temu nizu recimo f(¢;).

Iz organizma, ki ga tvori niz n celic s = cica ... cn, torej v enem dnevu nastane
niz f(c1)- f(c2)-.. .- f(cn); temu novemu nizu recimo f(s). Pri tem pike ,,-“ pomenijo,
da moramo nize f(c1),..., f(ca) po vrsti stakniti med seboj.

Po dveh dneh torej iz s nastane niz f(f(s)), kar zapisimo krajse kot fZ(s); po
treh dneh nastane f(f(f(s))), kar zapidimo krajse kot f3(s); in tako naprej. Nizu,
ki nastane po k dneh, recimo f¥(s). Velja torej f°(s) = s in f*(s) = f(f*1(s)).

Poldeta Se posebej zanimajo organizmi, pri katerih se v njihovem nizu ¢im vec-
krat pojavlja podniz p ali kakSen od njegovih anagramov (to so nizi, ki jih lahko
dobimo iz p, ¢e premeSamo vrstni red ¢rk v njem). Pomagaj mu in napisi pro-
gram, ki za dani zaletni niz s in Stevilo dni k izrac¢una, koliko je v nizu f¥(s) takih
strnjenih podnizov, ki so anagrami niza p (tudi p je seveda sam svoj anagram). Ker
utegne biti to stevilo zelo veliko, bo dovolj, ¢e v resnici izracunas njegov ostanek po
deljenju z nekim manjsim stevilom M.

Vhodni podatki: v prvi vrstici je niz t1t2 ... tq, ki ima torej toliko znakov, kolikor
razli¢nih tipov celic je pri tem testnem primeru, in i-ti znak tega niza pove, s katero
¢rko so predstavljene celice i-tega tipa. Sledi a vrstic, od katerih i-ta vsebuje niz
f(t;) — to je niz, ki se v enem dnevu razvije iz celice i-tega tipa. V naslednji vrstici
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je niz s. V naslednji vrstici sta celi stevili £ in M, loCeni s presledkom. Nazadnje
pride Se vrstica z nizom p.
Omejitve: v spodnjih omejitvah zapis |z| pomeni dolzino niza z.

1<a<26;0<k<300;2<M <10° 4 20;

znaki t; so vsi razlicni med sabo in vsi so male ¢rke angleske abecede;

1< ]s] £1000; 1 < |p| <300; 0 < |f(t:)] <100zavsei=1,...,q;

v vseh nizih f(¢;), s in p nastopajo le ¢rke iz mnozice {t1,t2,. .., ta}, torej take,
ki predstavljajo tipe celic, nastete v prvi vrstici vhodnih podatkov.

V 50% testnih primerov bo veljalo tudi |f*(s)| < 107. V naslednjih 10 % primerov
bo veljalo |p| = 1, v naslednjih 10 % primerov pa |p| = 2.

Izhodni podatki: izpisi rezultat, po katerem sprasuje besedilo naloge, torej stevilo
takih strnjenih podnizov niza fk(s), ki so anagrami p-ja; oz. natan¢neje povedano,
izpisi ostanek po deljenju tega stevila z M.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:

vitb 3
b

ffvifv
fbv

tf

56
vbfb

Komentar: v tem testnem primeru nastopajo Stirje tipi celic, oznaceni s ¢rkami v,
f, tin b. V enem dnevu iz celice tipa v nastane celica tipa b; iz celice tipa f nastane
prazen niz (celica izgine brez sledu); iz celice tipa t nastane zaporedje Sestih celic
ffvffv; iz celice tipa b pa nastane zaporedje treh celic fbv. Niz s =tf sevk =5
dneh razvija takole:

tf — ffvffv — bb — fbvfbv — fbvbfbvb — fbvbfbvibvbfbv

Zadnji od teh nizov je f* (s) in ima kar 9 takih strnjenih podnizov, ki so anagrami
niza p = vbfb (edina njegova podniza dolzine |p| = 4, ki nista anagrama p-ja, sta
fbvf in vibv). Testni primer zahteva, da izpiSemo ostanek po deljenju tega Stevila
z M = 6; pravilni odgovor je torej 3 (ostanek po deljenju 9 s 6).
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Svoje odgovore dobro utemelji. Ce piSes izvorno kodo programa ali podprograma,
OBVEZNO tudi v nekaj stavkih z besedami opisi idejo, na kateri temelji tvoja
resitev. Ce ni v nalogi drugade napisano, lahko tvoje resitve predpostavljajo, da
so vhodni podatki brez napak (da ustrezajo formatu in omejitvam, kot jih podaja
naloga). ZazZeleno je, da so tvoje resitve poleg tega, da so pravilne, tudi u¢inkovite
(bolj u¢inkovite resitve dobijo ve¢ tock). Nalog je pet in pri vsaki nalogi lahko dobis
od 0 do 20 tock.

1. Sestevanje ulomkov

V neki butalski druzini imajo veliko otrok. Vsaki¢, ko ima kdo od otrok rojstni dan,
slavljenec dobi torto, ostali otroci pa se postavijo v vrsto za njim. Slavljenec prereze
torto na pol. Polovico bodisi pojé bodisi posadi v zemljo (da bo drugo leto zrasla
nova torta), drugo polovico pa da naslednjemu otroku v vrsti. Vsak naslednji otrok
naredi enako: kos, ki ga prejme, prereze na pol, polovico bodisi pojé bodisi posadi,
polovico poda naprej. Izjema je zadnji otrok v vrsti, ki vedno pojé cel kos, ki pride
do njega.

Napisi program (ali podprogram oz. funkcijo), ki prebere podatke o veé taksnih
praznovanjih. V prvi vrstici dobi Stevilo praznovanj r (najve¢ 1000) in Stevilo otrok
n (najve¢ 20), nato pa sledi r vrstic, ki opisujejo praznovanja; v vsaki od teh je niz
n znakov, ki opisujejo, kaj naredi posamezni otrok pri tistem praznovanju ('J' =
pojé, 's' = posadi). Podatke lahko beres s standardnega vhoda ali pa iz datoteke
praznovanja.txt (karkoli ti je lazje).

Vsaka torta tehta 1 kg. Tvoj program naj izpise, koliko kilogramov torte, za-
okroZeno na najblizji celostevilski kilogram, je na koncu zakopanih v zemlji. (Pol
kilograma naj zaokrozi navzgor; na primer, ¢e je v zemlji tocno 3,5 kg torte, naj
izpise 4.)

Vsi rezi so na vseh praznovanjih so bili popolnoma natancni; fizika pravi, da to
ni mogoce, toda Butalci se tega niso nikoli naudili.

Primer vhodnih podatkov: Pripadajoci izhod:

54 2
SJSJ
S8JJ
JsJJ
JJiJ
JJsJ

Komentar: na prvem praznovanju so zakopali % + é kg, na drugem % + % kg, na
tretjem % kg, na cetrtem 0 kg in na petem é kg. Skupaj je to % kg, temu najblizje
celo stevilo pa je 2.

2. Slovar

Imamo podan seznam besed iz slovarja. V njem zelimo poiskati besede, ki ustrezajo
pogoju naslednje oblike: predpisana je dolzina besede in za nekatera mesta v besedi
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je predpisano, katera ¢rka mora stati na njih; za ostala mesta v besedi pa je vseeno,
katere ¢rke stojijo tam. Tak pogoj lahko opisemo z ,vzorcem* — to je niz, v katerem
nastopajo ¢rke in zvezdice, pri cemer zvezdice pomenijo, da je za tisto mesto v besedi
vseeno, katera ¢rka stoji tam.

Primer: vzorcu *ix*a ustrezajo med drugim besede miza, zima in riba; ne ustre-
zajo pa mu na primer besede mirta (ker je predolga), ica (ker je prekratka) in prva
(ker na drugem mestu nima i, ampak r).

(a) Napisi program (ali podprogram oz. funkcijo), ki kot vhodne podatke dobi
seznam besed in vzorec ter izpise tiste besede, ki ustrezajo temu vzorcu. Podrobnosti
tega, v kaksni obliki dobi vhodne podatke, si izberi sam in jih v resitvi tudi opisi.

(b) Recimo, da bi zeleli izvesti taksna iskanja za veliko razliénih vzorcev, pri
¢emer bi bil seznam besed ves ¢as enak. Zato je morda koristno ta seznam najprej
nekako predelati ali preurediti, da bomo potem lahko ¢im hitreje iskali besede, ki
ustrezajo razlicnim vzorcem. Opisi, kako bi to naredil in kakSen bi bil potem
postopek iskanja besed, ki ustrezajo danemu vzorcu. (Pri tem delu naloge je dovolj
opis postopka, ni treba pisati implementacije v kak$nem konkretnem programskem
jeziku.)

Podnaloga (a) je vredna 13 tock, podnaloga (b) pa 7 tock. Pri obeh lahko pred-
postavis, da v besedah in vzorcu nastopajo le male ¢rke angleske abecede (od a do
z), v vzorcu pa seveda poleg njih tudi zvezdice. Poleg tega lahko tudi predposta-
vi§, da gre res za besede iz slovarja kakSnega naravnega jezika (torej besede niso
pretirano dolge, ne zadnejo se vse na isto ¢rko in podobno).

3. Genialno

Na pravokotni karirasti mrezi, visoki h vrstic in Siroki w stolpcev, je na vsakem
polju 0 ali ve¢ zetonov. Ko dodamo nov zeton na neko polje, dobimo za to doloceno
stevilo tock, in sicer takole: iz polja, kamor smo postavili novi zeton, gremo v vse
$tiri mozne smeri (gor, dol, levo, desno) tako dale¢, dokler ne naletimo na prazno
polje (tdko z ni¢ Zetoni) ali na rob mreze. Dobimo toliko tock, kolikor je skupno
Stevilo zetonov na také obiskanih poljih (med slednja ne Stejemo polja, na katero
smo postavili novi zeton — glej primer spodaj).

Napisi program (ali podprogram oz. funkcijo), ki ugotovi, na katero polje
moramo dati novi Zeton, da bomo dobili najveé¢ tock. (Ce obstaja ve¢ enako dobrih
reSitev, je vseeno, katero izpiSe.) Podrobnosti tega, kako dobis podatke o mrezi
(velikost mreZe in Stevilo Zetonov na posameznem polju), si izberi sam in jih v
resitvi tudi opisi. Zazeleno je, da je tvoja resitev ucinkovita, tako da bo delovala
hitro tudi za velike mreze (npr. s po nekaj tiso¢ stolpci in vrsticami).

Primer: recimo, da imamo mrezo, kot jo kaze naslednja slika.

o |lOo| O | O
olo|N|O
SN | W |-
Wil |~ |N
=N O O
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Ce postavimo novi Zeton na drugo polje (z leve) v drugi vrstici (od zgoraj), dobimo
3+ 1 = 4 tocke. Ce ga postavimo na drugo polje v tretji vrstici, dobimo (2) +
2+14+2) =7 tock. Ce ga postavimo na Getrto polje v drugi vrstici, dobimo
(2) + (34+2) + (1 + 3) =11 tock, kar je pri tej mrezi tudi najbolj$a mozna poteza.

4. Parkirisce

Ob cesti je parkiris¢e, na katerem eden za drugim parkirajo tovornjaki. Casi pri-
hodov in odhodov ter dolzine tovornjakov so znane vnaprej; vseh tovornjakov je n,
pri Cemer je i-ti izmed njih dolg d; metrov, na parkirisée bo prisel ob ¢asu p; in se
na njem zadrzal ¢; Casa, nato pa bo odpeljal. Tovornjaki niso nujno ostevil¢eni v
nobenem posebnem vrstnem redu.

Ko tovornjak zapusti parkirisce, se tisti, ki so bili parkirani za njim, v hipu
pomaknejo naprej, tako da med parkiranimi tovornjaki ni lukenj (pa tudi ne med
zacetkom parkiri§¢a in prvim tovornjakom). Za prihod ali odhod tovornjaka pred-
postavimo, da se zgodi v hipu, neskonc¢no hitro. Mogoce je, da ob istem casu pride
in/ali odide ve¢ tovornjakov (v tem primeru moramo ravnati tako, kot da se najprej
zgodijo odhodi, nato pa prihodi).

Opisi postopek (ali napisi podprogram oz. funkcijo, ¢e ti je lazje), ki izracuna,
kako dolgo parkiris¢e potrebujemo, da bo na njem vedno dovolj prostora za vse
hkrati parkirane tovornjake. Za vhodne podatke bodo veljale naslednje omejitve:
tovornjakov je najveC milijon, dolzina posameznega tovornjaka je celo stevilo od
1 do 1000, &asi p; in t; pa so cela Stevila od 1 do 10° (recimo, da so podani v
mikrosekundah od nekega izbranega zacCetnega trenutka naprej).

5. Barvanje stolpnic

Vzdolz ravne ulice so postavili n stolpnic samih razli¢nih visin. Visino i-te stolpnice
oznacimo s h;. Rekli bomo, da sta stolpnici ¢ in j povezani, ¢e so vse stolpnice med
njima nizje od njiju, torej e za vsak k z obmodja i < k < j velja hx < h; in tudi
hi < hj. Arhitekti zelijo poziviti sive stolpnice s svetlimi barvami fasad, pri tem
pa nobeni dve povezani stolpnici ne smeta biti enake barve. OpiSi postopek (ali
napisi podprogram oz. funkcijo, e ti je lazje), ki dolo¢i barve stolpnic v skladu s tem
pravilom in pri tem uporabi najmanj$e mozno Stevilo razli¢nih barv. (Za resitev, ki
morda véasih uporabi ve¢ kot toliko barv, lahko Se vedno dobis delne tocke.) V opisu
postopka tudi dobro utemelji, zakaj tvoj postopek res vraca pravilne rezultate. Za
predstavitev barv uporabi kar zaporedna naravna stevila od 1 naprej. Kot vhodne
podatke dobi tvoj postopek stevilo stolpnic n in zaporedje visin hi, ha, ..., hy. Tvoj
postopek naj bo uéinkovit, da bo deloval hitro tudi za velike n (npr. nekaj tiso¢
stolpnic).?

2Zanimiva naloga na temo taksnih stolpnic je tudi naslednja. Recimo, da imamo zaporedje n
razli¢no visokih stolpnic in ga barvamo od leve proti desni, pri cemer vsaki stolpnici dodelimo
najmanjso tdko stevilko barve, ki je Se nima nobena od z njo povezanih stolpnic. Koliko barv
porabimo v najslabSem primeru (v odvisnosti od Stevila stolpnic n)?
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Drustvo ACM Slovenija je letos sodelovalo tudi pri organizaciji srednjeevropskega
Studentskega tekmovanja v ra¢unalnistvu (Central European Regional Contest —
CERC), ki je potekalo 26. in 27. novembra 2022 na Fakulteti za rac¢unalni$tvo in
informatiko v Ljubljani. Uradna besedila nalog in resitev (v angleséini) so obja-
vljena na spletni strani tekmovanja, https://cerc.acm.si/, v pricujocem biltenu
pa objavljamo besedila nalog in resitev v slovenscini.

Preden si ogledamo naloge, Se nekaj opomb o nacinu tekmovanja in ocenjevanja
na CERC. Tekmovanje poteka podobno kot na slovenskih studentskih tekmovanjih
v programiranju (UPM), le da v samo enem kolu: tekmujejo ekipe s po tremi tek-
movalci, vsaka ekipa ima en racunalnik, svoje resitve pa oddajajo na ocenjevalni
streznik, ki jih sproti testira in ocenjuje. Tekmovanje obsega en tekmovalni dan
(letos je bil to 27. november), na katerem so tekmovalci resevali dvanajst nalog in
imeli za to pet ur ¢asa. (Dan prej je bilo tudi poskusno tekmovanje s tremi lazjimi
nalogami; najdemo jih na koncu tega razdelka.) Podprti programski jeziki so bili C,
C++, java, python in kotlin. Naloga velja za reseno le, ¢e program pravilno resi vse
testne primere pri njej. Ekipe se razvrsti po stevilu resenih nalog, tiste z enakim
stevilom resenih nalog pa po ¢asu; pri tem se za vsako uspesno reSeno nalogo sesteje
¢as (v minutah) od zadetka tekmovanja do éasa uspesne resitve, pristeje pa se mu
Se po 20 minut za vsako pred tem oddano neuspesno resitev te naloge.

Naloge na CERC so razvrséene po abecednem vrstnem redu naslovov (v angle-
§€¢ini). Priblizen vrstni red po tezavnosti bi bil: L — igra; D — razgozdovanje; C
— ozvezdja; G — pozresni predali; E — denormalizacija; K — spretno tabletno; B
— kombinacijske kljucavnice; I — pranje denarja; F — razlike; J — hipoteka; A —
razbojniki; H — vrivanje.

A. Razbojniki
(Omejitev ¢asa: 5 s.  Omejitev pomnilnika: 512 MB.)

V nekem kraljestvu je n vasi in n — 1 dvosmernih cest, po katerih lahko prebivalci
pridejo od katerekoli vasi do katerekoli druge po poti, ki jo tvori ena ali vec cest.
Pri tem i-ta cesta povezuje vasi a; in b;, dolga pa je ¢; enot.

Kralj dobiva vse vec¢ pritozb zaradi razbojnikov, ki napadajo trgovce, ki potujejo
po cestah v kraljestvu. Svojemu svetovalcu je narocil, naj za reSitev te tezave
najame skupine zvestih robavsov, ki bodo delovali kot varnostne sluzbe. Vsaka
tako sklenjena pogodba o varovanju zagotavlja varnost vseh cest v ,radiju“ oz.
oddaljenosti r; od vasi x;, v kateri ima skupina svoje poveljstvo. Pogodba varuje
posamezno cesto, e je le-ta del neke kvecjemu r; enot dolge poti od z; do neke
druge vasi. Nekatere ceste lahko varuje tudi ve¢ pogodb in so zato Se varnejse.

Napisi program, ki bo obdeloval podatke o novih pogodbah in odgovarjal na
vprasanja o varnosti posameznih cest (torej koliko pogodb trenutno varuje tisto
cesto).

Vhodni podatki. V prvi vrstici je Stevilo vasi n. Naslednjih n — 1 vrstic opisuje ceste,
ki povezujejo te vasi. Opis posamezne ceste je sestavljen iz celih Stevil a;, b; in ¢,
locenih s po enim presledkom; to predstavlja cesto dolzine ¢; med vasema a; in b;.
Vasi so ostevilcene od 1 do n.
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V naslednji vrstici je stevilo poizvedb g. Sledi q vrstic, ki opisujejo vsaka po eno
poizvedbo. Poizvedba, ki predstavlja sklenitev nove pogodbe, se za¢ne z znakom ,,+“,
ki mu sledita vas s poveljstvom z; ter radij r;. Poizvedba, ki sprasuje o varnosti
dolocCene ceste, se zac¢ne z znakom ,,7“, ki mu sledi Stevilka ceste y;. Ceste so
osteviléene od 1 do n—1 v takem vrstnem redu, kot so navedene v vhodnih podatkih.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1<n<10°% 1< q<10%
e 0<¢; <10 0<r; <10°

Izhodni podatki. Poizvedbe obdelaj po vrsti in za vsako poizvedbo tipa ,,7¢ izpisi
eno vrstico s stevilom pogodb, ki v tistem trenutku varujejo cesto y;.

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
7 0
124 1
427 5
513

364 0
169 1
271

7

+26

73

71

+6 14

71

72

73

B. Kombinacijske kljuc¢avnice
(Omejitev casa: 2 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Alica in Bob se igrata s kombinacijskimi kljucavnicami. Vsak od njiju ima kombi-
nacijsko kljucavnico, sestavljeno iz n vrtljivih obrockov, na vsakem od katerih so
vgravirane Stevke od 0 do 9. Njun prijatelj Cene nima klju¢avnice in si je izmislil
igro, s katero ju bo zaposlil. Preverjal bo, ali se istolezne stevke njunih kljucavnic
ujemajo, in trenutno stanje opisoval z vzorcem razlik, nizom S. Pri tem je j-ti znak
niza S bodisi ,=* (enacaj) bodisi ,.“ (pika) in pove, ali se j-ta Stevka Alid¢ine in
Bobove kljucavnice ujemata ali ne.

Cene bo vodil igro, Alica in Bob pa bosta izmeni¢no delala poteze (najprej Alica).
Pri vsaki potezi mora trenutni igralec spremeniti eno stevko svoje kombinacijske
kljucavnice. Ker gleda Cene le vzorce razlik, se mora ta vzorec spremeniti, sicer
poteza ni veljavna. Cene je tudi precej praznoveren in je pripravil seznam vzorcev,
ki se med igro ne smejo pojaviti. Njegova glavna naloga je skrbeti za upostevanje
pravila, da se tekom igre noben vzorec razlike ne sme ponoviti. Igralec, ki ne more
narediti veljavne poteze, izgubi.

Napisi program, ki ugotovi, kateri igralec bo zmagal, ¢e oba igrata optimalno.

Vhodni podatki. V prvi vrstici je Stevilo testnih primerov 7. Vsak testni primer
se zacne z vrstico, ki vsebuje celi stevili n in ¢, loceni s presledkom. Sledita dve
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vrstici, ki opisujeta zafetno kombinacijo Ali¢ine in Bobove kljuc¢avnice (vsaka od
teh kombinacij je niz n Stevk). Sledi ¢ vrstic, ki opisujejo Cenetove praznoverne
vzorce p;. V tem praznovernem seznamu ni duplikatov, zagotovljeno pa je tudi, da
na njem ni vzorca razlik med zacetnima kombinacijama obeh kljucavnic.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1 <T <20
o 1<n<10,0<Lc¢<1000.

Izhodni podatki. Za vsak testni primer izpisi eno vrstico z imenom zmagovalca
s “ 7 13 3

7 ”

(,Alice“ ali ,Bob“, brez narekovajev).

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:

3 Alice

22 Bob

12 Bob

89

- Komentar: pri prvem primeru Alica v prvi potezi nima
31 druge moznosti, kot da spremeni drugo stevko v eno od
204 stevil od 2 do 9. Katerakoli druga poteza je neveljavna,
12i ker bodisi ne spremeni vzorca razlik bodisi bi pripeljala
32 do enega od praznovernih vzorcev. Bob nato nima
000 veljavne poteze, zato Alica zmaga.

000

C. Ozvezdja

(Omejitev casa: 10 s.  Omejitev pomnilnika: 512 MB.)

Astrologi so se resno in znanstveno poglobili v napovedi svojih zodiakalnih horo-
skopov in se zavedeli, da ne daje njihova metodologija ni¢ boljsega vpogleda v
prihodnost kot golo nakljucje. Namesto da bi se zazrli vase, so za svoj neuspeh
pri napovedovanju prihodnosti okrivili zvezde in zgodovinsko razporeditev zvezd
v ozvezdja. Zdaj preizkusajo nov nacin tvorjenja ozvezdij, ki bo prerodil njihove
zmoznosti videnja prihodnosti.

Potrebujejo pa tvojo pomo¢ pri implementaciji sistema za iterativno tvorjenje
ozvezdij. Na zacetku predstavlja vsaka zvezda svoje ozvezdje. V vsakem koraku
moras zdruziti dve ozvezdji v eno, in sicer tisti dve ozvezdji, ki sta si najblizji.
Razdalja med ozvezdjema A in B je definirana kot povprecje kvadratov evklidskih
razdalj med vsemi pari zvezd, v katerih je po ena zvezda iz vsakega ozvezdja:

d(A, B) = mZZHa—bHQ.

acAbeB

Ce je ved parov ozvezdij enako oddaljenih eno od drugega, zdruzi najprej starejsa
ozvezdja. Ko torej primerjas dva para ozvezdij za potrebe zdruzitve, ju najprej
primerjaj po razdalji med ozvezdjema v posameznem paru; Ce je ta razdalja pri
obeh parih povsem enaka, ju primerjaj po starosti starejSega izmed obeh ozvezdij
v paru; Ce se tudi pri tem ujemata, pa ju primerjaj po starosti mlajsSega ozvezdja.
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Starost ozvezdja se steje od Casa, ko je nastalo z zdruzitvijo dveh manjsih ozvezdij,
Ce pa gre za ozvezdje z eno samo zvezdo, je njegova starost enaka starosti te zvezde.
V vhodnih podatkih so zvezde nastete od najstarejSe do najmlajse.

Vhodni podatki. V prvi vrstici je stevilo zvezd n. Sledi n vrstic, od katerih i-ta
vsebuje koordinati i-te zvezde, x; in y;, loCeni s presledkom.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 2 <n <2000;

e |z;| <1000 in |y;| < 1000 za vse i =1,...,n;

e vsi pari (zi,y;) so razliéni, saj fizi¢no ni mogoce, da bi bili dve zvezdi hkrati
na istem mestu.

Izhodni podatki. Po vsakem koraku opisanega postopka za tvorbo ozvezdij izpisi
velikost pravkar ustvarjenega ozvezdja. Izpisati moras n — 1 vrstic.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
3 2

00 3

-10

10 10

Se en primer: Pripadajoc¢i izhod:
4 2

00 2

0 -1 4

01

02

In Se eden: Pripadajoci izhod:
4 2

00 3

01 4

0 -1

02

D. Razgozdovanje
(Omejitev ¢asa: 2 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

S svojega zemljisca Zelis odstraniti veliko drevo, ki pa je pretezko, da bi ga lahko
odnesel v enem kosu. Na koliko kosov ga moras razzagati, e je najvecja masa, ki jo
lahko neses, w enot?

Drevo ima eno samo deblo, ki je vsajeno v tla in se potem lahko razveji na vec
vej. Te veje se lahko razvejijo naprej in tako dalje. Vsak ¢len drevesa je tako zvezna
gmota lesa, ki se lahko (ni pa nujno) razveji na veé vej.

Reze lahko naredis kjerkoli na drevesu, na zacetku ali koncu kateregakoli ¢lena ali
kjerkoli vmes. Razvejitev lahko obravnavas kot neskon¢no majhen del drevesa, torej
lahko prezagas, tik preden se ¢len razveji ali pa tik zatem, pa bo masa osnovnega
¢lena v obeh primerih enaka; pac¢ pa bo razlika v tem, ali bodo veje, ki izhajajo iz
njega, odzagane vse kot en kos ali pa bo odzagana le ena veja sama zase.
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Vhodni podatki. V prvi vrstici je tvoja nosilnost w. V naslednji vrstici je opis prvega
clena drevesa, namre¢ njegovega debla.

Opis posameznega Clena drevesa je definiran rekurzivno. V prvi vrstici sta dve
Stevili: m (masa tega ¢lena) in k (Stevilo vej, na katere se ta ¢len na koncu razveji).
Temu sledi n opisov ¢lenov, ki po vrsti opisujejo vsako od vej.

Omejitve vhodnih podatkov:

1<w<10% 1<m<10%

0< k<105

skupna masa vseh ¢lenov bo najveé 10°;
skupno stevilo ¢lenov bo najveé 10°.

Izhodni podatki. 1zpisi eno samo Stevilo, namre¢ najmanjse Stevilo kosov, na katere
je treba razzagati drevo.

Trije Pripa-
primeri dajoci
vhoda: izhodi: 1
1 10 1
10 0
1
7 2
1 6|5 3
76 A i i
1
20 = ) | —5
1 1 4
5 5 2 3
23 1 3
22
10 = 205
10 1 -
6 0 —
4 2
30 Slika kaze mozne razreze za tri primere na levi. Polne ¢rte predstavljajo
20 ¢lene (debla in veje), Stevila v pokonénem tisku ob njih pa njihove mase.

Crtkane ¢rte predstavljajo reze, podértana Stevila v lezedem tisku pa
mase kosov, na katere je bilo drevo s temi rezi razzagano.

E. Denormalizacija
(Omejitev ¢asa: 5 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Dr. Brodnik je pripravil seznam n celih §tevil, A = (a1, a2,...,an). Nihée ne ve
natancno, kaj ta Stevila pomenijo, dobro pa je znano naslednje:

e 1<a; 10000 za vsei=1,2,...,n;in

e najvecji skupni delitelj stevil a1, ..., a, je 1.
Dr. Hocevar se je namenil svojemu kolegu storiti uslugo in je seznam normalizi-

ral, misle¢, da predstavlja neki vektor v n-razseznem realnem vektorskem prostoru.
Izracunal je torej stevilo

d:wzzl:la?:\/a%—i—ag—l—...—&—a%

in potem zamenjal seznam dr. Brodnika z (ai1/d,az2/d,...,an/d). Pri zapisu je
ta Stevila tudi zaokrozil na 12 decimalnih mest. Tako normaliziran in zaokrozen
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seznam ozna¢imo z X = (z1,%2,...,%n). Cez &as se je zavedel, da je bilo to narobe,
in bi zdaj rad prisel nazaj do prvotnega seznama A; seveda pa rezervne kopije tega
seznama ni shranil. Ker je dr. Hocevar trenutno preve¢ zaposlen s pomembnejsimi
opravili, bi mu prisla tvoja pomoc¢ zelo prav.

Ker se je nekaj podatkov zaradi zaokrozanja izgubilo, bo zadovoljen s katerimkoli
rekonstruiranim seznamom R = (r1,72,...,7»), pri katerem bi se po normalizaciji
vsak element razlikoval od istoleznega elementa seznama X za kve&jemu 1076,

Vhodni podatki. V prvi vrstici je celo Stevilo n, ki pomeni dolzino seznama X. V
i-ti od naslednjih n vrstic je decimalno Stevilo x;, ki ima za decimalno piko natanko
12 stevk. Zagotovljeno je, da so vhodni podatki veljavni, torej da so res nastali na
opisani nacin iz seznama celih Stevil s prej omenjenimi lastnostmi.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 2 <n <10000;
o O0<z;<lzavsei=12,...,n.

Izhodni podatki. Izpisi rekonstruirani seznam n celih Stevil r1,r2,..., 7, vsako v
svoji vrstici. Izpises lahko katerokoli resitev, ki je sprejemljiva glede na zgoraj
opisane pogoje. Za vsak ¢ = 1,2,...,n mora veljati 1 < r; < 10000, poleg tega pa

mora biti najvecji skupni delitelj stevil r1,..., 7, enak 1.
Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
6 5

0.137516331034 6

0.165019597241 10

0.275032662068 15

0.412548993102 30

0.825097986204 6

0.165019597241

F. Razlike

(Omejitev casa: 2 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Dan je seznam n nizov si,...,S,. Vsi nizi so dolgi po m znakov, ti znaki pa so le
velike ¢rke A, B, C in D. Definirajmo razdaljo med dvema nizoma x in y kot stevilo
indeksov j, kjer imata tadva niza razlicna znaka (z[j] # y[j]). Znano je, da je med
nizi v seznamu natanko en tak poseben niz, ki je na razdalji to¢no k od vseh ostalih
nizov v seznamu. (Mogoce je sicer, da je tudi Se pri kaksnih drugih parih nizov
oddaljen en niz od drugega za to¢no k.) Ker imamo pri iskanju tega posebnega niza
tezave, nam pomagaj in napisi program, ki ga poisce.

Vhodni podatki. V prvi vrstici so cela stevila n, m in k, locena s po enim presledkom.
Sledi n vrstic, od katerih i-ta vsebuje niz s;.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 2<n<10%in 2 <m < 10°
o 1<k<m;
e n-m<2-107.
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Izhodni podatki. 1zpisi indeks ¢ posebnega niza. Nizi so ostevilceni od 1 do n v takem
vrstnem redu, v kakrsnem so podani v vhodnih podatkih.

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:

510 2 4
DCDDDCCADA
ACADDCCADA
DBADDCCBDC
DBADDCCADA
ABADDCCADC

Se en primer: Pripadajoci izhod:

465 2
AABAAA
BAABBB
ABAAAA
ABBAAB

G. Pozresni predali
(Omejitev ¢asa: 2 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Janko ima na mizi n pravokotnih zvezkov; i-ti zvezek ima stranice dolzine a; in b;.
Poleg mize stoji predalnik z n predali, ki so tudi pravokotne oblike, vendar so lahko
razli¢nih velikosti: j-ti predal je Sirok z; in globok y; enot. Janko hoce shraniti
vsak zvezek v svoj predal. Zvezke lahko sicer vrti, vendar jih bo dal v predal tako,
da bodo stranice zvezka poravnane s stranicami predala. Zvezek gre v predal, ce
dolzina nobene njegove stranice ne presega dolzine tiste stranice predala, s katero
je poravnana.

Janko se je odlocil, da bo razporedil zvezke v predale po naslednjem postopku.
Za vsak zvezek bo prestel, v koliko predalov gre; podobno bo tudi za vsak predal
prestel zvezke, ki gredo vanj. Potem bo izbral tisti predmet (zvezek ali predal), pri
katerem je teh moznosti najmanj; ¢e je predmetov z minimalnim stevilom moznosti
ved, bo med njimi enega izbral nakljuéno (pri ¢emer imajo vsi enako verjetnost, da
bodo izbrani). Ta predmet bo potem dodelil eni od moznosti, ki jo bo tudi izbral
nakljuéno (in tako, da imajo vse moznosti enako verjetnost, da bodo izbrane). (Ce
nima izbrani predmet nobene moznosti, se postopek konca in Janko ni uspel najti
reSitve.) Z drugimi besedami, Ce je bil izbrani predmet predal, bo vanj dal naklju¢no
izbran zvezek, ki gre v ta predal; ¢e pa je bil izbrani predmet zvezek, ga bo dal v
naklju¢no izbran predal, v katerega gre ta zvezek. Uporabljeni zvezek in predal bo
nato v mislih pobrisal in nadaljeval postopek s preostalimi zvezki in predali, vse
dokler niso vsi zvezki razporejeni v predale.

Metka je slisala za Jankovo zamisel o razporejanju zvezkov v predale. Prepricana
je, da njegov postopek ni dober in da mu lahko spodleti. Pomagaj ji in napisi
program, ki prebere Stevilo zvezkov in predalov n ter izpiSe seznam zvezkov in
seznam predalov, na katerih Jankov pozresni postopek ne najde nujno veljavnega
razporeda zvezkov v predale, ¢etudi tak razpored obstaja.

Vhodni podatki. Prva in edina vrstica vsebuje le celo stevilo n, to je stevilo zvezkov
in tudi stevilo predalov. Velja 150 < n < 250.
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Izhodni podatki. Najprej izpisi n vrstic, od katerih ¢-ta vsebuje dolzini stranic i-tega
zvezka, a; in b;, lo¢eni s presledkom. Nato izpisi prazno vrstico, potem pa Se n
vrstic, od katerih j-ta vsebuje Sirino in globino j-tega predala, x; in y;, loCeni s
presledkom. Vse te dimenzije morajo biti cela Stevila od vkljuéno 1 do vklju¢no
1000.

Ocenjevanje. Da ocenimo izpis tvojega programa, bomo na tvojih podatkih (veli-
kostih zvezkov in predalov) pognali Jankovo nakljuéno pozresno metodo. Obstajati
mora veljaven razpored zvezkov v predale, sicer bo tvoj odgovor Stel za napacnega.
Tvojo resitev bomo preizkusili na dvajsetih testnih primerih in sprejeta bo le, ¢e bo
Jankovi metodi spodletelo v vseh primerih. Za vsak testni primer bomo Jankovo
metodo pognali enkrat s fiksnim nakljuénim semenom.

Primer vhoda: Mozen pripadajoci izhod:
1 4 3

26
Se en primer: Mozen pripadajoci izhod:

3 4 4
35
61

27
5 4
55

Komentar. Gornji primeri vhodov in izhodov so neveljavni; vhodi zato, ker ne drzijo
omejitve 150 < n.

Pri prvem primeru izhoda edini zvezek ne gre v edini predal, zato veljaven raz-
pored zvezkov v predale ne obstaja.

Pri drugem primeru izhoda Jankov postopek vedno uspesno razporedi vse zvezke
v predale. Najprej bi izbral zadnji zvezek (6 x 1) ali prvi predal (2 x 7) in dal ta
zvezek v ta predal, ker imata oba le po eno moznost. Potem gresta oba preostala
zvezka v oba preostala predala, zato je dober vsak razpored.

H. Vrivanje
(Omejitev ¢asa: 1 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Dani so nizi s, ¢ in p. Dolzino niza bomo oznacili z navpiénimi ¢rtami: |s| je
torej dolzina niza s in tako naprej. Ce vrinemo t v s na polozaju k (pri Gemer je
0 <k < |s|), dobimo nov niz, ki ga tvori najprej prvih k znakov niza s, nato celoten
niz ¢t in konéno preostalih |s| — k znakov niza s. Radi bi izbrali k tako, da se bo v
dobljenem novem nizu ¢im veckrat kot (strnjen) podniz pojavil niz p.

Ce tako na primer vrinemo ¢ = aba v s = ab na polozaju k = 0, nastane niz
abaab; pri k = 1 nastane aabab; pri k¥ = 2 pa nastane ababa. Ce nas zanimajo
pojavitve niza p = aba, je za vrivanje t v s najboljsi polozaj k = 2, pri katerem
dobimo dve pojavitvi p-ja: ababa in ababa (kot vidimo iz tega primera, se lahko
pojavitve p-ja tudi prekrivajo). Po drugi strani pa, ¢e bi nas zanimale pojavitve
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niza p = aa, bi bili najboljSi moznosti £k = 0 in £ = 1, pri katerih dobimo eno
pojavitev p-ja, medtem ko pri £ = 2 ne dobimo nobene.
Vhodni podatki. V prvi vrstici je niz s, v drugi niz ¢ in v tretji niz p.
Omejitve vhodnih podatkov:
o 1< [s[ <10% 1<t <10% 1< |[p] <10%
e vsi nizi so sestavljeni le iz malih ¢rk angleske abecede.

Izhodni podatki. 1zpisi eno samo vrstico, vanjo pa naslednja stiri cela Stevila, lo¢ena
s po enim presledkom:

1. najvecje stevilo pojavitev p kot podniza, ki jih lahko dobimo po vrivanju t-ja
v § na polozaju k, ¢e primerno izberemo k;

2. Stevilo razliénih k-jev (izmed k = 0, 1,...,s|), pri katerih dosezemo to najveéje
stevilo pojavitev p-ja;

3. najmanjso vrednost k, pri kateri je dosezeno to najvecje stevilo pojavitev p-ja;

4. najvecjo vrednost k, pri kateri je dosezeno to najvecje stevilo pojavitev p-ja.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
ab 2122

aba

aba

Se en primer: Pripadajo¢i izhod:
abaab 1315

aba

ababa

In Se eden: Pripadajo¢i izhod:
eeoeo 2314

eoe

eeo

Opomba: prvi od teh treh primerov je tisti, o katerem smo govorili ze zgoraj v
besedilu naloge.

I. Pranje denarja
(Omejitev ¢asa: 2 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Predstavljajmo si podjetje A, ki je letos ustvarilo 100 evrov dobicka. Lastnika
podjetja sta Ivan s 52,8-odstotnim lastniskim delezem in Robi s 47,2-odstotnim.
Dobicek se seveda deli sorazmerno z lastniskim delezem, zato dobi Ivan 52,8 evra,
Robi pa 47,2.

Na prejeti dobicek bosta morala placati davek, ¢emur pa bi se rada izognila, ¢e
je le mogoce. Zal je lastniska struktura njunega podjetja preve¢ preprosta in preved
zlahka se da ugotoviti, koliko dobicka je prejel kdo od njiju.

Za naslednje leto pripravita na¢rt. Ustanovita slamnato podjetje B in spremenita
lastniska deleza. Ivan je zdaj lastnik le 1% podjetja A, Robi le 2%, podjetje B je
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lastnik 49 % podjetja A, poleg tega pa je podjetje A lastnik 48 % samega sebe.
Podobno lastnisko strukturo ima tudi podjetje B: 70 % tega podjetja pripada B-ju
samemu, 25 % A-ju, 3% Ivanu in 2% Robiju.

Naivno gledano imata Ivan in Robi zelo majhne lastniske deleze. Toda v resnici
nas zanimajo lastniski delezi koncnih upravicenih lastnikov, torej ljudi, ki bodo na
koncu zares pobrali dobicek, kar sta v nasem primeru Ivan in Robi. Radi bi dolo¢ili
njuna konéna lastniska deleza (ki sta, kot se izkaze, priblizno taka, kot sta bila pred
ustanovitvijo B-ja).

Kon¢ne lastniske deleze lahko dolo¢imo na naslednji nac¢in. Recimo, da ima pod-
jetje A 100 evrov dobicka, podjetje B pa 0 evrov. Dobicek se izplaca neposrednim
lastnikom sorazmerno z njihovim lastniskim delezem. Ker sta A in B delna lastnika
samih sebe, dobita tudi onadva delez dobicka. Da dolo¢imo kon¢ni delez kon¢nih
upravicenih lastnikov, moramo ta postopek ponavljati — tisto, kar od dobicka do-
bita A in B, se spet izplaca njunim lastnikom, pri ¢emer dobita Ivan in Robi vsak
svoj delez, prav tako pa tudi A in B. To se ponavlja v neskon¢nost, dokler ni (te-
oreti¢no, po neskonéno mnogo korakih) ves denar izplacan konénim upravi¢enim
lastnikom; delez (glede na zacetni dobi¢ek podjetja A) skupnih zneskov, ki sta jih
prejela Ivan in Robi, pa je po definiciji enak njunemu kon¢nemu lastniskemu delezu
v podjetju A.

Napisi program, ki za dano strukturo podjetij doloci deleze konc¢nih upravi-
cenih lastnikov. Vendar pa podjetja nimajo ¢isto poljubne strukture lastnistva, pac
pa so razdeljena na gospodarske panoge. Podjetja znotraj iste panoge lahko tvorijo
,hobotnice®, v katerih je lahko lastniska struktura poljubna, kar pa ne velja za pod-
jetja iz razli¢nih panog. Ce pripadata podjetji P in Q razlinima panogama, se ne
more zgoditi, da

e bi bilo podjetje P lastnik (lahko posredni) nekega deleza v podjetju Q in
e bi bilo podjetje Q lastnik (lahko posredni) nekega deleza v podjetju P.

Ena ali nobena od teh dveh trditev lahko drzi, obe hkrati pa ne.

Vhodni podatki. V prvi vrstici sta celi stevili ¢ (Stevilo podjetij) in p (Stevilo ljudi),
loceni s presledkom. Sledi ¢ vrstic, od katerih i-ta opisuje i-to podjetje. V tej vrstici
je najprej celo Stevilo k; (Stevilo lastnikov podjetja i), nato pa k; zapisov oblike
0ij :pij, kjer je o0;; oznaka j-tega lastnika (lahko je ¢lovek ali podjetje), pi; pa je
njegov lastniski delez (v odstotkih). Delezi bodo podani na natanko eno decimalko.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1<¢<1000in 1< p <1000

o 1< ki <10%

e 0;; ima dve mozni obliki: Px oz. Cy, ki povesta, da je lastnik z-ti ¢lovek oz.
y-to podjetje. Pri tem gotovo velja 1 <z <poz. 1<y <ec.

o 0<piy <100in Y5 pij = 100;

e pri vsakem i so oznake {01, ..., 04k, } vse razli¢ne, torej je vsak lastnik naveden
le enkrat;

e Stevilo podjetij v posamezni gospodarski panogi je manj kot 10;

e vsako podjetje ima vsaj enega konCnega upravicenega lastnika. Tako na primer
ni dovoljena shema, v kateri bi bilo podjetje A lastnik 100 % podjetja B, slednje
pa bi bilo lastnik 100 % podjetja A.
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Izhodni podatki. Izpisi konc¢ne lastniske deleze vseh ljudi v vseh podjetjih. Pri tem
mora i-ta vrstica vsebovati deleze vseh ljudi v i-tem podjetju, tudi ljudi z ni¢elnim
delezem. Delezi naj bodo podani kot stevila med 0 in 1. Delezi v vsaki vrstici naj
bodo loceni s po enim presledkom. Odgovor bo veljal za pravilnega, ¢e bo njegova
absolutna ali relativna napaka (odstopanje od uradne resitve) manj kot 107%.

Stirje primeri vhoda: Mozni pripadajoci izhodi:
22 0.501000 0.499000

2 P1:50.1 P2:49.9 0.234000 0.766000

2 P1:23.4 P2:76.6

22 0.500000 0.500000

2 P1:50.0 P2:50.0 0.450000 0.550000

3 P1:20.0 P2:30.0 C1:50.0

22 0.528358 0.471642

4 P1:1.0 P2:2.0 C€2:49.0 C1:48.0 0.540299 0.459701

4 C2:70.0 C1:25.0 P1:3.0 P2:2.0

32 0.373228 0.626772
5 P1:1.0 P2:2.0 C2:49.0 C1:38.0 C3:10.0 0.411024 0.588976
4 C2:70.0 C1:25.0 P1:3.0 P2:2.0 0.2 0.8

2 P1:20.0 P2:80.0

J. Hipoteka
(Omejitev ¢asa: 8 s.  Omejitev pomnilnika: 512 MB.)

Andrej je tipicen sodoben student, ki sanja o tem, da bi si nekega dne kupil hiso. Ker
nakup nepremicnine ni macji kaselj, nacrtuje svoje zivljenje in poskusa ugotoviti,
kako in kdaj si jo bo pravzaprav lahko privoscil. Za nakup hiSe namerava vzeti
posojilo, ki ga bo ve¢ mesecev odplaceval po obrokih. V i-tem od naslednjih n
mesecev bo zasluzil a; enot denarja, ki ga lahko porabi za odplacevanje posojila
(drugi izdatki so bili v tem ze uposStevani, tako da je lahko vrednost a; celo negtivna).
Zdaj si ogleduje seznam raznih nepremic¢nin in hipotekarnih posojil ter poskusa
ugotoviti, katere od njih si lahko privoséi.

Recimo, da vzame posojilo, pri katerem bo moral placevati po & enot denarja na
mesec skozi k mesecev, od meseca s do meseca s+ k — 1. V vsakem od teh mesecev
mora biti zmozen pla¢ati = enot denarja. Ce mu v mesecu s ostane e kaj denarja,
torej Ce je as > x, lahko ta preostanek prihrani in ga uporabi pri placevanju obrokov
v kasnejsih mesecih; enako velja tudi za morebitne viske denarja v mesecih od s+ 1
do s+ k — 1. Ne sme pa racunati na to, da bo privarceval kaj denarja ze pred
mesecem s, ne glede na svoj zasluzek v tistih mesecih; takrat bo ves denar porabil
za najemnino in opecen kruh z avokadom.

Dobil bos seznam Andrejevih prihodkov v naslednjih n mesecih in seznam m
razlicnih casovnih intervalov. Pri tem je i-ti interval opisan s steviloma s; in k;, ki
povesta, da se odplacevanje posojila zacne v mesecu s; in traja k; mesecev, torej se
zadnji obrok odplaca v mesecu s; + k; — 1. Za vsakega od teh ¢asovnih intervalov
izracunaj najvecji mozni mesecni obrok, ki si ga Andrej Se lahko privosci.

Vhodni podatki. V prvi vrstici sta dve celi Stevili, n (Stevilo mesecev) in m (Stevilo
razliénih ¢asovnih intervalov), loeni s presledkom. V drugi vrstici je n celih Ste-
vil, a1, az,...,a, (lofenih s po enim presledkom), ki podajajo Andrejev zasluzek v
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posameznih mesecih. Sledi Se m vrstic, ki opisujejo Casovne intervale; i-ta od teh
vrstic vsebuje celi stevili s; in k;, loceni s presledkom.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1<n<2-10°,1<m<2-10°%
o —10°<a; <10°zai=1,2,...,n;
e zavsaki=1,....mveljal<s;<n,1<k;ins;+ki —1<n.

Izhodni podatki. 1zpisi m vrstic, po eno za vsak casovni interval. V i-to od teh vrstic
izpisi najvecji celostevilski znesek mesecnega obroka, ki si ga Andrej lahko privosci
pri posojilu, &igar obdobje odplacevanja predstavlja i-ti ¢asovni interval. Ce je to
stevilo strogo manjse od 0, izpisi ,,stay with parents“ (brez narekovajev).

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:

1095 -231 -1

tay with parents

0 OoOWE Wo
NP WL O~ O
o wm 00 W

Komentar. Pri prvem intervalu je najvecji mesecni obrok, ki si ga Andrej lahko pri-
vosci, 4 enote; pri mesecnem obroku 5 enot bi mu zmanjkalo denarja za zadnji obrok.
Negativni zasluzek v Sestem mesecu pomeni, da si Andrej pri ¢etrtem intervalu ne
more privosé¢iti nikakrsnega posojila, ne glede na visino obroka.

K. Spretno tabletno
(Omejitev ¢asa: 1 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Neimenovani glavni junak te naloge je po elektronski posti prejel ve¢ neverjetnih
ponudb za c¢udodelne tablete, ki bodo izboljsale njegove umske in Se vsakovrstne
druge sposobnosti. Po pazljivi preucitvi vseh ponudb in njihovih stranskih uc¢inkov
se je odlo¢il narociti dve vrsti tablet; recimo jima A in B. Tableto vrste A mora vzeti
vsakih a dni, tableto vrste B pa vsakih b dni. Tega se bo vestno drzal naslednjih n
dni.

Bolj formalno rec¢eno: v naslednjih n dneh ne sme biti nobenih a zaporednih dni,
ko ne bi vzel nobene tablete vrste A, in tudi ne nobenih b zaporednih dni, ko ne bi
vzel nobene tablete vrste B. Je pa pri tem Se hakeljc: oboje tablete so zelo moc¢ne in
se jih ne sme vzeti na isti dan, sicer bi nastopili strasni stranski uc¢inki. Koliksno je
najmanjse Stevilo tablet, ki jih mora vzeti, da bo lahko uposteval vse te omejitve?

Vhodni podatki. Na vhodu dobis eno vrstico, v njej pa tri cela stevila, a, b in n,
loc¢ena s po enim presledkom.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 2<n<10%
e 2<a<nin2<b<n.



Naloge s CERC 2022 47

Izhodni podatki. 1zpisi eno samo celo stevilo — najmanjse stevilo tablet, ki jih je
treba vzeti. Ni tezko dokazati, da pri danih omejitvah vhodnih podatkov resitev
vedno obstaja.

Trije primeri vhoda: Pripadajoci izhodi:
238 6
2311 9
3 7 100 48

Komentar. Pri prvem primeru lahko vzamemo tableto A na 2., 4., 5. in 7. dan,
tableto B pa 3. in 6. dan, kar lahko predstavimo tudi z zaporedjem _ABAABA. Pri
drugem primeru je najboljsi pristop zaporedje ABAABAABA ,, pri katerem je treba
vzeti devet tablet.

L. Igra
(Omejitev ¢asa: 1 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Vladimir je najbolj osamljen otrok v svoji soseski. Nihc¢e se noce igrati z njim.
Njegovi starsi so mu v zelji, da ga razvedrijo, kupili igro s kartami, ki se imenuje
preprosto igra. To je sicer igra za najvec pet igralcev, ki pa se jo lahko igra tudi v
enoigralskem nacinu.

V kompletu je 98 navadnih igralnih kart, ki so oznacene s stevili 2, 3, ..., 99, in
Stiri posebne smerne karte, od katerih sta dve oznaceni z ,,1 1%, dve pa s ,,100 |

V zacetni fazi igre se navadne karte premesa in polozi kot kup na mizo s stevil-
kami navzdol — to bo kup za vlecenje. Stiri smerne karte pa se polozi na mizo v
stolpec, pri ¢emer morata biti karti s Stevilko 1 na vrhu. Desno od vsake smerne
karte mora biti dovolj prostora, kajti tja se bo med igro polagalo navadne karte.
Karta s stevilko 1 zacenja narascajoco vrstico, karta s stevilko 100 pa padajoco vr-
stico. V enoigralskem nacinu pobere igralec osem kart z vrha kupa, eno po eno, in
jih jemlje v svojo roko.

Po tej zacetni fazi se igra zac¢ne zares. V vsaki potezi mora igralec poloziti dve
izmed kart, ki jih ima v roki, in sicer po naslednjih pravilih:

e Karto sme poloziti na konec narascajoce vrstice, Ce je visja od dosedanje zadnje
(najbolj desne) karte v tej vrstici.

e Karto sme poloziti na konec padajoce vrstice, ¢e je nizja od dosedanje zadnje
(najbolj desne) karte v tej vrstici.

e Karto z nizjo stevilko sme poloziti na konec narascajoce vrstice, ali pa karto z
visjo stevilko na konec padajoce vrstice, Ce je absolutna vrednost razlike med
njo in zadnjo karto v vrstici natanko 10. Tej potezi pravimo wvzvratni trik.
Pazimo na to, da zaradi tega dodatnega pravila vrednosti kart v ,narascajoc¢i“
vrstici v resnici niso nujno narascajoce, enako pa tudi tiste v ,,padajoci“ vrstici
niso nujno padajoce.

Ko igralec tako polozi dve karti, pobere s kupa dve novi, eno po eno. S tem se
njegova poteza konca. Ce na kupu ni ve¢ kart, nadaljuje z igro na enak nacin, le
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brez pobiranja novih kart. Igra se konca, ko igralec bodisi nima v roki nobene karte
ve¢ (v tem primeru je zmagal) bodisi ne more poloziti nobene od kart, ki jih ima
trenutno v roki (v tem primeru velja, da je igro izgubil).
Primer. Recimo, da ima igralec na zacetku v roki (torej da je kot prvih osem
kart pobral):
69,17,59, 32,31, 77,87, 89.

Lahko se odlo¢i, da bo polozil karto 89 v prvo padajoco vrstico in nato Se karto 17
v drugo narascajoco vrstico. Stanje vseh Stirih vrstic po tej potezi je:

11

1417
100 | 89
100 |

Nato mora pobrati s kupa dve novi karti; recimo, da sta to karti 84 in 3. V roki
ima zdaj karte:

69,59, 32,31,77,87, 84, 3.

V drugi potezi se morda odlo¢i poloziti karto 3 v prvo narascajoco vrstico in karto
87 v prvo padajoCo vrstico (za karto 89). Stanje vrstic po tej potezi je:

113
1417
100 . 89, 87

100 |

Vladimir je odigral nekaj iger, vendar ni vsaki¢ zmagal. Ker sovrazi poraze, mu
napisi program, ki preuci zacetno stanje kupa za pobiranje kart in napove izid
igre. To bo Vladimirju pomagalo pri odlocitvi, ali naj igro odigra ali ne.

Upostevaj tudi, da je Vladimir zelo logi¢na in predvidljiva oseba. Igra po nasle-
dnjih pravilih:

e Ko pobere karto, jo v roki potem postavi desno od vseh, ki jih je imel ze pred
tem v roki.
e Pri polaganju kart se drzi naslednjih prioritet:

1. Ce mu ena ali ve¢ kart omogo¢a uporabiti vzvratni trik, bo polozil najbolj
levo od teh kart. Ce je mogoce tisto karto uporabiti za vzvratni trik v veé
vrsticah, jo bo polozil v najbolj zgornjo od teh vrstic.

2. Sicer bo polozil neko karto na obi¢ajen nacin. Karto in vrstico, v katero
jo bo polozil, si bo izbral tako, da bo minimiziral absolutno vrednost
razlike med karto, ki jo polaga, in karto, ki je bila pred tem na koncu
tiste vrstice. Ce je mogode ta minimum doseci pri veé razliénih kartah,
bo uporabil najbolj levo od teh kart. Ce je pri tisti karti potem mogode
minimum doseci pri ve¢ razlicnih vrsticah, jo bo polozil v najbolj zgornjo
od teh vrstic.
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Tvoj program naj izpise kon¢no stanje igre.

Vhodni podatki. V prvi (in edini) vrstici je 98 celih Stevil, lo¢enih s presledki; to
je neka permutacija mnozice {2,3,...,99} in predstavlja zacCetno stanje kupa, s
katerega se pobira karte. Karte so navedene po vrsti od vrha kupa do dna.

Izhodni podatki. 1zpisi Sest vrstic. Prve stiri vrstice naj opisujejo stiri vrstice kart
na mizi; v peti vrstici nastej karte, ki so igralcu ostale v roki (lahko tudi nobena); v
Sesti vrstici pa nastej karte, ki so na koncu Se ostale na kupu (lahko tudi nobena).
Glej tudi primer izhoda spodaj.

Primer vhoda (za potrebe prikaza je tukaj razbit na veé vrstic, v resnici pa bo to v
podatkih ena sama dolga vrstica):

96 69 40 94 35 7 53 88 10 89 47 37 16 61 24 46 90 6 33 25 63 73 26 81 2 45 77 75 48 57 66
34 59 92 44 11 31 18 9 52 91 50 8 98 5 64 86 62 83 4 19 3 27 97 28 36 23 76 58 30
38 12 39 78 41 56 80 67 70 99 13 42 17 49 84 22 32 29 54 71 51 74 79 95 72 15 87 21
65 68 60 85 55 43 93 20 82 14

Pripadajoci izhod:

17 10 16 6 9 11 18 31 62 64 83 86 91 92 97 98 99

1258 19 23 27 28 30 36 38 39 41 56 58 67 70 76 78 80 84 74 79 95

100 96 94 89 88 69 61 53 47 46 40 37 35 33 26 25 24 34 44 42 22 32 29 17 13 12 4 3
100 90 81 77 75 73 66 63 59 57 52 50 48 45 21 15

49 54 71 51 72 87 65 68

60 85 55 43 93 20 82 14

Se en primer vhoda:

87 31 58 56 82 93 9 68 65 41 26 64 3 11 5 84 24 46 16 30 14 85 52 12 91 75 96 17 47 37 76
69 78 49 25 28 48 81 95 63 34 43 27 74 80 62 53 83 40 71 72 35 23 21 51 66 55 61 67
32 38 29 60 39 4 18 20 77 7 94 59 42 79 10 92 97 57 2 86 33 89 90 88 19 22 99 45 44
73 70 50 6 15 98 54 13 36 8

Pripadajoc¢i izhod:

19 11 16 24 14 17 26 28 30 31 34 62 74 78 80 81 71 72 83 95 96 97 99

1 35 12 25 27 29 38 39 42 59 60 66 67 57 77 79 86 89 90 92 94 98 88

100 93 87 82 68 65 64 58 56 46 41 37 47 43 53 51 61 55 45 44 33 22 20 19 15 13 10 8 6
100 91 85 84 76 75 69 63 52 49 48 40 35 32 23 21 18 7 4 2

73 70 50 54 36

Pri tem drugem izhodu je Sesta vrstica prazna.

POSKUSNO TEKMOVANJE
(26. novembra 2022)

X. Kronogram
(Omejitev ¢asa: 1 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Kronogram je napis, ki ga obicajno najdemo na spomenikih in v katerem je zako-
dirano leto dogodka, ki ga spomenik obelezuje. Leto dobimo tako, da sestejemo
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vrednosti tistih ¢rk v napisu, ki lahko nastopajo v rimskih stevilkah. Vrednosti
posameznih ¢rk so:

I=1, V=5, X=10, L=50, C=100, D =500, M = 1000.

Kronograme obicajno preucujejo menihi. V okviru neke za srednjo Evropo zelo po-
membne raziskave so zbrali dolg seznam kronogramov. Izogniti se Zelijo morebitnim
napakam pri izracunu let za posamezne kronograme, zato so se odlocili uporabiti
racunalniski program. Ker pa menihi niso vesc¢i programiranja, nujno potrebujejo
tvojo pomoc.

Napisi program, ki iz kronograma izracuna leto dogodka.

Vhodni podatki. V prvi vrstici je celo stevilo T', ki pove, koliko kronogramov sledi.
V vsaki od naslednjih T vrstic je po en kronogram, ki je dolg najve¢ 1000 znakov.
Besedilo je sestavljeno le iz velikih ¢rk angleske abecede in presledkov.

Omejitve vhodnih podatkov: 1 < T < 10000.

Izhodni podatki. Za vsak kronogram izpisi po eno vrstico, vanjo pa eno samo celo
Stevilo, namrec leto, ki je zakodirano v tistem kronogramu.

Primer vhoda (ker sta kronograma predolga, sta tu za potrebe prikaza izpisana vsak
¢ez dve vrstici, kot je vidno iz zamika):
2
VIDE ISTA ECCLESIA CATHEDRALIS SVB PRAESVLE FRANCISCO PAROCHOQVE
STANSLAO LAETA EXSISTIT REVIVISCENS

ENTERTAINING REGIONAL CONTEST HELD IN EXTRAVAGANT LJUBLJANA WITH
RIDICULOUSLY HARD TASKS

Pripadajo¢i izhod:

1999
2022

Y. Permutacije
(Omejitev ¢asa: 2 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Naj oznaka [n] pomeni mnozico {1,2,...,n}. Permutacija reda n je bijektivna
preslikava iz [n] v [n]. Na primer: recimo, da je m: [7] — [7] neka konkretna
permutacija reda 7. Obicajno jo predstavimo s tabelo, takole:

To pomeni, da je w(1) = 3, 7(2) = 7, m(3) = 4 in tako naprej. Ker je zgornja vr-
stica vedno 1 2 ... n, jo obicajno opustimo in zapisemo permutacijo v enovrsticnem
zapisu:

T=3741652.

Zelo priljubljen je tudi ciklicni zapis. Zacnemo z elementom 1 in dolo¢imo njegovo
sliko, w(1) = 3. Nato vzamemo element 3 in dolo¢imo njegovo sliko, 7(3) = 4.
Ce tako nadaljujemo, pridemo prej ali slej spet do elementa 1. In res, v naSem
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primeru je ze w(4) = 1. Permutacija 7 torej vsebuje cikel (1 3 4). Nato vzamemo
najmanjse Stevilo, ki se ni pojavilo Se v nobenem ciklu — v nasem primeru je to 2
— in postopek ponovimo. S¢asoma dobimo:

= (134)(27)(56).

Permutacijo reda n lahko predstavimo tudi s tabelo inverzij by be bz ... b, (kjer je
0 < b; < n —1), pri Cemer b; pomeni Stevilo tistih elementov, ki so veéji od 7 in v
enovrsticnem zapisu stojijo levo od elementa i. Pri nasem konkretnem primeru je
tabela inverzij taksna:

3501210.

Znano je, da je mogoce vsako permutacijo enoli¢no zapisati s tabelo inverzij in da
vsaka tabela inverzij b1 b2 bz ... by, pri kateri je 0 < b; < n — i za vse i € [n],
predstavlja neko veljavno permutacijo.

Napisi program, ki pretvori tabelo inverzij neke permutacije v njen cikli¢ni
zapis.

Vhodni podatki. V prvi vrstici je celo Stevilo n, torej red permutacije. V drugi vrstici
je n celih stevil, locenih s po enim presledkom; ta Stevila opisujejo neko veljavno
tabelo inverzij.

Omejitve vhodnih podatkov: 1 < n < 10°.

Izhodni podatki. 1zpisi eno vrstico, ki predstavlja cikli¢ni zapis permutacije, katere
tabelo inverzij si dobil v vhodnih podatkih. Vsak cikel mora biti v oklepajih. Cikli
naj bodo loceni s po enim presledkom. Tudi Stevila v vsakem ciklu naj bodo lo¢ena
s po enim presledkom. Vsak cikel naj se zac¢ne s svojim najmanj$im elementom, cikli
pa naj bodo urejeni narascajoce glede na svoj najmanjsi element. (Glej tudi primera
spodaj.)

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
7 (134) (27) (566)
3501210

Se en primer: Pripadajo¢i izhod:
6 (15) (23) (4) (6
421100

Z. Sokoban

(Omejitev ¢asa: 10 s.  Omejitev pomnilnika: 512 MB.)

Ce pozna$ racunalnigko igro Sokoban, je opis te naloge zelo kratek. Najti moras
najmanjse Stevilo premikov skatel, s katerim je mogoce spraviti vse skatle na odla-
galigéa. Stevilo premikov igralca pri tem ni pomembno.

Igra Sokoban poteka na karirasti mrezi, kjer se lahko igralec v vsakem koraku
premakne s trenutnega polja na eno od stirih sosednjih polj v vodoravni ali navpi¢ni
smeri. Nekatera polja so zazidana; na nekaterih nezazidanih poljih stojijo Skatle;
nekatera nezazidana polja so odlagalisca. Igralcev cilj je spraviti vse skatle na od-
lagalisca. Igralec lahko premakne skatlo tako, da se premakne na polje, na katerem
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ta skatla stoji, ona pa se pri tem premakne v naslednje polje v smeri igralcevega
premika. Ce tisto polje ni prazno, se katle ne d4 premakniti. Igralec katle ne more
poriniti v drugo skatlo ali v zid, skatel pa tudi ne more vleci ali jih premikati kako
drugaée. Edini dovoljeni naéin za premikanje $katel je z rinjenjem. Skatlo se sme
premakniti, ¢etudi Ze stoji na odlagaliséu. Pomembno je le, da na koncu vse skatle
pristanejo na odlagalisc¢ih.

Celo zelo majhni razporedi so lahko skrajno kompleksni, zato moramo za rese-
vanje pri igri Sokoban uporabiti zelo u¢inkovit algoritem.

Vhodni podatki. Mreza velikosti w X h je opisana s h vrsticami, vsaka od teh pa
vsebuje najve¢ w znakov, ki opisujejo polja v tisti vrstici mreze. Pomen posameznih
znakov je naslednji:

L — zid;

,@“ — igralec (na polju, ki ni odlagalisce);
,+¢ — igralec, ki stoji na odlagaliscu;

»$“ — skatla (na polju, ki ni odlagaliiCe);
¥ — skatla, ki stoji na odlagaliscu;

- — odlagalisce, na katerem ni skatle ali igralca;

,» “ (presledek) — prazno polje (brez skatle ali igralca in ni odlagalisce).

Nekatere vrstice imajo lahko manj kot w znakov, ker se lahko presledke na koncu
vrstice opusti. Zagotovljeno je, da stoji igralec na obmocju, ki je z vseh strani
obdano z zidovi. Stevilo skatel b je enako tevilu odlagalisc.

Omejitve vhodnih podatkov:

* 3Sw<8,3<h<8
e 1<b< A4

Izhodni podatki. lzpisi eno samo vrstico, vanjo pa eno samo celo Stevilo, namrec
najmanjse Stevilo rinjenj skatel, s katerimi je mogoce premakniti vse skatle na od-
lagalisca. Zagotovljeno je, da je problem resljiv.

Trije primeri vhodov in pripadajoci izhodi:

Vhod 1: Izhod 1: Vhod 2: Izhod 2: Vhod 3: Izhod 3:
### 9 ##H# 13 #i### 6

# . ##H4H #. HH### # #

#.. # #.$ # o #HH

# $$$o# #0 $$ # #. $#

# ## ###. # # +$x #

##HHHY ##HHH # #

fzzzs
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NEUPORABLJENE NALOGE IZ LETA 2020

V tem razdelku je zbranih nekaj nalog, o katerih smo razpravljali na sestankih
komisije pred 15. tekmovanjem ACM v znanju rac¢unalnistva (leta 2020), pa jih potem
na tistem tekmovanju nismo uporabili (ker se nam je nabralo ve¢ predlogov nalog,
kot smo jih potrebovali za tekmovanje). Ker tudi te neuporabljene naloge niso
nujno slabe, jih zdaj objavljamo v letosnjem biltenu, ¢e bodo komu mogoce prisle
prav za vajo. Poudariti pa velja, da niti besedilo teh nalog niti njihove resitve (ki
so na str. 181-209) niso tako dodelane kot pri nalogah, ki jih zares uporabimo na
tekmovanju. Razvrscene so priblizno od lazjih k tezjim.

1. Futosiki

Futosiki je se ena izmed popularnih japonskih logi¢nih ugank. Igra se na mrezi n xn
kvadratnih polj, kjer moramo v vsako polje vpisati eno od stevil od 1 do n. V vsak
stolpec in vrstico moramo napisati natanko vsa stevila od 1 do n, torej se Stevila
v posamezni vrstici ali stolpcu ne smejo ponavljati. Poleg tega lahko ponekod med
dvema sosednjima poljema (torej takima, ki imata skupno eno od stranic) stoji tudi
znak < ali >, ki pove, da mora biti vrednost v enem polju manjsa oz. vecja kot v
sosednjem polju.

Napisi program ali podprogram (funkcijo), ki kot vhodne podatke dobi ze
izpolnjeno mrezo (poleg Stevil v poljih dobi tudi podatke o znakih < in > med
njimi) in preveri, ali je izpolnjena pravilno (v skladu s pogoji, opisanimi v prej$njem
odstavku). Podrobnosti tega, kako so podatki predstavljeni, dolo¢i sam in jih v svoji
resitvi tudi opiSi. Spodnja slika kaze primer pravilno izpolnjene mreze:

L <[2] [4)-[3]
I
6] [1] (2] (o]

2. Varnostnik

Varnostnik Miha je zadolzen za to, da pisarne zaradi strogih varnostnih standardov
(smo vendar sredi epidemije) niso prepolne. Ko varnostnik zjutraj pride na delo, so
vse pisarne prazne. Hkrati pa dobi tudi spisek najvecjih zapolnjenosti posameznih
pisarn, ki jih te tekom dneva ne smejo preseci. Ker so razmere resne, je dobil tudi
dodatna navodila, ki omejujejo Stevilo ljudi v vsaki skupini po 10 pisarn (1-10, 11—
20 itd.). Varnostnik skozi celoten dan spremlja ljudi, ki vstopajo in izstopajo, in si
zapisuje, v katero pisarno (ali iz katere) gredo. Ce poskusa kdo vstopiti v pisarno,
ki bi s tem postala prezasedena (ali pa bi s tem postala prezasedena njena skupina
desetih pisarn), ga odslovi.

Napisi program, ki simulira obnasanje takega varnostnika: bere naj podatke
o prihodih in odhodih ljudi ter za vsakega sproti izpiSe, ali lahko vstopi ali ne.
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Vhodni podatki: v prvi vrstici je Stevilo pisarn n; v drugi so omejitve posameznih
pisarn (n celih Stevil, ki povedo maksimalno Stevilo ljudi v posamezni pisarni); v
tretji so omejitve skupin po 10 pisarn ([n/10] Stevil); v Cetrti vrstici je Stevilo
prihodov in odhodov m; nato pa sledi m vrstic, ki po vrsti opisujejo posamezne
prihode in odhode. V wvsaki od teh vrstic je celo stevilo, ¢igar absolutna vrednost
predstavlja Stevilko pisarne (od 1 do n), predznak pa pove, ali je prisel nekdo, ki bi
rad vstopil v to pisarno (Ce je Stevilo pozitivno), ali nekdo zdaj odhaja iz te pisarne
(Ce je stevilo negativno). Po vsakem prebranem prihodu naj tvoj program bodisi
izpiSe, da ta ¢lovek lahko vstopi (,0K*), bodisi navede razlog, zakaj ne more vstopiti
(,POLNA PISARNA“, ,POLNA SKUPINA“). Ce je ¢lovek odslovljen, se odpravi domov
(ne ¢aka pred vrati) in varnostnik nadaljuje z delom (branjem naprej).

3. Funkcije

Dan je niz znakov, ki predstavlja klic funkcije. Sestavljajo ga ime funkcije (se-
stavljeno iz samih malih ¢rk), oklepaj, 0 ali ve¢ parametrov (lo¢enih z vejicami) in
zaklepaj. Parametri so bodisi Stevila (sestavljena le iz Stevk od 0 do 9) bodisi so tudi
sami klici funkcij. Ob vejicah in oklepajih je lahko tudi po eden ali ve¢ presledkov.
Nekaj primerov:

£(1, glg(2)), n())
ena(0, dve(10, ena(tri(4)), 5), stiri(tri(6), tri(7)))
abc (def (abc(def())))

Vidimo, da se lahko v posameznem izrazu pojavlja ista funkcija tudi po veckrat;
v prvem izrazu zgoraj je to funkcija g, v drugem funkciji ena in tri, v tretjem pa
funkciji abc in def. Rekli bomo, da je niz dosleden, ¢e imajo razlicne pojavitve iste
funkcije vse enako Stevilo parametrov. Od zgornjih primerov je tako prvi niz dosle-
den, ostala dva pa ne: pri drugem primeru ima funkcija ena enkrat tri parametre,
enkrat pa samo enega; pri tretjem primeru pa ima def enkrat en parameter, enkrat
pa nobenega. Napis$i podprogram (funkcijo), ki kot parameter dobi niz in zanj
preveri, ¢e predstavlja sintakti¢no pravilen klic funkcije (v skladu z zgoraj opisanimi
pravili) in e je dosleden.

4. Sestankovalna sova

Sestankovalna sova je naprava za podporo pri izvedbi videokonferenc. Na podstavku
je glava v obliki sove, ki se lahko vrti levo in desno, v njej pa so kamera in mikrofoni.
Glava je povezana s kabli, katerih dolzina je preracunana tako, da se lahko obrne za
tri polne kroge levo ali desno od izhodis¢ne oz. ,nevtralne“ smeri, preden se kabli
zategnejo oz. pretrgajo. Ko nekdo v blizini sove govori, lahko naprava na podlagi
podatkov iz mikrofonov dolo¢i, iz katere smeri prihaja zvok, in obrne glavo v tisto
smer, tako da se bo govorca videlo na kameri. Napisi program, ki bo na ta nacin
usmerjal glavo proti govorcem in pri tem pazil, da ne naredi toliko krogov v eno
smer, da bi se kabli poskodovali.

Lazja razli¢ica: imas funkcijo int SmerZvoka(), ki vrne smer v stopinjah, od koder
prihaja zvok (smer je z obmodja (—180, 180] in je podana relativno glede na nevtralno
smer), in funkcijo void ObrniKamero(int kot), ki obrne kamero za kot stopinj v levo, ¢e
je kot negativen, oz. za — kot stopinj v desno, Ce je kot negativen. Vse, za kar moras
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poskrbeti, je, da se glava ne zamota, ampak se vcasih obrne skozi vecji kot, zato da
se ne bi zgodilo, da je kamera naredila tri polne kroge (glede na nevtralno smer)
in s tem zapletla kable. Zagotovljeno je tudi, da ob vklopu naprave glava vedno
obrnjena v nevtralno smer (0 stopinj).

TezZja razli¢ica: nimas funkcije SmerZvoka, pa¢ pa ima$ tri mikrofone (eden gleda
tja kot kamera, druga dva sta vsak 120 stopinj stran). Za vsak mikrofon lahko
dobis podatek o jakosti zvoka; vrne jo funkcija int Jakost(int mikrofon), pri ¢emer kot
Stevilko mikrofona podaj 0 za mikrofon v smeri kamere ter +1 za stranska dva).
Iz teh podatkov moras pravilno usmeritev glave dolo¢iti sam (jakost, ki jo zaznava
posamezni mikrofon, je tem vecja, ¢cim manjsi je kot med smerjo, v katero je obrnjen
mikrofon, in smerjo, iz katere prihaja zvok).

Se tezja razlidica: enako kot prejsnja, vendar ima$ samo dva mikrofona, posta-
vljena pod kotom 90 stopinj glede na kamero (se pravi tako kot uSesa in oéi pri
¢loveku).

5. Ultranet

Imamo omrezje naprav, ki ima obliko drevesa z ve¢ nivoji: na vrhu je NC (nadzorni
center), pod njim so ZG (zgosCevalniki), nato LV (linijski vmesniki), nato NV (na-
ro¢niski vmesniki), nato AN (alarmne naprave). Vmesnim nivojem (ZG, LV in NV)
pravimo krajse tudi prenosne naprave. Naslednja slika kaze del takega omrezja:

Naslovi naprav: vsaka naprava ima naslov, ki jo enoli¢no definira v sistemu.
Naslov je cetverica celih stevil naslednje oblike:

o 7G: ({1..128},0,0,0)

o LV: ({1..128},{1..512},0,0)

o NV: ({1..128},{1..512},{1..6},0)

o AN: ({1..128},{1..512},{1..6},{1..8})

Oblika sporocil: naprave si med seboj posiljajo sporocila; sporocilo je par (naslov
naprave; status), pri ¢emer je status iz {0, 1, 2}.
Naprave delujejo po naslednjih pravilih:

(1) Nadzorovanje prenosnih naprav in poti
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(1.1) Normalno delovanje. Vsaka naprava (alarmna in prenosna) vsaki dve se-
kundi poslje svoji neposredno nadrejeni napravi sporocilo ,,Se sem ziv*“:

(naslov naprave (posiljateljice); status = 0).

Nadrejena naprava takega sporocila ne poslje naprej.

Dokler NC dobiva iz podrejenih ZG samo sporocila ,Se sem ziv“, imajo v NC
vse nadzorovane naprave status ,,normalno*.

(1.2) Izpad naprave. Ce prenosna naprava ve¢ kot pet sekund ne dobi nobenega
sporocila iz kaksne od svojih od neposredno podrejenih naprav, pricne vsaki dve
sekundi namesto sporocila ,,Se sem ziv“ posiljati svoji neposredno nadrejeni napravi
sporocilo o nedosegljivosti podrejene naprave:

(naslov podrejene naprave, ki ne odgovarja; status = 1).

Vsaka naprava, ki od svoje podrejene naprave prejme tako sporocilo o nedoseglji-
vosti, ga takoj posreduje svoji nadrejeni napravi in tako naprej, dokler sporocilo o
nedosegljivosti ne pride v NC.

Ko pride v NC sporocilo o nedosegljivosti neke naprave, dobijo v NC vse nadzo-
rovane AN, ki so vezane na napravo, ki je nedosegljiva, status ,nedosegljiv‘.

(1.3) Ponovno delovanje prej izpadle naprave. Ko dobi nadrejena naprava od
prej nedosegljive podrejene naprave spet sporocilo ,Se sem ziv“, preneha posiljati
sporocila o nedosegljivosti te naprave.

Ko v NC prenehajo prihajati sporocila o nedosegljivosti naprave, dobijo v NC
vse nadzorovane naprave, ki so vezane na napravo, ki je bila prej nedosegljiva, spet
status ,normalno*.

(2) Nadzorovanje alarmnih dogodkov

(2.1) Alarmno stanje. Ce katera od alarmnih naprav zazna alarmni dogodek,
pricne vsaki dve sekundi namesto sporocila ,Se sem ziv“ posiljati svoji neposredno
nadrejeni napravi sporoc¢ilo o alarmnem stanju:

(naslov alarmne naprave; status = 2).

Vsaka naprava, ki od svoje podrejene naprave prejme tako sporocilo o alarmnem
stanju, ga takoj posreduje svoji nadrejeni napravi in tako naprej, dokler sporocilo o
alarmu ne pride v NC.

Ko pride v NC sporocilo o alarmnem stanju iz neke alarmne naprave, dobi v NC
ta alarmna naprava status ,alarm®

(2.2) Konec alarmnega stanja. Ko alarmna naprava, ki je bila v alarmnem stanju,
ne zaznava vec alarmnega dogodka, preneha posiljati sporocila o alarmnem stanju
in pri¢ne spet posiljati sporocilo ,Se sem ziv*.

Ko v NC ne prihajajo ve¢ sporocila o alarmnem stanju, dobi v NC alarmna
naprava, iz katere so prej prihajali alarmi, spet status ,normalno® (Ce torej vec
kot 2 sekundi ne dobimo sporocila, da je tista naprava se vedno v alarmu, potem
sklepamo, da je zdaj normalna.)

Napisi program, ki na osnovi podanega niza zaporednih sporoéil, ki jih prejme
NC, izpiSe, katere AN so v alarmu oziroma katere niso dosegljive.
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Nekaj primerov moznih sprememb smeri in
zaviranje prestava ostane pospeSevanje hitrosti. V prvem koraku je bil pri vseh pri-
4—3 4—4 4—5 merih avtomobil v prestavi 4. Levi stolpec
kaze primere zaviranja iz Cetrte prestave v
tretjo; srednji stolpec kaze moznosti zavija-
nja, pri Cemer ostanemo v 4. prestavi; desni
stolpec kaze primere pospesSevanja iz Cetrte
prestave v peto. V primerih iz zgornje vr-
stice je bila hitrost v prvem koraku (4,4), v
srednji vrstici (4, 2), v spodnji pa (4, 0).
Crtkana érta pri prvem in zadnjem pri-
meru v srednji vrstici kaze, kako bi se nada-
ljevala dosedanja smer (vendar tako ne mo-
remo nadaljevati, ker ne bi prisli v eno od
tock mreze).
Pikcasta pus¢ica v primerih v zgornji vr-
stici kaze moznost zavijanja prek diagonale,
ki je tudi dovoljeno, vendar se potem v dru-

gem koraku prestava nanasa na drugo kompo-
< < < nento hitrosti kot v prvem koraku (navpi¢no

namesto vodoravne).

6. Avtomobili

Na karirasti mrezi se v diskretnih korakih premika namisljen avtomobil. Podano je
zaporedje njegovih polozajev (zo,yo0), (T1,y1),- -, (Tn,yn), ki predstavljajo n kora-
kov (i-ti korak je od (xi—1,yi—1) do (xs,¥s); vse koordinate so celostevilske). Hitrost
voznje avtomobila lahko torej predstavimo z vektorjem oblike (Ag, Ay), v katerem
Stevili A, oz. A, povesta, za koliko se v enem koraku spremeni z- oz. y-koordinata
avtomobila.

Avtomobil se v vsakem trenutku nahaja v eni od petih prestav, ki so ostevilcene
od 1 do 5; v prvem koraku mora biti prestava 1. Pri tem prestava p pomeni, da je
ena od vrednosti |Ag| in |Ay| enaka p, druga pa je manjsa ali enaka p. Prestava
se lahko po vsakem koraku poveda ali zmanjSa najve¢ za 1 (lahko pa tudi ostane
enaka); druga komponenta hitrosti pa se lahko spremeni le toliko, da smo najveé za
eno enoto oddaljeni od tocke, ki bi jo dosegli, ¢e bi nadaljevali v dosedanji smeri.
Podrobnosti tega pravila kazejo primeri na gornji sliki.

Napisi program ali podprogram, ki za dani zapis voznje (zaporedje polozajev)
preveri, Ce so bila med voznjo upostevana vsa pravila glede spreminjanja hitrosti.

7. BinoXXO

Polja na igralni deski z mrezo polj 6 x 6 moramo skladno s pravili igre zapolniti z
znakoma ,X“ in ,,0“ Pravila so naslednja:

Vsako polje je treba zapolniti z X ali 0.

V vrstici/stolpcu ne smeta biti veé kot dve polji z enakima znakoma skupaj.
V vsaki vrstici/stolpcu mora biti enako Stevilo znakov X in 0.

Vsaka vrstica mora biti drugacna.

Vsak stolpec mora biti drugacen.

Primer pravilno izpolnjene mreze:
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OO X[X]|O[X
X[ X[O|O|X]|O
X|O|O|X|O|X
O X[ X|O|O[X
O X[ X|O|X]|O
X100 X|X]|O

Napisi program ali podprogram, ki kot vhodni podatek dobi Ze izpolnjeno plosco
in preveri, ali so upostevana vsa pravila.

8. Trgovski potnik

Na ravni ulici je n his; e trgovski potnik obisce hiSo i, se s tem zamudi ¢; ¢asa in
zasluzi p; denarja. Iz njegove zacetne tocke (ki ni na ulici) vodi do ulice m cest, pri
Cemer traja voznja po j-ti od njih d; casa. Za vsako od teh cest vemo, med katerima
dvema hisama doseze ulico. Trgovski potnik bi sel rad od zacetne tocke po eni od
cest in nato nazaj po neki drugi cesti, spotoma pa bi Se obiskal vse hise, ki lezijo
na ulici med obema uporabljenima cestama. Pri tem bi rad maksimiziral razmerje
med zasluzkom (vsota p; po vseh hiSah, ki lezijo na ulici med obema uporabljenima
cestama) in Casom (vsota ¢; po teh hisah + Se d; obeh uporabljenih cest). Opisi
postopek, ki ugotovi, kateri dve cesti naj potnik uporabi.

Naslednja slika kaze primer z n = 6 hiSami in m = 5 cestami:

zacetna tocka

1 m ceste

A/ laaN AN .
1 2 n

9. Sprehod po mrezi I

Dana je karirasta mreza z w x h polji. Vsako polje je bodisi prehodno bodisi ne-
prehodno. Po mrezi se lahko premikamo, vendar le po prehodnih poljih. V enem
koraku se lahko premaknemo iz polja v eno od osmih sosednjih polj, ki imajo z
dosedanjim poljem skupno vsaj eno oglisce. Moznih je torej le osem smeri premika.
V prvem koraku se lahko premaknemo v katerokoli smer, kasneje pa se moramo
drzati naslednje omejitve: da bo sprehod bolj razgiban, se smer premika v dveh
zaporednih korakih ne se sme razlikovati za manj kot 90°. To na primer pomeni,
da ¢e smo se v enem koraku premaknili gor in desno *, se v naslednjem koraku ne
smemo premakniti v eno od smeri 7, 1 in —, lahko pa se v kaksno od ostalih petih
smeri. Opisi postopek, ki za dano mrezo poisce pot, ki v najmanj korakih pride
od danega zacetnega polja do danega ciljnega polja.

10. Sprehod po mrezi I

Nadobudni hribolazec se je v hribih izgubil in v gosti temi vandral naokoli. Ko se
je zjutraj zbudil, je ugotovil, da je pristal v neznani dolini. Poti se zaradi teme ne
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spomni, ve pa, da se je vedno zgolj spuscal. Napisi program, ki prebere karirasto
mrezo, kjer so zapisane viSine posameznih tock, in polozaj doline, kjer se je nas
hribolazec zbudil. Program naj najde najdaljSo pot, po kateri je lahko vandral
hribolazec. Taka pot bo iz zacetnega polozaja vedno sestavljena iz strogo padajoc¢ih
visin, konéati pa se mora v to&ki, kjer se je hribolazec zbudil. Ce je takih poti veg,
naj program izpise najdaljSo, ¢e pa je najdaljsih vec, lahko izpise katerokoli izmed
njih. Hribolazec se po mrezi premika tako, da se v vsakem koraku iz trenutne tocke
mreze premakne za eno enoto na sever, jug, vzhod ali zahod.

Vhodni podatki: v prvi vrstici so Stiri stevila, w, h, z,, zy,: Sirina in viSina mreze
ter koordinati tocke, kjer se je hribolazec zbudil (0 < 2z, < w in 0 < z, < h; y-
koordinate se Stejejo od zgoraj navzdol). Sledi h vrstic s po w $tevilkami (lo¢enimi
s presledki), ki dolo¢ajo viSine posameznih polj mreze.

Izhodni podatki: izpisi zaporedje ¢rk, ki opisujejo smeri premikov pri najdaljsi
poti, po kakrsni sprasuje naloga (S = sever, J = jug, V = vzhod, Z = zahod).

Primer vhoda: Eden od moznih pripadajoc¢ih izhodov:

5500 SSVSSZZZZ

01234

58555 Komentar: ta izhod ustreza poti, ki se zacne v tocki
98786 (4,3), torej v predzadnji toc¢ki zadnje vrstice.

10 9 9 9 10

10 10 10 10 10

11. Ocenjevanje nalog

Sestavili smo kup nalog, a nismo prepricani, kako tezke so. V resevanje jih damo
ucencem in gledamo, kateri ucenci (in kdaj) so naloge uspesno resili in kateri ne.
Ko ucenec nalogo poskusi resiti, jo lahko resi ali pa tudi ne, v vsakem primeru pa
se k njej kasneje ne vraca ve¢. Sedaj zelimo nalogam dodeliti tezavnostne ocene
(naravna Stevila), tako da velja naslednje:

1. Ce je udenec resil nalogo tezavnosti x, potem bo od tistega trenutka naprej
znal resiti vse naloge tezavnosti x ali manj (¢e bo torej kasneje poskusal resiti
kaksno nalogo enake ali nizje tezavnosti, jo bo zagotovo resil).

2. Ce je ucenec neuspe$no poskusal resiti nalogo teZavnosti x, potem morajo
imeti vse naloge, ki jih je uspesno resil do tistega trenutka (torej pred tem
neuspesnim poskusom), oceno = — 1 ali manj. (Torej dopus¢amo, da se ucenci
skozi ¢as izboljsujejo, nikoli pa se ne poslabsajo).

Najti zelimo ocene, ki ustrezajo tem pogojem, hkrati pa zelimo, da bi bila najvisja
ocena ¢im manjsa. Opisi postopek, ki poisce tak nabor ocen ali pa ugotovi, da ne
obstaja. Kot vhodne podatke dobi za vsakega udenca po en seznam parov (a;, b;),
pri ¢emer je a; Stevilka naloge (naloge so osteviléene od 1 do n), b; pa pove, ali jo
je uspel resiti; pari so urejeni v takem vrstnem redu, v kakrsnem jih je ta ucenec
poskusal resevati.

LazZja razlicica: za vsak k velja, da so tisti, ki so nalogo k sploh poskusali resiti,
to storili na dan k in ne na kak drug dan.

TeZja razlicica: za nekatere naloge je ocena tezavnosti predpisana vnaprej.
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12. Knjizna kazala

Nekatere knjige imajo trak, ki ga lahko uporabljamo kot kazalo — pustimo ga med
dvema listoma knjige in si tako oznac¢imo mesto, ki nas zanima. Pri tej nalogi
pa imamo knjigo s k taksnimi kazali. Knjiga ima n + 1 listov, tako da je moznih
polozajev posameznega kazala n; te polozaje oSteviléimo od 1 do n. Na zacetku
so vsa kazala na polozaju 1. Kazala lahko premikamo, vendar nas to stane nekaj
truda; cena tega, da kazalo premaknemo s polozaja p na polozaj g, je definirana kot
lp—dl-

Radi bi ¢im ceneje izvedli zaporedje u ukazov oblike ,,premakni eno od kazal (sam
si lahko izberes, katero) na polozaj z;* Pri tem je zaporedje Stevil z1, 2, ..., zy
podano kot vhodni podatek. Skupna cena (vsota) takega zaporedja premikov je
odvisna od tega, katero od k kazal premaknemo v posameznem koraku. Opisi
postopek, ki dolo¢i najmanjSo mozno skupno ceno, s katero je mogoce izvesti
zahtevano zaporedje premikov.

13. Drevesasti izrazi

Pri tej nalogi se bomo ukvarjali z matematic¢nimi izrazi, v katerih nastopajo funkcije
in naravna stevila. Funkcije so lahko eno- ali veCmestne in poljubno gnezdene.

Mislimo si preprost programski jezik za definiranje taksnih izrazov. V vsaki
vrstici lahko definiramo en izraz tako, da navedemo ime funkcije in njene argumente;
kot argumente pa lahko uporabljamo naravna Stevila in izraze iz nasih definicij.
Primer:

foo = b(3, 1)
bar = a(baz)
baz = c(5, 2)
quux = a(foo, bar, 7)

Ce v definicijo nekega izraza nesemo definicije njegovih podizrazov in tako naprej,
lahko izraz scasoma razvijemo tako, da vsebuje le Se funkcije in naravna stevila, ne
pa tudi nasih imen podizrazov. V zgornjem primeru lahko na primer izraz quux
razvijemo v a(b(3, 1), a(c(5, 2)), 7).

Tezava nastopi v primerih, ko odvisnosti med izrazi tvorijo cikle, na primer:

foo = b(1, bar)
bar = c(foo, 6)

Ce bi zdaj poskusali razviti izraz foo, bi dobili najprej b(1, bar), iz tega b(1,
c(foo, 6)), iz tega b(1, c(b(1, bar), 6)) in tako naprej — postopek bi se zaci-
klal, saj se izraza sploh ne da razviti do konca.

Temu se lahko poskusamo izogniti tako, da na mesta, kjer bi se izraz zacel
ponavljati, napisemo tri pike: b(1, c(..., 6)).

Natancneje lahko nasa pravila za razvijanje izrazov opisemo takole:

(1) Ce v trenutnem izrazu ne nastopa nobeno ime podizraza (iz nasih definicij),
je izraz razvit in koncamo.
(2) Sicer pois¢imo v njem najbolj levo omembo kaksnega imena podizraza.
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(2.1) Ce smo ime tega podizraza 7e kdaj prej kje drugje zamenjali (v koraku 2.2)
z desno stranjo njegove definicije, zamenjajmo zdaj tokratno omembo njegovega
imena s tremi pikami.

(2.2) Sicer zamenjajmo tokratno omembo njegovega imena z desno stranjo nje-
gove definicije.

(3) Vrnimo se na korak 1.

Napisi podprogram, ki obdela definicije izrazov in vsakega od njih izpise v razviti
obliki v skladu z gornjimi pravili. Pri tem ni treba, da tvoj podprogram prebere
definicije iz nizov oblike ,foo = b(1, bar)“, karksne smo videli zgoraj; predposta-
viti smes, da so definicije podane v kaksni prikladnejs$i podatkovni strukturi, ki pa
jo seveda v svoji resitvi tudi opisi.

14. Gospodarska rast

Dana je igra na neskonc¢ni mrezi polj, kjer imamo na zacetku d kovancev in osvo-
jenih k polj. Vsa polja so na zacCetku prazna, kasneje pa bodo na nekaterih poljih
stale tovarne ali vojaki. Igra poteka v rundah, pri cemer vsaka runda poteka po
naslednjem vrstnem redu:

1. Vsakemu vojaku moramo pladati 1 kovanec. Ce tega denarja nimamo, nam
kraljestvo propade in igro izgubimo.

2. Vsaka tovarna nam d& 5 kovancev.

3. Vojak lahko osvoji novo polje (ki je sosednje kakSnemu od Ze osvojenih) tako,
da se premakne na to polje (pri tem lahko prepotuje poljubno razdaljo; polje,
ki ga zapusti, je potem prazno, novo osvojeno polje pa zasedeno; za polja, cez
katera je potoval, je vseeno, ali so medtem zasedena ali ne). Posamezni vojak
lahko v eni rundi osvoji najve¢ eno novo polje. Vojak lahko osvoji tudi polje,
ki je sosednje kaksnemu od polj, ki jih je malo prej v isti rundi osvojil neki
drug vojak.

4. Na posamezno prazno osvojeno polje lahko postavimo tovarno ali vojaka; nova
tovarna stane 12 kovancev, nov vojak pa 10 kovancev; polje je potem zasedeno.
(V eni rundi lahko tako postavimo tudi veé¢ tovarn in/ali ve¢ vojakov.)

Opisi postopek, ki izracuna, kako lahko v najmanj rundah osvojimo n polj.

15. Dekodiranje besedila

Neki niz znakov (samih malih ¢rk angleske abecede) smo zakodirali tako, da smo
si za vsako ¢rko abecede izbrali neko zaporedje nicel in enic, ki mu pravimo koda
tiste ¢rke, nato pa smo vsako ¢rko nasega niza zamenjali z njeno kodo. Zagotovljeno
je, da nobena koda ni predpona (prefiks) kaksne druge, tako da pri dekodiranju
ne more priti do dvoumnosti. Napisi program ali podprogram, ki kot vhodne
podatke prejme kode vseh ¢érk in zakodirano obliko niza ter izpiSe (ali vrne) niz v
prvotni, dekodirani obliki.

Primer: ¢e ¢rko a zakodiramo v 001, ¢rko b pa v 10, se niz 0011010001 dekodira
v abba.
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.S

Primer za nalogo ,,Stresniki“. Crne

B daljice predstavljajo stresnike (kroz-
ci so njihova krajis¢a), sive navpicne
¢rte pa kazejo, kje pada voda.

Opomba glede tocke C: misljeno je, da je BD en sam stresnik, ki se ga v tocki C' dotika stresnik
AC. Ce pa bi namesto tega imeli dva lo¢ena stresnika BC in C'D, tako da bi bilo v tocki C

C navpi¢no navzdol.

ol ol 4 oy
ol LD NS L D g ol My
1%
T
U

Pri teh treh primerih je misljeno, da je UV (debela ¢rta) en sam stresnik, ki se ga v toc¢ki T
dotikajo Stirje drugi stresniki (narisani s tankimi ¢rtami). Zato voda v to¢ki T' ne more prodreti
skozi stresnik UV'; ¢e doseze tocko T tako, da se je gibala nad stresnikom UV, bo nad njim tudi
ostala (leva in srednja slika), ¢e pa je prisla do T' pod stresnikom UV, bo tudi ostala pod njim
(desna slika).

16. Stresniki

Imamo ,streho“ iz n stresnikov. Vsak stresnik je daljica na mrezi [—100, —100] x
[100, 100] s celostevilskimi krajis¢i. Stresniki niso navpi¢ni, pa¢ pa poSevni ali vo-
doravni. Dva stresnika imata lahko skupno najvec eno tocko in ta tocka mora biti
krajis¢e vsaj enega od teh dveh streznikov (strezniki se torej ne sekajo, lahko pa se
dotikajo s krajisci, pri cemer se lahko krajisce enega stresnika tudi dotika notranjosti
drugega).

Dezuje od zgoraj in voda curlja po stresnikih navzdol, po naslednjih pravilih (gl.
sliki zgorayj):

e Voda tede dol samo z ene strani stresnika (tam, kamor je nagnjen); ¢e pa je
stresnik vodoraven, se voda vedno razleze po celem stresniku in curlja z njega
z obeh strani.
Ce padejo kapljice na krajisce stresnika, se razprsijo na obe strani krajisca.

e Ce se vet stresnikov dotika s krajiséi, voda curlja tudi vmes (in to dovolj hitro,
da se nikjer ne nabira), poleg tega pa se razsiri Se na sosednje stresnike (seveda
le tam, kjer ji pri tem ni treba teéi navkreber).

Opisi postopek, ki kot vhodne podatke dobi mnozico stresnikov (daljic) in izra-
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cuna, kateri intervali z-koordinat pod streho so suhi.

17. Predlaganje naslednje besede

Vecina pametnih telefonov ob tipkanju besedila predlaga najverjetnejSo naslednjo
besedo. Na primer: uporabniku ob pisanju besedila ,Danes sem za kosilo jedel kr¢
predlaga besedo krvavice. Opisi postopek, ki predlaga naslednjo besedo glede na
prejsnjo zapisano besedo in nekaj zacetnih ¢rk nove besede.

Tvoj postopek naj kot najverjetnejSo naslednjo besedo vrne tisto, ki se zacne
na podane zacetne ¢rke in ki je bila v preteklosti najpogostejSa naslednja beseda
za dano prejsnjo besedo. Prav tako naj uposteva, da se je uporabnik pri tipkanju
prejSnje besede lahko zatipkal v najve¢ eni ¢rki in sicer tako, da je namesto nje
natipkal neko drugo ¢rko; na primer: namesto muca je lahko mislil maca, mula,
gotovo pa ne muc ali taca. Pri vseh moznih prejsnjih besedah primerjaj najbolj
verjetne naslednje besede in vrni tisto, ki je v zgodovini imela najvec¢ pojavitev.
Tvoj postopek naj besede predlaga glede na zgodovino tipkanja uporabnika.

Vhodni podatki: najprej dobis seznam z besed, dolgih po najve¢ m znakov, ki
predstavljajo zgodovino uporabnikovega tipkanja. V nalogi se bo pojavilo najve¢ n
razlicnih besed. Besede so sestavljene le iz malih ¢rk angleske abecede.

Nato mora$ izvesti ¢ poizvedb; i-ta od njih je opisana s trojico (p,ci,as), kjer
je p; prejSnja beseda, ¢; je zacetni (doslej natipkani) del trenutne besede, a; pa je
beseda, ki jo je uporabnik na koncu dejansko napisal. Tvoj postopek mora pri tej
poizvedbi torej predlagati najverjetnejso besedo glede na p; in ¢;, nato pa mora svoje
podatkovne strukture popraviti oz. dopolniti tako, da bo uposteval, da je uporabnik
zdaj napisal par besed (pi, a;), kajti to lahko vpliva na pogostost nekaterih besed in
s tem na rezultat kasnejsih poizvedb.
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1. Snezinke

Nas program bo tekel v neskon¢éni zanki. Pri tem se zanasamo na zagotovilo iz
besedila naloge, da se nova snezinka ne pojavi, dokler prejSnja ne izgine, in da vmes
mine dovolj ¢asa, da lahko nas§ program pregleda vse Zice.

V vsaki iteraciji glavne zanke preglejmo vse zice (z vgnezdeno zanko), da vidimo,
¢e kaksna od njih zaznava snezinko. Ko prvi¢ zaznamo snezinko, moramo izpisati
njeno velikost, v ta namen pa moramo ugotoviti, pri kateri zici se za¢ne in konca.
Ni nujno, da je zica, pri kateri smo jo doslej nasli, ze tudi najbolj leva zica te
snezinke, saj naloga pravi, da se snezinka dotakne vec zic hkrati in da se lahko
pojavi kadarkoli med dvema klicema funkcije Senzor. Iti moramo torej v zanki po
zicah levo in desno od trenutne, dokler ne pridemo do take, ki snezinke ne zaznava
vec; tako bomo ugotovili najbolj levo in najbolj desno zico te snezinike, iz njiju pa
lahko izracunamo njeno velikost in jo izpisemo.

Nato pocakamo, da snezinka izgine; naloga pravi, da ko snezinka izgine, izgine z
vseh senzorjev hkrati, torej je dovolj, ¢e pregledujemo le eno od zic, na katerih smo
dosedanjo snezinko nasli. Ko snezinka izgine, nadaljujemo z glavno zanko, ki bo v
naslednji iteraciji spet zacela pregledovati vse zice, dokler ne bo zaznala naslednje
snezinke.

F#include <iostream>
using namespace std;

int main()

{

enum { N = 100 }; // Stevilo Zic.
while (true)

// Poisé&imo prvo Zico, ki zaznava sneZinko.
int L = 1; while (L <= N && ! Senzor(L)) ++L;

// Morda sneZinke ne zaznava nobena Zica.
if (L > N) continue;
// Sicer poglejmo, kako dale¢ na desno se razteza.
int D = L; while (D < N && Senzor(D + 1)) ++4D;
// Poglejmo Se, kako dale¢ na levo se razteza.
while (L > 1 && Senzor(L — 1)) ——L;
// SneZinka pokriva Zice od L do D; izpisimo jo.
cout << (D — L 4+ 1) << endl;
// Pocakajmo, da izgine.
while (Senzor(L)) ;
}
}

Se enaka resitev v pythonu:

N = 100 # Stevilo Zic.

while True:
# Pois¢imo prvo Zico, ki zaznava sneZinko.
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Oglejmo si Se malo drugacno resitev. V zanki bomo steli, koliko senzorjev trenutno
znava snezinko. Dokler snezinke ni, je to Stevilo 0, nato pa posko¢i na velikost
ezinke, razen prvi¢, ko snezinko zaznamo: takrat je namre¢ mogoce, da se je
pojavila po tistem, ko smo levih nekaj Zic ze pregledali, zato bomo snezinko zaznali
na premalo zicah. Ko torej stevilo zic, ki zaznavajo snezinko, naraste nad 0, ga ne
izpiSemo takoj, ampak Sele v naslednji iteraciji. (Spomnimo se, da naloga zagotavlja,
da je vsaka snezinka prisotna na zicah dovolj dolgo, da lahko v tem casu veckrat
egledamo vse zice). Oglejmo si Se implementacijo te resitve:

za.
Sn

pr
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L=1
while L <= N and not Senzor(L): L +=1

# Morda sneZinke ne zaznava nobena Zica.
if L > N: continue

# Sicer poglejmo, kako dale¢ na desno se razteza.
D=L

while D < N and Senzor(D + 1): D +=1

# Poglejmo Se, kako dale¢ na levo se razteza.
while L > 1 and Senzor(L — 1): L —=1

# Snezinka pokriva Zice od L do D; izpisimo jo.
print(D — L + 1)

# Pocakajmo, da izgine.

while Senzor(L): pass

#include <iostream>
using namespace std;

int main()

{

}

enum { N = 100 }; // Stevilo Zic.
for (int prejl =0, prej2 = 0; ;)

// Prestejmo, koliko Zic zaznava sneZinko.

int vsota = 0; for (int i = 1; i <= N; ++i) if (Senzor(i)) ++vsota;

// Ko vsota naraste z 0, jo en korak kasneje izpisSemo.
if (prejl == 0 && prej2 > 0 && vsota > 0) cout << vsota << endl;

// Zadnji dve vsoti si zapomnimo.
prejl = prej2; prej2 = vsota;

}

Se v pythonu:

N

= 100 # Stevilo Zic.

prejl = 0; prej2 =0
while True:

# Prestejmo, koliko Zic zaznava sneZinko.
vsota = sum(1 for i in range(N) if Senzor(i + 1))

# Ko vsota naraste z 0, jo en korak kasneje izpisemo.
if prejl == 0 and prej2 > 0 and vsota > 0: print(vsota)

# Zadnji dve vsoti si zapomnimo.
prejl = prej2; prej2 = vsota
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2. Semafor

Ko prvic¢ poklicemo BeriStevec, nimamo nobene podlage za to, da bi se odlocili, katera
od stevilk, ki nam jih je funkcija vrnila, je prava. Ob naslednjem klicu BeriStevec
vemo, da je sStevilka na prikazovalniku zdaj za 1 manjsa kot ob prvem klicu; ce
je na primer zdaj na prikazovalniku Stevilka k, je morala biti ob prvem klicu tam
Stevilka k 4 1; in ker vemo, da nam BeriStevec vrne med drugim tudi pravo stevilko,
to pomeni, da nam je ob prvem klicu gotovo vrnil k + 1, ob drugem pa k. Tako so
torej zdaj kandidati za pravo stevilko le tista Stevila k, ki jih je BeriStevec vrnila ob
drugem klicu in za katera je ob prvem klicu vrnila k + 1.

Podobno razmisljamo tudi v nadaljevanju. Po tretjem klicu so kandidati za
pravo stevilko le tisti k, ki jih je BeriStevec vrnila ob tretjem klicu in za katere je
bila vrednost k£ + 1 eden od kandidatov po drugem klicu. Tako nadaljujemo in vse
bolj klestimo mnozico kandidatov, dokler ne ostane v njej eno samo stevilo; tisto
mora biti potem prava trenutna stevilka na prikazovalniku in jo lahko izpisemo ter
koncamo z izvajanjem.

#include <vector>
#include <unordered_set>
#include <iostream>
using namespace std;

extern vector<int> BeriStevec();

int main()

unordered_set<int> kandidati, noviKandidati;
for (int k : BeriStevec()) kandidati.emplace(k);

while (kandidati.size() > 1)

noviKandidati.clear();

for (int k : BeriStevec())
// Stevilo k, ki ga kamera trenutno zaznava, je smiselno upostevati kot kandidata
// le, & smo prejsnjo sekundo imeli med kandidati $tevilo k + 1.
if (kandidati.find(k + 1) != kandidati.end())
noviKandidati.emplace(k);

swap(kandidati, noviKandidati);

cout << *kandidati.begin() << endl; return 0;

}

Ker je moznih stevil pri tej nalogi malo, bi lahko za predstavitev mnozic kandidatov
uporabili tudi tabelo 100 logi¢nih vrednosti, kjer bi za vsako mozno stevilo od 0 do
99 pisalo, ali je kandidat ali ni.

Zapisimo naso resitev Se v pythonu:

kandidati = set(BeriStevec())

while len(kandidati) > 1:
# Izmed stevil k, ki jih vrne BeriStevec v naslednjem klicu,
# obdrzimo le tista, za katera je bil k + 1 kandidat po prejSnjem klicu.
kandidati = set(k for k in BeriStevec() if k + 1 in kandidati)

# Izpisimo edinega preostalega kandidata.
print(list(kandidati)[0])
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3. Iskanje kvadrata

Stevilo vrstic oznadimo z n,, §tevilo stolpcev pa z ns. Naj bo s; vsota Sirin prvih 4
stolpcev, v; pa vsota visin prvih j vrstic. Tega dvojega ni tezko izracunati iz zapo-
redij Sirin stolpcev in visin vrstic, ki ju dobimo kot vhodna podatka. Pravokotnik,
ki ga iSCemo, je potem v vsakem primeru velikosti s; X v; za neki dve stevili ¢ in j;
vprasanje pa je, kako izbrati 7 in j, da bo ta pravokotnik ¢im bolj kvadraten.

Recimo, da se za hip omejimo na pravokotnike viSine v;, torej take, ki se raztezajo
Cez prvih j vrstic. Vzemimo najmanjsi tak ¢, pri katerem je s; > v;. Potem so
pravokotniki sx X v; za k > 4 vsaj tako Siroki kot visoki in razmerje dolzine med
dalj$o in krajSo stranico je pri njih enako si/v;; najblizje 1 je takrat, ko je sg
najmanjsa, to pa je pri k = i. Med vsemi temi pravokotniki je torej kandidat za
najboljsega le s; X v;.

Podobno so pravokotniki si x v; za k < 4 vsaj tako visoki kot Siroki, zato je
razmerje dolzine med daljSo in krajSo stranico pri njih enako v;/sk; najblizje 1 je
takrat, ko je si najvecja, to pa je pri K = ¢ — 1. Med vsemi temi pravokotniki je
torej kandidat za najboljSega le s;—1 X v;.

Tako torej vidimo, da sta med vsemi pravokotniki oblike s X v; (pri nekem
konkretnem j) za nas zanimiva le dva, namre¢ tista za k = i in k = i — 1. Ker
vnaprej ne vemo, pri katerem j bomo dobili najboljsi rezultat, bomo preizkusili vse
mozne j od 1 do stevila vrstic. Recimo torej, da v zanki pocasi povecujemo j za
1; kako se pri tem spreminja 7 Spomnimo se, da smo ¢ definirali kot najmanjse
stevilo stolpcev, pri katerem je s; > v;. Ko se j poveéa za 1, se tudi v; poveca (za
visino naslednje vrstice), zato je pogoj s; > v; Se strozji kot prej; vsak tak s;, ki
je bil ze prej premajhen, je zdaj se bolj premajhen; morda bo isti s; kot doslej se
vedno dovolj velik, drugace pa ga bo treba Se povecati. Torej, ko se j poveca za 1,
se lahko i poveca ali pa ostane enak, ne more pa se zmanjsSati.

Zapisimo ta postopek s psevdokodo:
i:=1;
for j :=1 to n,:

while i < ngs and s; < v; do i : =1+ 1;
if 4 > 1 then pravokotnik s;—1 x v; je kandidat za resitev;
pravokotnik s; X v; je kandidat za resitev;

Med vsemi kandidati za resitev si zapomnimo tistega, ki je najbolj kvadraten. Ca-
sovna zahtevnost tega postopka je O(n, + ns), saj naredimo n, iteracij zunanje
zanke, iteracij notranje zanke pa je vsega skupaj najveC ns.

Gornji postopek se premakne z j na j + 1 pri takem 14, za katerega je s; > vj;
z drugimi besedami, ce je pravokotnik sirsi kot visji, ga spodaj podaljSamo za eno
vrstico (kar je smiselno, kajti ¢e bi ga namesto tega na desni razsirili za en stolpec,
bi postal Se bolj presirok kot plrej).3 In po drugi strani, gornji postopek se premakne
z i na i + 1 takrat, ko je s; < v;; z drugimi besedami, ¢e je pravokotnik visji kot
8irsi, ga na desni razsirimo za en stolpec (kar je tudi smiselno, kajti ¢e bi ga namesto
tega spodaj podaljsali za eno vrstico, bi postal $e bolj previsok kot prej).

3Po takem premiku z j na 7 + 1 nam tudi ni treba ve¢ razmisljati o pravokotnikih Sirine s;_1
(ali manjse): pri j smo imeli s;—1 < v; < s;, zdaj pa smo 8li na j + 1, kjer je v; < v;jy1. Torej
sta pravokotnika s;_1 X v; in s;_1 X v; 41 oba visja kot Sirsa, zato je bolj kvadraten tisti izmed
njiju, ki je nizji, to pa je s;—1 X v;. S pravokotnikom s;_1 X v;41 se torej ni treba ukvarjati.



Resitve nalog za prvo skupino 69

Nas postopek lahko torej opisemo Se preprosteje kot doslej, ¢e recemo takole:
zacnemo pri ¢ = j = 1; potem pa, Ce je trenutni pravokotnik presirok, mu dodamo
eno vrstico (pove¢amo j za 1); sicer pa je preozek in mu dodamo en stolpec (pove-
¢amo i za 1). Med vsemi tako pregledanimi pravokotniki si zapomnimo tistega, ki
je najbolj kvadraten. Oglejmo si implementacijo te resitve v C++:

#include <vector>
F#include <utility>
#include <algorithm>

pair<int, int> NajboljsiPravokotnik(const vector<int> &sirine, const vector<int> &uvisine)
{

int ns = sirine.size(), nv = visine.size();

inti =1, j=1, si = sirine[0], vj = visine[0];

int najS = si, najV = vj;

while (i <=ns || j <= nv)

// si = vsota prvih i Sirin; vj = vsota prvih j visin.
/] Ce je pravokotnik visji kot $irsi, ga razsirimo za en stolpec.
if (si <= vj && i < ns) si += sirine[i++];

/] Ce pa je $irsi kot viji, ga spodaj podaljsajmo za eno vrstico.
else if (vj < si && j < nv) vj += visine[j++];

// Ce ga v izbrani smeri ne moremo povecati, koncajmo,
else break; // saj se lahko drugace resitev le Se poslabsa.

// Ce je to najboljsa resitev doslej, si jo zapomnimo. Preveriti moramo
// torej, ali je max(si, vj) / min(si, vj) < max(najS, najV) / min(najS, najV).
// Da ne bo treba delati z ne-celimi stevili, pomnoZimo to
// neenaébo z imenovalcema obeh ulomkov.
if (max(si, vj) * min(najS, najV) < max(najS, najV) * min(si, vj))
najS = si, najV = vj;
}

return {najS, najV}; // Virnimo najboljso resitev.

In v pythonu:

def NajboljsiPravokotnik(sirine, visine):

ns = len(sirine); nv = len(visine)

i =1;j = 1; si = sirine[0]; vj = visine[0]

najS = si; najV = vj

while i <= ns or j <= vj:
# si = vsota prvih i Sirin; vj = vsota prvih j visin.
# Ce je pravokotnik visji kot sirsi, ga razsirimo za en stolpec.
if si <= vjandi < ns: si += sirine[i]; i +=1
# Ce pa je $irsi kot visji, ga spodaj podalj$ajmo za eno vrstico.
elif vj < si and j < nv: vj += visine[j]; j +=1
# Ce ga v izbrani smeri ne moremo povecati, konéajmo,
else: break # saj se lahko drugace resitev le se poslabsa.

# Ce je to najboljsa resitev doslej, si jo zapomnimo. Preveriti moramo

# torej, ali je max(si, vj) / min(si, vj) < max(najS, najV) / min(najS, najV).
# Da ne bo treba delati z ne-celimi stevili, pomnoZimo to

# neenacbo z imenovalcema obeh ulomkov.

if max(si, vj) * min(najS, najV) < max(najS, najV) * min(si, vj):
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najS = si; najV = vj

return najS, najV # Vrnimo najboljso resitev.

4. Neprevidni poeti

Za posamezno vrstico lahko doloc¢imo njen ritem tako, da jo beremo znak po znak;
Ce je trenutni znak samoglasnik in velika ¢rka, dodamo v niz, ki predstavlja ritem,
znak '-'; Ce je trenutni znak samoglasnik in mala ¢rka, dodamo v ritem znak 'U';
vse ostale znake besedila pa lahko ignoriramo.

Pri prvi vrstici moramo ritem le izra¢unati in si ga zapomniti (v spodnji resitvi
ga shranimo v spremenljivko ritem1). Pri vsaki naslednji vrstici pa njen ritem pri-
merjamo s tistim iz prve vrstice; ¢e pride do neujemanja, lahko takoj konc¢amo, saj
vemo, da bo rezultat na koncu NE. Ce pa pridemo do konca vhodnih podatkov, ne
da bi opazili kaksno neujemanje, izpiSemo DA in ritem prebranih vrstic.

#include <cstdio>
F#include <string>
using namespace std;

int main()

{

string ritem, riteml; // Ritem trenutne in prve vrstice.
bool vseEnake = true; // Ali imajo vse doslej prebrane vrstice enak ritem?
while (true)

int ¢ = getchar();

// Ko preberemo samoglasnik, dodamo U ali - v ritem trenutne vrstice.

if(c=='"A"||c=="E'||[c=="I'||c=="'0"||c=="U") ritem += '-";
elseif (c=="'a'||[c=="'e'||c=="i'||c=='o' || c == 'u') ritem += 'U";
// Ali smo na koncu vrstice?

else if (c == '\n' || c == EOF)

{

// Ritem prve vrstice si zapomnimo.

if (riteml.empty()) ritem1l = move(ritem);

// Pri ostalih primerjamo ritem trenutne s prvo, prazne preskoc¢imo.

else if (! ritem.empty() && ritem != ritem1) { vseEnake = false; break; }
if (c == EOF) break;

ritem.clear(); // Pripravimo se na naslednjo vrstico.

}
}

// lzpisimo rezultat.

printf("%s\n", vseEnake ? "DA" : "NE");

if (vseEnake) printf("%s\n", ritem1.c_str());
return 0;

}

Pogoj pri naglasenih samoglasnikih bi lahko tudi poenostavili v if ('A' <= c &&
c <= '2')¥, saj besedilo naloge zagotavlja, da se velike ¢rke v vhodnih podatkih
drugace ne bodo pojavljale.

Oglejmo si se primer resitve v pythonu. Vhodne podatke bomo brali kar po
vrsticah, saj naloga zagotavlja, da niso pretirano dolge:
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import sys

riteml = "" # Ritem prve vrstice.
vseEnake = True # Ali imajo vse doslej prebrane vrstice enak ritem?
for vrstica in sys.stdin:
ritem = []
for c in vrstica:
# Ko preberemo samoglasnik, dodamo U ali - v ritem trenutne vrstice.
if c in "AEIOU": ritem.append('-")
elif c in "aeiou": ritem.append('U")
# Ritem predelamo iz seznama v niz.
ritem = ""_join(ritem)
7# Ritem prve vrstice si zapomnimo.
if not ritem1: riteml = ritem
# Pri ostalih primerjamo ritem trenutne vrstice s prvo.
elif ritem != ritem1: vseEnake = False; break
7 Izpisimo rezultat.
print("DA" if vseEnake else "NE")
if vseEnake: print(ritem1)

Za ljubitelje pretiravanja z regularnimi izrazi: ritem bi lahko racunali tudi tako,
da bi iz vrstice pobrisali vse minuse, nato spremenili velike samoglasnike v minuse,
nato male samoglasnike v U-je in kon¢no pobrisali vse ostale znake.

import re

ritem = re.sub(r"[*U\-]", "", re.sub(" [aeioul", "U", re.sub(" [AEIOU]", "-",
vrstica.replace("-", ""))))

5. Stonoge

Polje lahko predstavimo kot seznam (ali tabelo ali vektor) nizov, pri ¢emer vsak niz
predstavlja eno vrstico polja. V zanki pregledujmo znake, dokler ne najdemo znaka
#, ki kaze, da se tam zacenja trup stonoge. Zapomnimo si njegov polozaj in se v
zanki premaknimo naprej mimo vseh znakov #, ki mu sledijo, dokler ne najdemo
konca stonoge. Zdaj vemo, kje se trup zacne in konca, in gremo lahko v Se eni zanki
po vseh parih nog (ne pozabimo tudi na tista tik pred in tik za trupom); za vsak
par nog preverimo, e sta simetri¢ni (torej je lahko ena \ in druga / ali pa sta obe
), pri prvem in zadnjem paru pa Se, ¢e sta usmerjeni k trupu. Ce je z nogami vse
v redu, povecamo Stevec prepricljivih stonog, sicer pa Stevec umetnih.

V prvi in zadnji vrstici ter v prvem in zadnjem stolpcu nam trupov (znakov #)
naceloma ni treba iskati, saj naloga zagotavlja, da nobena stonoga ni v kadru le
delno. To pa potem tudi pomeni, da ko ob trupu pregledujemo noge, nam ni treba
skrbeti, da bi pri tem poskusali dostopati do znakov z neveljavnimi indeksi (onkraj
roba mreze).

#include <string>
#include <vector>
using namespace std;

void Preglej(const vector<string>& a, int &prepricljive, int &umetne)

int h = a.size(), w = a[0].length(); prepricljive = 0; umetne = 0;
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for (inty =1;y <h — 1; ++4y) for (int x = 1; x < w — 1; ++x) if (a[y][x] == '#")
{

// Poglejmo, do kod gre trup te stonoge.

int xx = x + 1; while (xx < w — 1 && a[y][xx] == "#') ++xx;

// Trup stonoge obsega znake od aly][x] do a[y][xx — I].
// Preverimo, ali so noge simetri¢ne in usmerjene k trupu.
bool ok = true;
for (int u =x — 1; u <= xx; ++u)

char zgoraj = aly — 1][u], spodaj = aly + 1][u];

if (! (zgoraj == '\\' && spodaj == '/' && u < xx ||
zgoraj == '/' && spodaj == "\\' && u >=x ||
zgoraj == '|' && spodaj == '|' && u >= x && u < xx))

{ ok = false; break; } }

// Povelajmo ustreznega izmed Stevcev.
if (ok) ++prepricljive; else ++umetne;
x = xx; // Nadaljujmo desno od te stonoge.
}
}

Se enaka resitev v pythonu:

def Preglej(a):
h = len(a); w = len(a[0]); prepricljive = 0; umetne = 0
for y in range(1, h — 1):

x=1
while x <w — 1:
if a[y][x] '= '#': x += 1; continue
# Pri x se zalenja trup stonoge. Kje se konca?
XX = X
while xx < w — 1 and a[y][xx] == "#": xx +=1

# Trup stonoge obsega znake od aly][x] do a[y][xx — 1I].
# Preverimo, ali so noge simetri¢ne in usmerjene k trupu.
ok = True
for u in range(x — 1, xx + 1):

zgoraj = aly — 1][u]; spodaj = aly + 1][u]

if not (zgoraj == '\\' and spodaj == '/' and u < xx or
zgoraj == '/' and spodaj == '\\' and u >= x or
zgoraj == '|' and spodaj == '|"' and x <= u < xx):

ok = False; break

# Povecajmo ustreznega izmed stevcev.

if ok: prepricljive +=1

else: umetne +=1

x = xx + 1 # Nadaljujmo desno od te stonoge.
return (prepricljive, umetne)
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RESITVE NALOG ZA DRUGO SKUPINO

1. Varnostno kopiranje

Naloga med drugim pravi, da Ce se dve poti nanasata na isti direktorij, moramo
eno od njiju zavreci. Taki dve poti nista nujno cisto enaki; lahko se razlikujeta po
tem, da ima ena na koncu poSevnico /, druga pa ne (na primer: /ab/cd in /ab/cd/
predstavljata isti direktorij). Za lazje preverjanje tega pogoja je torej koristno, ce
tistim potem, ki se v vhodnih podatkih ne koncajo na posevnico, le-to dodamo.

S tako dopolnjenimi potmi pa je potem laze preverjati tudi drugi pogoj, namrec
ali ena pot predstavlja poddirektorij druge. To je namre¢ res natanko tedaj, ko je
druga pot prefiks prve (ali, z drugimi besedami: ko se prva pot za¢ne na drugo). Ce
na primer pogledamo poti /ab/cd/ in /ab/, vidimo, da je druga prefiks prve (niz
"/ab/cd/" se zafne na niz "/ab/"), zato prva predstavlja poddirektorij druge in jo
lahko zavrzemo. To, da smo potem dodali znak / na koncu, kjer ga Se ni bilo, je
koristno zato, ker bi drugaCe na primer pri /ab/cd in /ab/c videli, da je drugi niz
prefiks prvega, ¢eprav prvi niz ne predstavlja poddirektorija drugega.

Oba pogoja lahko zdaj zelo preprosto preverjamo tako, da poti uredimo leksi-
kografsko. Ce je v vhodnem seznamu veé enakih poti, bodo tako prigle skupaj in
bomo odvec¢ne zlahka zavrgli; poti za poddirektorije pa bodo prisle takoj za njihove
naddirektorije in jih tudi ne bo tezko opaziti. Pri izpisu pa moramo paziti na to,
da naloga zahteva, da morajo biti izpisane poti podmnozica vhodnih; to pomeni,
da ce je bila neka pot v vhodu prisotna brez posevnice na koncu, jo moramo tudi
mi izpisati brez poSevnice (razen ¢e je bila pot do istega direktorija nekje drugje v
vhodnem seznamu zapisana tudi s posevnico in se odlo¢imo izpisati to razli¢ico na-
mesto tiste brez poSevnice). V ta namen je koristno ob vsaki poti hraniti e podatek
o tem, ali je posevnico na koncu imela ze v vhodnem seznamu ali smo ji jo dodali
Sele mi.

#include <vector>
#include <string>
#include <cstring>
#include <iostream>
F#include <fstream>
#include <algorithm>
F#include <utility>

int main()

ifstream ifs("poti.txt");
vector<pair<string, bool>> poti;
while (true)
{
// Preberimo naslednjo pot.
string pot; if (! getline(ifs, pot)) break;

// Ce nima posevnice na koncu, jo dodajmo.
bool dodaj = (pot.back() = '/');

if (dodaj) pot += '/";

// Dodajmo pot na seznam.
poti.emplace_back(pot, dodaj);
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sort(poti.begin(), poti.end());
string zadnjalzpisana;

for (auto &[pot, dodaj] : poti)

/] Ce smo Ze izpisali kak$no pot in e je zadnja izpisana pot prefiks trenutne,

// to pomeni, da se trenutna nanasa na isti direktorij ali pa na neki njegov poddirektorij.

if (! zadnjalzpisana.empty() && strncmp(zadnjalzpisana.c_str(), pot.c_str(),
zadnjalzpisana.length()) == 0) continue;

// Sicer moramo trenutno pot izpisati.

// Pred izpisom pa s konca pobrisimo posevnico, &e smo jo prej dodali.

zadnjalzpisana = pot;

if (dodaj) pot.pop_back();

cout << pot << endl,

return 0;

}

Za preverjanje, ali je ena pot prefiks druge, smo uporabili strncmp iz C-jeve standar-
dne knjiznice; od C+420 naprej pa lahko uporabimo pot.starts_with(zadnjalzpisana).

Zaradi urejanja nizov je ¢asovna zahtevnost te resitve O(nlogn), ¢e imamo na
vhodu n nizov. Za namen nase naloge je to dovolj dobro, vseeno pa si oglejmo Se resi-
tev s ¢asovno zahtevnostjo O(n). Poti lahko pri znakih / razrezemo na komponente
in jih zlozimo v drevo (trie), kot kaze naslednja slika:

admin config
slike 2019 smucanje
home
slike_stare
user dokumenti sola slo spisi
svetl
minecraft savegames
svet2
var WWW web

Pri dodajanju novih poti v drevo pazimo na to, da Ce se ve¢ poti ujema v prvih

nekaj komponentah, si delijo tudi ustrezna vozlis¢a v drevesu. V vsakem vozliscu si

tudi oznacimo, ali se pri njem konca kaksna pot iz vhodnega seznama (na sliki so

taka vozli§¢a oznacena z dvojnimi krozci) oz. na katerem mestu v vhodnem seznamu

se nahaja. Na koncu se moramo le sprehoditi po drevesu in izpisati poti pri tistih

vozlis¢ih, za katera noben njihov prednik ni Ze sam prisoten v vhodnem seznamu.
Oglejmo si implementacijo taksne resitve v pythonu:

# Preberimo vhodno datoteko.
with open("poti.txt", "rt") as f: poti = f.readlines()

7 Pripravimo drevo, v katerem je zaenkrat le koren.
koren = 0; stars = [—1]; otrok = {}; odKod = [—1]

# Dodajmo v drevo vse vhodne poti.
for i, pot in enumerate(poti):
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u = koren

for s in pot.rstrip().split('/"'):
# Preskocimo prazno komponento pred poSevnico na zaletku niza
if not s: continue # in za tisto na koncu.

# Premaknimo se iz trenutnega vozlis¢a u dol v otroka, do katerega
7 pelje povezava z oznako s.
v = otrok.get((u, s), —1)
if v < 0: # Ce takega otroka Se ni, ga dodajmo.
v = len(stars); stars.append(u); odKod.append(—1)
otrok[u, s] = v
u=yv
odKod[u] = i # Zapomnimo si, katera vhodna pot se konéa pri tem vozliséu.
# Izpisimo rezultate.

for u in range(len(stars)):
if odKod[u] < 0: continue

# Pri vozlis¢u u se konca ena od vhodnih poti.

# Ali se konca tudi pri kaksnem njegovem predniku?
v = stars[u]

while v >= 0 and odKod[v] < 0: v = stars|v]

# Ce ne, lahko trenutno pot izpisemo.

if v < 0: print(poti[odKod|[u]].rstrip())

Vozliséa so oSteviléena z zaporednimi Stevilkami od 0 naprej (0 je koren); stars[u]
nam pove, kdo je stars vozliS¢a u; otrok[u, s] pa je tisti otrok vozlis¢a u, do katerega
pelje povezava, oznacena z nizom s. Vrednost odKod[u] je —1, Ce se pri u ne konca
nobena vhodna pot, sicer pa je odKod[u] indeks te poti (oz. zadnje od njih, Ce jih je
ve€) v vhodnem seznamu — to pride prav pri izpisu.

Z vidika Stevila vhodnih poti n ima ta reSitev ¢asovno zahtevnost O(n); bolj
posteno pa bi bilo reci, da je njena ¢asovna zahtevnost O(d), ¢e je d skupna dolzina
vhodnih poti, kajti v najslabSem primeru bo imelo drevo O(d) vozlis¢. Boljse ¢asovne
zahtevnosti od te pa niti ne moremo pricakovati, saj mora vsaka resitev porabiti O(d)
Casa ze samo zaradi branja vhodne datoteke.

2. Ludi

V enem koraku lahko spremenimo stanje nekaj zaporednih luc¢i. Opazimo lahko,
da je vseeno, v kaksnem vrstnem redu izvajamo te operacije, kajti konc¢no stanje
posamezne luci je odvisno le od tega, koliko operacij je vplivalo nanjo: ce jih je
bilo sodo mnogo, bo kon¢no stanje lu¢i enako zacetnemu, sicer pa nasprotno od
zacetnega.

Recimo zdaj, da na neko lu¢ x vplivata dve razlicni operaciji, na primer ena, ki
spremeni luc¢i od a-te do b-te, in druga, ki spremeni luci od c-te do d-te. Ker obe
tidve operaciji vplivata na lu¢ z, gotovo velja a < x < b in ¢ < x < d. Vzemimo
A = min{a, c}, B = max{a,c}, C = min{b,d} in D = max{b, d}. U¢inek nasih dveh
operacij je torej taksen: na lu¢i od A do B — 1 vpliva le ena operacija; na tiste od
C + 1 do D le druga; na tiste od B do C pa obe. Toda e na isto lué¢ vplivata dve
operaciji, bo druga postavila to lu¢ nazaj v tisto stanje, v katerem je bila pred prvo
operacijo, torej je ucinek enak, kot ¢e na tako lu¢ ne bi vplivala nobena operacija.
Lahko bi torej nasi dve operaciji spremenili tako, da bi prva delovala na luc¢i od A
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do B — 1, druga pa na lu¢i od C + 1 do D, pa bo ucinek enak kot doslej, le da zdaj
na nobeno lué ne bosta vplivali obe operaciji. (Ce je A = B, lahko prvo od teh dveh
operacij celo sploh pobriSemo; in podobno za drugo, ¢e je C' = D.)

S tem razmislekom lahko postopoma odpravimo vse primere, ko sta na kaksno
lu¢ vplivali (vsaj) dve razli¢ni operaciji, ne da bi se pri tem Stevilo operacij kaj
povecalo. Torej optimalne resitve ne bomo spregledali, ¢e se bomo ze od zacetka
omejili na taksna zaporedja operacij, pri katerih vsako lu¢ spremeni kvecjemu ena
operacija.

Ce primerjamo, kje se istolezni znaki zadetnega in kon¢nega stanja luéi razliku-
jejo, bomo videli, katerim luc¢em je treba stanje spremeniti. Vsaka operacija lahko
poskrbi za najvec eno strnjeno skupino takih lu¢i. Najmanjse stevilo operacij dobimo
torej tako, da imamo za vsako tdko strnjeno skupino po natanko eno operacijo.

#include <iostream>
using namespace std;

void Luci(int n, const char *zacetno, const char *koncno)
{
for (int j = 0; j < n; ++j)
{
int i = j; while (j < n && zacetno[j] != koncno[j]) ++ij;
// Luéi od vkljuéno i do vkljuéno j — 1 se morajo spremeniti, lu¢ j pa ne ve¢
// (zato lahko v naslednji iteraciji zunanje zanke nadaljujemo pri j + 1).
// Pri izpisu uporabimo $tevila od 1 do n namesto od 0 do n — 1.
if (i <j)cout << (i+1) << " " << j << endl;
}
}

Oglejmo si Se malo drugacno, a enako dobro resitev. Recimo, da imamo k strnjenih
skupin lu¢i, ki jim je treba spremeniti stanje, pri ¢emer i-ta skupina (gledano od
leve proti desni) pokriva luéi od a; do b;. Z eno operacijo lahko spremenimo stanje
vseh luci od a1 do by,; s tem pride vseh prej omenjenih n skupin luci v pravo stanje,
vendar pa so zdaj v napac¢nem stanju luc¢i od b1 + 1 do a2 — 1, pa od b2 + 1 do
a3z — 1 in tako naprej. Tako imamo torej zdaj k — 1 strnjenih skupin ludi, ki jim je
treba spremeniti stanje; ¢e nadaljujemo na enak nacin kot prej, bomo s¢asoma dobili
resitev s k operacijami, torej enako dobro kot pri nasi prvi resitvi. Tako imamo torej
resitev, ki na vsakem koraku poisce najbolj levo in najbolj desno luc, ki jo je treba
spremeniti, in z eno operacijo spremeni njiju in vse lu¢i med njima:

void Luci2(int n, const char *zacetno, const char *koncno)

bool razlicna = true; inti =0, j=n — 1;
while (i <=j)

// Pomaknimo i v desno in j v levo do prvega mesta, kjer se zacetno in koné&no
// stanje razlikuje oz. ujema (odvisno od spremenljivke , razlicno").

while (i <= j && ((zacetnoli] != koncnoli]) |= razlicna)) ++i;

while (i <= j && ((zacetnol[j] != koncno[j]) != razlicna)) ——j;

if (i > j) break;

// Spremenimo stanje luci od vkljuéno i do vkljuéno j.

cout << (i+1) << " " << (j+ 1) << endl;

+-i; ——j; razlicna = !razlicna;
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}
}

3. Planinarjenje

Recimo, da nas, tako kot na sliki v besedilu naloge, zanima relativna visina vrha
A. Pojdimo od A v desno, dokler ne naletimo na prvi visji vrh, recimo d(A); in naj
bo D4 najnizja dolina na tako prehojeni poti. Podobno pojdimo od A Se v levo do
prvega visjega vrha, recimo £(A), in naj bo L4 najnizja dolina na tako prehojeni
poti. Vzemimo za K4 visjo izmed dolin L4 in D4. Ce voda naraste do viine Ka,
bo vrh A locen tako od levega visjega vrha kot od desnega, torej bo najvisji na
svojem otoku; po drugi strani, ¢e voda naraste do kaksne nizje viSine, bo A $e vedno
na istem otoku kot vsaj eden od omenjenih vi§jih vrhov (namreé tisti, pri katerem
je najnizja dolina med A in njim na viSini K4). Torej je K4 ravno tista viSina, o
kateri govori naloga pri definiciji topografske prominence; topografska prominenca
vrha A je razlika med njegovo viSino in visino doline K 4.

Ce morda desno od A-ja sploh ni nobenega vigjega vrha, nas torej desna stran
vrh svojega otoka; to lahko zajamemo v gornji razmislek tako, da za D4 vzamemo
tocko visine 0 na koncu vhodnih podatkov. Podobno tudi za L4, Ce levo od A-ja ni
nobenega visjega vrha, vzamemo tocko visine 0 na zacetku vhodnih podatkov.

Vprasanje je torej zdaj, kako za vsak vrh A poiskati naslednji visji vrh v vsaki
smeri (levo in desno) ter najnizjo dolino na poti do njega. Tega seveda ne bi bilo
tezko poceti z zanko, toda ¢e bomo taksno zanko izvedli za vsak vrh A, bo imel nas
postopek na koncu ¢asovno zahtevnost O(n2), pri cemer n pomeni dolzino vhodnega
zaporedja:

#include <vector>
#include <algorithm>

#include <iostream>
using namespace std;

void Planinarjenjel(const vector<int> &v)

int n = v.size();

for (inti=1,i<n;i+=2)

{
int A = vl[i];
// Pojdimo v levo do naslednjega visjega vrha in si zapomnimo najniZjo dolino na poti.
int L =A; for (intj =i; ] >= 0 && v[j] <= A; ——j) L = min(L, v[j]);
// Nato naredimo enako se v desno.
int D =A; for (int j =1i; j < n && v[j] <= A; ++j) D = min(D, v[j]);
// lzraéunajmo topografsko prominenco vrha A in jo izpisimo.
cout << (A — max(L, D)) << endl;

}

}

Z malo pazljivosti pa lahko z enim samim prehodom ¢&ez podatke, v O(n) casa,
dolo¢imo wsem vrhovom A najblizji vrh na desni ter najnizjo dolino na poti do
njega. Tako bomo za vsak A dobili njegov D4, nato pa bomo podobno pregledali
vhodno zaporedje e v nasprotni smeri in za vsak A dobili Se njegov L 4.
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Recimo, da smo trenutno pri vrhu A; naj bo D(A) zaporedje vrhov d(A), d(d(A))
in tako naprej — vsak je visji od prejsSnjega in lezi desno od njega. Prvi od njih je
ravno d(A), ki nas zanima. Recimo zdaj, da se od A premaknemo levo do naslednjega
vrha, na primer B. Zdaj nas zanima D(B); ali ga lahko poceni dobimo iz D(A)?
Ce je B nizji od A, bo d(B) = A, zato dobimo D(B) iz D(A) tako, da slednjemu
na levem koncu dodamo $e A. Ce pa je B vsaj tako visok kot A, potem mora d(B)
lezati desno od A; in ker bo d(B) vi§ji od B, bo vi§ji tudi od A; prvi primerni
kandidat za d(B) je torej kar d(A). Ce je tudi ta prenizek, bo naslednji primerni
kandidat Sele d(d(A)) in tako naprej. Zakljuéimo torej lahko, da dobimo D(B) iz
D(A) v vsakem primeru tako, da slednjemu na levem koncu dodamo A in nato
z levega konca pobrisemo vse vrhove, ki niso visji od B. Ker moramo ves cas
brisati in dodajati na levem koncu zaporedja D, je primerna podatkovna struktura
za predstavitev tega zaporedja sklad, pri cemer vrh sklada predstavlja levi konec
zaporedja. Tako bo prav na vrhu sklada vedno ravno tisti vrh, ki ga potrebujemo
za d(A). Ko se premikamo od desne proti levi po vhodnem zaporedju, dodamo
vsak vrh enkrat na sklad in ga najve¢ enkrat pobrisemo s sklada, zato je ¢asovna
zahtevnost vseh teh operacij skupaj le O(n).

Res pa je, da nas pravzaprav ne zanima toliko d(A) sam po sebi, pa¢ pa najnizja
dolina med njim in A — to je Da, ki ga potrebujemo pri dolo¢anju topografske
prominence A-ja. Na skladu je torej koristno ob vsakem vrhu hraniti Se najnizjo
dolino na poti od tega vrha do naslednjega visjega vrha (tistega, ki je na skladu
eno mesto pod trenutnim vrhom). Ko pobiramo vrhove s sklada, lahko spotoma 3e
racunamo minimalno visino pripadajoc¢ih dolin, pa bomo na koncu dobili najnizjo
dolino med A in d(A).

Oglejmo si implementacijo te resitve v C++. V prvem prehodu pregledamo
vhodno zaporedje od desne proti levi, racunamo D 4-je in jih shranjujemo v vektor
D; v drugem prehodu pa pregledamo vhodno zaporedje od leve proti desni, racunamo
L s-je in skupaj z D a-ji (shranjenimi iz prvega prehoda) Se topografske prominence,
ki jih tudi sproti izpisujemo.

#include <stack>

vector<int> Planinarjenje2(const vector<int> &v)

struct Par { int vrh, dno; };
int n = v.size(); vector<int> D(n / 2);
for (int prehod = 1; prehod <= 2; ++prehod) {

// V prvem prehodu gremo od desne proti levi, v drugem pa od leve proti desni.
stack<Par> S; S.push({—1, 0});
for (intj=1,j<nj+=2){

inti =prehod==27j:n—-1—j;

int A =V[i], C =v[prehod ==27i—-1:i+1];

// Trenutni vrh je A, pred njim je dolina C. Pojdimo nazaj po zaporedju

// do naslednjega visjega vrha, v C pa racunajmo najniZjo dolino na tej poti.

while (C > 0 && S.top().vrh <= A) {

C = min(C, S.top().dno); S.pop(); }

// Dodajmo na sklad trenutni vrh ter najnizjo dolino na poti do
S.push({A, C}); // naslednjega visjega vrha.

// Pri prvem prehodu (od desne proti levi) si C le zapomnimo.
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if (prehod == 1) D[i / 2] = C;

// Pri drugem prehodu (od leve proti desni) pa lahko Ze izracunamo topografsko
else cout << A — max(D[i / 2], C) << endl; } } // prominenco.

4. Sedezni red

Naloga pravi, da je Stevilo stolpcev m sodo; recimo torej, da je m = 2k. V posamezno
vrsto lahko torej postavimo najvec k deckov, saj bi drugace neizogibno morala sedeti
dva skupaj v isti vrsti. Enako velja tudi za deklice. Ce je torej enih in/ali drugih
ve¢ kot k - n, lahko takoj zaklju¢imo, da razporeda, kakrsnega zahteva naloga, ni
mogoce sestaviti.

Recimo torej zdaj, da je deckov kvecjemu k - n, deklic pa tudi. Potem lahko
sestavimo razpored, pri katerem sedijo v lihih stolpcih samo decki, v sodih pa samo
deklice. Decke poljubno razdelimo v skupine po n, dokler jih pa¢ ne zmanjka (na-
stane najve¢ k skupin, pri ¢emer je v zadnji lahko tudi manj kot n otrok). Vsako
skupino razporedimo v enega od lihih stolpcev (teh je k, torej vsaj toliko kot sku-
pin), pri ¢emer seveda otroke v skupini uredimo po visini in jih postavimo tako, da
so visji bolj zadaj. Nato enako naredimo Se z deklicami.

#include <vector>

#include <algorithm>

using namespace std;

struct Otrok { int visina; char spol; };

bool Razporedi(int stVrstic, int stStolpcev, const vector<Otrok> &otroci)

// Prestejmo decke in deklice posebej.
int stDeckov = 0, stDeklic = 0;
for (auto &O : otroci) if (O.spol == 'M') ++stDeckov; else ++stDeklic;

// Ce je enih ali drugih preve, primernega razporeda ni.
if (max(stDeckov, stDeklic) > stVrstic * (stStolpcev / 2)) return false;

// Razdelimo jih v stolpce.
vector<vector<Otrok>> stolpci(stStolpcev); stDeckov = 0; stDeklic = 0;
for (auto &O : otroci)
if (O.spol == 'M') stolpci[2 * (stDeckov++ / stVrstic)].push_back(O);
else stolpci[2 * (stDeklic++ / stVrstic) + 1].push_back(O);

// Vsak stolpec uredimo padajoce po visini.
for (auto &stolpec : stolpci) sort(stolpec.begin(), stolpec.end(),
[] (const auto &x, const auto &y) { return x.visina > y.visina; });
// lzpisimo rezultate (od zadnjih vrstic proti sprednjim).
for (int y = 0; y < stVrstic; ++vy)
for (int x = 0; x < stStolpcev; ++x) {
if (stolpci[x].size() <=y) printf(" ");
else printf("%3d%c", stolpci[x][y].visina, stoIpC|[x][y] spol);
putchar(x == stStolpcev — 1 7 '\n' : i}

return true,

}

Se en naéin da pridemo do primernega razporeda pa je naslednji’ uredimo vse



80 17. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

v predzadnjo vrsto naslednjih k po viSini in tako naprej. Nato naredimo enako sSe
z deklicami, le da jih posiljamo v sode stolpce. ManjsSa slabost pri tej resitvi je, da
moramo urejati do k - n otrok naenkrat (vse decke ali vse deklice), pri prejsnji pa
smo jih urejali le po n naenkrat (vsak stolpec posebej).

5. Zabe

Razdaljo med tockama (z,y) in (z’,y’) oznaéimo z d(z,y,z’,y’) = ((x — ') + (y —
y')*)Y/2. Ker se 7abe premikajo s hitrostjo ene enote na sekundo, je d(z,y,z’,y’)
tudi ¢as, v katerem Zaba pride od tocke (z,y) do (z',y').

Za vsako zabo izracunajmo najkrajsi cas, v katerem lahko ujame muho in pride v
koordinatno izhodis¢e — recimo temu 75 za s-to zabo. Da ga izracunamo, pojdimo
v zanki po vseh polozajih vsakega roja; s-ta zaba lahko ujame muho na j-tem
postanku i-tega roja le v primeru, ¢e lahko od svojega zacetnega polozaja (as,bs)
pride do tocke (z;,j,v:,j) v ti,; ali manj ¢asa (sicer ji bo roj usel naprej po svoji poti,
Se preden bo prisla do tja). Ce je ta pogoj izpolnjen, gre potem lahko Zaba ob ¢asu
t;,; naprej proti koordinatnemu izhodi$¢éu in ga doseze po d(z;,j, yi,j,0,0) Casa.

Mogoce je tudi, da zaba ne more ujeti nobene muhe, ker je predale¢ od vseh
polozajev vsakega roja; takrat si mislimo zanjo Ts = oo.

Naloga pravi, da je dovolj, ¢e muhe lovi k zab, ostale pa gredo lahko narav-
nost od svojega zacetnega polozaja proti koordinatnemu izhodis¢u. Za taksno pot
porabi s-ta zaba U, := d(as,bs,0,0) ¢asa. Mnozico zab, ki lovijo muhe, ozna-
¢imo z A; Cas, ko se vse zabe zberejo v koordinatnem izhodis¢u, je potem f(A) =
max{maxseca Ts, maxsga Us}.

Za vsako zabo seveda velja Us < T, kajti pri Us potuje ta zaba od zacetnega
polozaja naravnost v koordinatno izhodisce, pri Ts pa naredi vmes Se ovinek do
kraja, kjer bo ujela muho (in morda tam celo $e ¢aka, da bo roj sploh prisel tja);
zato ima pri Us zaba krajso pot (trikotniska neenakost) kot pri Ts. To pa pomeni,
da ni nobene koristi od tega, da bi muhe lovilo ve¢ zab, kot je nujno potrebno, kajti
v resitvi, kjer lovi muhe ve¢ kot k zab, lahko kaksno od njih posljemo naravnost
v koordinatno izhodiSc¢e, pa se resSitev ne bo ni¢ poslabsala: ¢e zabo s vrzemo iz
mnozice A, bo odslej v f(A) prispevala manjso vrednost U, namesto vecje vrednosti
Ts, torej maksimum tega po vseh zabah ne bo ni¢ vecji kot prej.

Lahko se torej omejimo na resitve, kjer muhe lovi natanko k zab. Recimo, da
zabe ostevil¢imo narascajoCe po Ts, tako da je Th < Th < ... < T,. Potem je
najbolje, ¢e na lov posljemo kar prvih k Zab, torej vzamemo A = {1,2,...,k}.
Prepricajmo se, da je to res. Recimo, da bi obstajala neka Se boljsa resitev B. Ker
tudi tam lovi muhe le k Zab in ker sta mnozici A in B razli¢ni, mora obstajati neka
zaba i < k, ki v A lovi muhe, v B pa ne; in obstajati mora tudi neka zaba j > k, ki
lovi muhe v B, ne pa v A. Recimo, da bi v B tema dvema zabama zamenjali vlogi,
tako da bi ¢ lovila muho, j pa ne; dobimo resitev C' := B — {j} U {i}. Zaradi te
spremembe porabi zaba j zdaj manj ali enako ¢asa kot prej (U; namesto T}), zaba
i pa porabi zdaj manj ¢asa (namrec¢ T;), kot ga je zaba j porabila prej (namre¢ Tj;
spomnimo se, da je i < k < j, zato je T; < Tj;). Maksimum porabljenega ¢asa po
obeh zabah torej ni zdaj v C' ni¢ vedji, kot je bil prej v B, ostalim zabam pa se Cas
sploh ni spremenil. Torej je C' vsaj tako dobra resitev kot B, poleg tega pa se ujema
z naso resitvijo A v eni zabi ve¢ kot B. Tako bi lahko nadaljevali in resitev korak za
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korakom spremenili v A, ne da bi se kdaj poslabsala; torej je tudi A bila optimalna
resitev.
Oglejmo si se implementacijo te resitve v C++:

#include <vector>
F#include <utility>
#include <algorithm>
F#include <limits>
#include <cmath>
using namespace std;

struct Tocka { double x, y; };
struct Postanek { Tocka kje; double kdaj; };

// lzraéuna razdaljo med to¢kama in s tem tudi as, ki ga Zaba porabi za pot med njima.
double D(const Tocka &a, const Tocka &b) {
double dx = a.x — b.x, dy = a.y — b.y; return sqrt(dx * dx + dy * dy); }

double Zabe(const vector<Tocka>& zabe, const vector<vector<Postanek>>& roji, int k)

const Tocka cilj { 0, 0 };
vector<pair<double, double>> casi; // pari (Ts,Us)

for (const Tocka &zaba : zabe)

{

// lzraéunajmo najkrajsi &as, v katerem lahko ta Zaba ujame muho in pride na cilj.
double T = numeric_limits<double>::infinity();
for (auto &roj: roji) for (auto &postanek : roj)

// Ali lahko Zaba pravoéasno doseZe kraj postanka?
if (D(zaba, postanek.kje) <= postanek.kdaj)
// Ce po postanku nadaljuje pot, kdaj doseZe cilj?
T = min(T, postanek.kdaj + D(postanek.kje, cilj));
// lzraéunajmo Se najkrajsi ¢as, v katerem lahko pride Zaba na cilj brez lova na muho.
casi.emplace_back(T, D(zaba, cilj));
}
// Uredimo Zabe po Ts.
sort(casi.begin(), casi.end());

// Prvih k Zab bo lovilo muhe in porabilo Ts &asa, ostale gredo
// naravnost na cilj in porabijo Us ¢asa.
double rezultat = 0;
for (int s = 0; s < zabe.size(); ++s)
rezultat = max(rezultat, s < k ? casi[s].first : casi[s].second);

return rezultat;

}

Namesto da urejamo vse zabe po c¢asu Ts, bi lahko zabo s k-tim najmanjsim T
poiskali s postopkom quickselect (v C++ovi standardni knjiznici ga imamo kot
funkcijo nth_element). Tako bi se ¢asovna zahtevnost zadnjega dela reSitve zmanjsala
z O(zlog z) (zaradi urejanja) na O(z). Vendar pa od te izboljsave ni veliko koristi,
saj si lahko predstavljamo, da bo resitev ponavadi vecino Casa porabila za zanko na
zacetku, ki gre za vsako zabo po vseh postankih vseh rojev.
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1. Mastermind

Razmislimo najprej o tem, kako izracunati odgovor o = (01, 02), ki ga dobimo, ¢e
pri ugibanju predlagamo zaporedje v = (u1,...,un), pravo zaporedje pa je z =
(zl, ceey zn) Zetonov prave barve na pravem mestu ni tezko presteti (to bo o1), ¢e
gremo v zanki po indeksih od 1 do n in primerjamo istolezne zetone. Ce pa pri nekem
indeksu ¢ pride do neujemanja (torej e velja u; # 0;), je Zeton u; morda prave barve
na napac¢nem mestu. Natanc¢neje povedano: recimo, da v neujemanjih v zaporedju
u nastopa hy[b] Zetonov barve b, v zaporedju z pa h.[b] Zetonov barve b. Potem
lahko za Zetone prave barve na pravem mestu razglasimo min{h[b], h.[b]} Zetonov
— torej vse take zetone v u-ju, ¢e jih ni ve¢ kot v z-ju, sicer pa le toliko, kolikor jih
je v z-ju. Ob prvem prehodu ¢ez zaporedji torej racunajmo oba ,histograma“ (torej
tabeli h, in h., ki za vsako barvo povesta Stevilo zetonov te barve na neujemajocih
se mestih zaporedij u oz. z), nato pa seStejmo min{h.[b], h.[b]} po vseh barvah b in
tako dobimo drugi del odgovora, stevilo os.

Prvi del naloge zahteva, da prestejemo vsa skladna zaporedja; pravzaprav jih
bomo tudi nekam shranili, ker bodo prisla prav pri drugem delu naloge. Pojdimo
po vseh moznih zaporedjih z (teh je m”™, ker imamo za vsako od n mest po m mo-
7nosti, katere barve zeton je tam) in za vsako preverimo, ali bi dobili, ¢e bi bilo
to zaporedje pravo, pri dosedanjih ugibanjih ravno tiste odgovore, ki so zapisani
v vhodnih podatkih. V ta namen uporabimo Se vgnezdeno zanko po dosedanjih
ugibanjih; ¢im pri kaksnem ugibanju vidimo, da bi bil odgovor pri z-ju drugacen
od tistega v vhodnih podatkih, lahko nad trenutnim z obupamo in se lotimo na-
slednjega.* Na koncu nam tako nastane mnozica zaporedij, ki so skladna z vsemi
dosedanjimi ugibanji; recimo ji S.

Malo vec¢ dela pa je z drugim delom naloge. Pojdimo po vseh m™ moznih
zaporedjih p, ki bi jih igralec lahko predlagal v naslednjem ugibanju. Pri raz-
licnih kandidatih z € S bi ob takem ugibanju lahko nastali razli¢ni odgovori o;
lahko si predstavljamo, da je ugibanje p razbilo mnozico S na podmnozice oblike
Sp,o :={z € S : odgovor(p, z) = o}. Z vidika igralca se torej, ¢e na ugibanje p dobi
odgovor o, mnozica kandidatov zmanjsa s S na Sp,. V za igralca najslabsem pri-
meru je torej mnozica kandidatov po takem ugibanju ravno najvecja od vseh Sp o,
tako da mu ostane po ugibanju se J(p) := max, |Sp,o| kandidatov. Vrednost J(p) si
lahko predstavljamo kot ,,oceno“ ugibanja p; naloga sprasuje, pri koliko razli¢nih p
nastopi najmanjsa (in s tem najugodnejsa) moZna ocena, torej min, J(p). Ce torej
za vsak p izraGunamo oceno J(p), ni tezko doloéiti najmanjse ocene in tudi Steti, pri
koliko p-jih je nastopila. Ocene posameznega p-ja pa tudi ni tezko racunati: lahko
vzdrzujemo tabelo z velikostmi mnozic Sy, za vse mozne odgovore o; na zacetku
postavimo vse te velikosti na 0, nato pa gremo po vseh skladnih zaporedjih z € S,

4Vse mozne z lahko generiramo z rekurzijo in pri tem do neke mere e sproti preverjamo, ali
je trenutno zaporedje sploh Se mogoce podaljsati do necesa, kar bo skladno z vsemi dosedanjimi
ugibanji in odgovori nanje. Na primer, morda je bilo pri kak$nem ugibanju Ze z doslej zgeneri-
ranim delom z-ja toliko ujemanj, da bo na koncu vrednost o; gotovo vecja od tiste v vhodnih
podatkih. Vendar pa pri nasih testnih primerih ni nobene potrebe po tovrstnih optimizacijah,
saj bo nas program levji delez casa tako ali tako porabil za drugi del naloge.
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pri vsakem izra¢unamo odgovor o = odgovor(p, z) in povecamo v tabeli velikost
mnozice Sp o za 1.

Oglejmo si implementacijo taksne resitve v C++. Za nastevanje vseh moznih
zaporedij lahko uporabimo kar zanko, ki gre po stevilih od 0 do m™ — 1 in vsako
od njih sproti pretvori v zaporedje n Stevil (enako kot pri pretvorbi Stevila v m-iski
Stevilski sestav). Podobno tudi odgovor o = (01, 02) predstavimo s Stevilom o1 (m +
1)4o02. Za $tetje velikosti mnozic S, , imamo tabelo stKand; ker bo ocena trenutnega
p-ja na koncu enaka maksimumu po vseh vrednostih te tabele, lahko nad tem p-jem
takoj obupamo, ¢e kaksna vrednost v tabeli preseze najmanjso dosedanjo oceno; ta
drobna optimizacija skrajsa ¢as izvajanja za ve¢ kot polovico (je pa program tudi
brez nje ve¢ kot dovolj hiter).

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

enum { MaxN = 5, MaxM = 8 };
int n, m; // m barv, n Zetonov v zaporedju

int Odgovor(int ugibanje, int prava)
{
// hu[b], hp[b] = stevilo takih Zetonov barve b (v ,ugibanje” oz. , prava®),
// ki niso prave barve na pravem mestu.
int hu[MaxM] = {}, hp[MaxM] = {};
int pp =0, pn = 0; // $t. pravih na pravem mestu, pravih na napacnem mestu
for (int i =0;i < n; ++i) {
// lzlus¢imo naslednji Zeton obeh zaporedij.
int zu = ugibanje % m; ugibanje /= m;
int zp = prava % m; prava /= m;
// Preverimo, ali se ujemata; ce ne, popravimo oba histograma.
if (zu == zp) ++pp; else ++hufzu], ++hp[zp]; }
// Iz histogramov izraéunajmo Stevilo pravih barv na napaénem mestu.
for (int b = 0; b < m; ++b) pn += min(hu[b], hp[b]);
// Oba odgovora, pp in pn, zapakirajmo v eno samo Stevilo.
return pp * (n + 1) + pn;

}

int main()
{
// Preberimo dosedanja ugibanja in odgovore.
int k; cin > n > m >> k;
vector<int> prejsnja(k), odgovori(k);
for (inti =0;i < k; ++i) {
// Preberimo zaporedje in ga zapakirajmo v Stevilo u.
intu=0;
for (intj=0;j<n;++j) {intb;cin > bju=u*m+ (b—1);}
// Preberimo odgovor.
int pp, pn; cin >> pp >> pn;
prejsnjafi] = u; odgovori[i] = pp * (n + 1) + pn; }
// Poglejmo, katera zaporedja so skladna z vsemi dosedanjimi odgovori.
vector<int> skladna;
int stVseh = 1; for (int i = 0; i < n; ++i) stVseh *= m;
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for (int z = 0; z < stVseh; ++z) {
int i = 0; while (i < k && Odgovor(z, prejsnja[i]) == odgovori[i]) ++i;
if (i == k) skladna.push_back(z); }

// Ocenimo vse moznosti glede naslednjega ugibanja.

int najOcena = stVseh + 1, stNaj = —1;

for (int p = 0; p < stVseh; ++p)

// Ce za naslednje ugibanje vzamemo p, nam mnoZica ,,skladna* dosedanjih
// kandidatov z razpade na podmnoZice glede na Odgovor(p, z).
// Ocena p-ja je velikost najvedje izmed teh mnoZic.
int ocena = 0, stKand[(MaxN + 1) * (MaxN + 1)] = {};
for (int z : skladna) {
ocena = max(ocena, +-+stKand[Odgovor(p, z)]);
if (ocena > najOcena) break; } // Ta z gotovo ne bo dal najboljse ocene.
// Zapomnimo si najniZjo oceno in to, pri koliko p-jih smo jo dobili.
if (ocena < najOcena) najOcena = ocena, stNaj = 1;
else if (ocena == najOcena) ++stNaj;

}

// lzpisimo rezultate.
cout << skladna.size() << endl << stNaj << endl; return 0;

}

2. Dolgovi

Kot vidimo iz omejitev v besedilu naloge, lahko testne primere razdelimo na vec
skupin z vse vecjimi in tezjimi primeri. Priblizno tako lahko razmisljamo tudi o
resitvi; zacnimo s preprosto resitvijo za najmanjse primere in potem poglejmo, kaj
bo treba v njej izboljsati.

Pri najmanjsih testnih primerih je dovolj ze imeti nekaksen seznam oz. tabelo,
v kateri hranimo imena ljudi, njihove dolgove in podatek o tem, ali so v skupini ali
ne. Poleg tega hranimo v neki spremenljivki tudi stevilo ljudi v skupini. Pri vsakem
dogodku se sprehodimo po tabeli in popravimo podatke o prisotnosti v skupini (ée je
trenutni dogodek prihod ali odhod) oz. o dolgovih (¢e je trenutni dogodek placilo).
Tako imamo resitev s ¢asovno zahtevnostjo O(n - q).

Potem imamo skupino testnih primerov, kjer je veliko prihodov in odhodov,
vendar vedno le po enega cloveka naenkrat; ljudi in placil pa je malo. Zdaj si
ne moremo privosciti, da bi pri vsakem prihodu in odhodu pregledali celo tabelo.
Namesto tabele bi lahko uporabili slovar oz. razprseno tabelo, v kateri bi bili kljuci
imena, pripadajoce vrednosti pa dolgovi in podatki o pripadnosti skupini; tako bi
lahko dodajali in brisali ljudi v O(1) ¢asa. Toda te resitve ne bi mogli posplositi
na primere s prefiksnimi operacijami, saj so v razprseni tabeli razlicna imena z
istim prefiksom preve¢ razmetana naokrog. Namesto tega si raje pripravimo urejeno
tabelo vseh n imen, ki se kdajkoli pojavijo v vhodnih podatkih; pri dodajanju ali
brisanju posameznega Cloveka lahko z bisekcijo poiséemo, kje v tabeli se nahaja.
Tako porabimo O(logn) ¢asa za dodajanje ali brisanje posameznega cloveka, pri
pladilu pa moramo iti Se vedno po celi tabeli in porabimo O(n) ¢asa.

Pri naslednji skupini testnih primerov so prihodi in odhodi e vedno le posami¢ni
(ne pa prefiksni), vendar je lahko zdaj tudi placil veliko, zato si ne moremo ved
privosciti, da bi 8li pri vsakem placilu po vseh ljudeh (niti po vseh ljudeh v skupini) in
jim popravljali dolgove. Opazimo lahko, da je pri posameznem placilu ta sprememba
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dolgd enaka za vse ljudi, ki so takrat v skupini; recimo, da je pri t-tem placilu ta
sprememba enaka A;. Ce se je neki posameznik pridruzil skupini tik za r-tim
placilom in jo zapustil tik za t-tim, se mu je v tem casu dolg spremenil za A,41 +
Arya+ ...+ A¢. S tem, ko smo pri nasi dosedanji resitvi pri vsakem placilu sli po
vseh ¢lanih skupine in jim popravljali dolgove, smo pri njih pravzaprav postopoma
racunali taksne vsote po ve¢ zaporednih A;. Cenejsi nacin za izracun taksne vsote
pa je, da si pripravimo delne (kumulativne) vsote zaporedja A;: naj bo torej s; vsota
prvih ¢ ¢lenov zaporedja Ay, torej so = 0 in s¢ = s¢—1 + A:. Potem lahko vsoto
Nri1+ Drgo+ ...+ A rac¢unamo kot s; — s; namesto da dolg ¢loveka popravljamo
pri vsakem placilu, ki nastopi, medtem ko je ta c¢lovek v skupini, bi torej lahko ob
njegovem prihodu odsteli od njegovega dolga s, in mu nato ob odhodu pristeli s;.
Tako imamo zdaj z vsakim plaéilom le O(1) dela, saj moramo le izracunati A; (deliti
znesek placila s Stevilom ljudi v skupini) in s;. Posamezno dodajanje ali brisanje Se
vedno traja O(logn) ¢asa in skupaj bo ¢asovna zahtevnost taksne resitve O(qlogn).

V zadnji skupini testnih primerov se pojavijo tudi prefiksna dodajanja in bri-
sanja. Ker imamo imena urejena po abecedi, tvorijo tista, ki se za¢nejo na neki
dani prefiks, strnjeno podzaporedje nasega seznama imen; zacetek in konec tega
podzaporedja lahko pois¢emo z bisekcijo. Preve¢ ¢asa bi nam vzelo, ¢e bi hoteli
zdaj vsakemu cloveku v tem podzaporedju posebej povecati ali zmanjsati dolg za
trenutno vsoto s;; potrebujemo torej nacin, da bomo lahko hkrati spremenili dolg
ve¢ zaporednim ljudem (vsem za enako koli¢ino).

Pomagamo si lahko z neke vrste drevesom segmentov; nad tabelo za dolgove po-
sameznih ljudi zgradimo se tabelo za dolgove po dveh, stirih, osmih itd. zaporednih
ljudi. Tako imamo skladovnico tabel T}, za 0 < h < |log, n]. Tabela Ty, ima |n/2"]
elementov, pri ¢emer element T}[i] vsebuje znesek dolga, ki velja za vse ljudi od
i-2" do (i +1)-2" — 1. (Pri tem si mislimo, da so indeksi v tabelah od 0 naprej,
pa tudi ljudje so osteviléeni od 0 do n — 1 v abecednem vrstnem redu.) Da dobimo
pravi dolg osebe ¢, moramo zdaj sesteti po vseh tabelah tiste elemente, ki to osebo
pokrivajo, torej >, Tn[[i/2"]].

Element Th4+1[i] pokriva natan¢no isto skupino ljudi kot elementa T3[2i] in
Tr[2t+1] skupaj. Recimo, da Zelimo povedati dolgove ljudi od L do vkljuéno D—1 za
s. Naivna resitev bi to naredila tako, da bi s pristela elementom Ty[L], ..., To[D—1].
Toda ce sta L in D soda, lahko enak u¢inek dosezemo, Ce za s povecamo elemente
Ti[L/2],...,T1[D/2— 1], torej polovico manj elementov v naslednji tabeli. (Ce L ni
bil sod, lahko povecamo Ty[L] za s in nato poveéamo L za 1, s ¢imer ta postane sod;
in podobno, ¢e D ni bil sod, lahko poveéamo Typ[D — 1] za s in odtlej zmanjsamo D
za 1, s ¢imer postane sod.) Podobno razmiSljamo tudi pri tabeli T3 in tako naprej;
pridemo do naslednjega postopka:

postopek PREFIKSNIDOGODEK(L, D, s):
h:=0;
while L < D:
Ce je L lih: povecaj Ty[L] za s; L :== L+ 1;
¢e je D lih: D := D — 1; povecaj Ty[D] za s;
L:=L/2;D:=D/2; h:=h+1;

Casovna zahtevnost tega postopka je O(logn), saj pri vsakem h spremeni najve¢
dva elementa tabele T},; tako lahko prefiksno dodajanje ali brisanje izvedemo v samo
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O(logn) Casa.

Prefiksni dogodki nam zapletejo resitev Se zaradi neCesa drugega: naloga pravi,
da pri takem dogodku pridejo oz. odidejo le tisti ljudje, ki se jim ime za¢ne na dani
prefiks in ki so nekoc prej Ze bili dodani v skupino. To pomeni, da nas gornji po-
stopek, ki je spremenil dolgove vseh ljudi od L do D — 1, pravzaprav ni bil dober;
moral bi spremeniti dolgove samo tistih, ki so bili kdaj prej ze v skupini, toda ce
bi hoteli to preveriti za vsakega od ljudi na tem intervalu, bi postopek spet trajal
O(n) ¢asa. Pomagamo si lahko takole: gornji postopek obdrzimo brez sprememb,
toda vzdrzujmo tudi neko tabelo, ki nam za vsakega cloveka pove, ali je bil ze kdaj
v skupini. Naloga zagotavlja, da prvi prihod c¢loveka v skupino gotovo nastopi s
posamicnim dodajanjem, ne s prefiksnim; pri posamicnem dodajanju torej preve-
rimo, ali je ta clovek ze bil v skupini; ¢e ni bil, izrac¢unajmo njegov dosedanji dolg
(ki se je nabral zaradi dosedanjih prefiksnih dohodkov in ki je v resnici popolnoma
neupravicen, saj se na tega ¢loveka dosedanji prefiksni dohodki niso nanagali) po
prej omenjeni formuli ) -, Tn[i/2" ] (kjer je 4 Stevilka ¢loveka, ki zdaj prvi¢ prihaja
v skupino) in ga nato odstejmo od Tp[i]; tako bo njegov dolg priSel na 0, kar je zdaj
tudi njegova prava vrednost.

Naslednji zaplet, povezan s prefiksnimi dogodki, se nanasa na placila. Ko nekdo
placa znesek z, se dolgovi ¢lanov skupine povecajo za z/k, kjer je k Stevilo ljudi v
skupini. Vrednost & moramo torej znati vzdrzevati tudi pri prefiksnih dodajanjih
in brisanjih. Spomnimo se, da prefiksna operacija ne doda v skupino (ali pobriSe iz
nje) vseh ljudi od L do D —1, paé pa le tiste od njih, ki so bili kdaj prej ze v skupini.
Znati moramo torej hitro izracunati, koliko ljudi s takega intervala je bilo kdaj prej
ze v skupini. Tudi za to lahko uporabimo segmentno drevo; poleg tabel T}, imejmo
Se tabele Z,, pri ¢emer Zj[i] pove, koliko ljudi od 7 - 2" do (i 4+ 1) - 2" — 1 je bilo
doslej ze v skupini. Ko neki ¢lovek ¢ prvic¢ vstopi v skupino, povecamo pri vsakem h
element Zj[|i/2"|] za 1. Postopek PREFIKSNIDOGODEK pa je treba dopolniti tako,
da kadarkoli poveca neko vrednost Ty [i] za s, mora tudi povecati (¢e gre za prefiksno
dodajanje) ali zmanjsati (Ce gre za brisanje) k (torej Stevilo ljudi v skupini) za Z|i].

Se en zaplet pa nastopi na koncu, ko hoéemo izpisati rezultate. Za ljudi, ki so
takrat Se v skupini, smo v segmentnem drevesu sicer zmanjsali njihov dolg za vsoto
si, ki je veljala ob njihovem prihodu, nismo pa ga Se povecali za vsoto s;, ki velja
zdaj na koncu. To moramo torej narediti zdaj, vendar moramo za to vedeti, kateri
ljudje so v skupini. V ta namen lahko nase segmentno drevo se dopolnimo: poleg
tabel T} in Z; imejmo Se tabele Pj, in Oy s c¢asi prihodov oz. odhodov. Ko nas
postopek PREFIKSNIDOGODEK poveéa vrednost Tj[i] za s, mora zdaj tudi vpisati
trenutni ,,¢as“ (zaporedno Stevilko dogodka, pri katerem smo) v element Py [i] (e gre
za prefiksni prihod) oz. Oy[i] (¢e gre za odhod). Na koncu lahko za vsakega ¢loveka
i izradunamo Cas zadnjega prihoda kot maxy, Py,[|i/2"|] in podobno ¢as zadnjega
odhoda; ce je zadnji prihod kasnejsi kot zadnji odhod, je ta clovek zdaj Se v skupini,
sicer pa ne.

Tako smo dobili resitev, ki podpira tudi prefiksne dogodke, pri tem pa se vedno
porabi le O(logn) ¢asa za vsak dogodek, skupaj O(glogn); k temu pa moramo
pristeti $e O(nlogn) Casa za urejanje imen na zadetku.

#include <vector>

#include <string>
#include <iostream>
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#include <iomanip>
#include <unordered_map>
#include <algorithm>
using namespace std;

int main()

{

int g; cin >> q;

// Preberimo vse dogodke in si pripravimo slovar imen, omenjenih v njih.
struct Dogodek { char op; string ime; int znesek; };
vector<Dogodek> dogodki(q);
unordered_map<string, int> slovarlmen;
for (auto &Q : dogodki) {
string op; cin >> op >> Q.ime; Q.op = op|[0];
if (Q.op == '<") cin >> Q.znesek;
if (Q.op == '"+' && Q.ime.back() != '*") slovarimen.emplace(Q.ime, —1); }

// Uredimo imena po abecedi in shranimo njihove indekse v slovar.

int n = slovarlmen .size();

vector<string> imena; imena.reserve(n);

for (auto &pr : slovarlmen) imena.emplace_back(pr.first);
sort(imena.begin(), imena.end());

for (int i = 0; i < n; ++i) slovarlmen[imenali]] = i;

// Pripravimo prazno drevo segmentov.

struct Vozlisce { int znanih = 0, prihod = —1, odhod = —1; double dolg = 0; };
vector<vector<Vozlisce>> drevo; drevo.emplace_back(n);

while (drevo.back().size() > 1) drevo.emplace_back(drevo.back().size() / 2);
int H = drevo.size() — 1;

double vsotaDolgov = 0; int stVSkupini = 0; // st in k

// Obdelajmo vse dogodke.
for (int qi = 0; qi < q; ++qi)

auto &Q = dogodki[qi]; string &ime = Q.ime;

if (Q.op == '<') { // Ali je ta dogodek placilo?
// Dolo&imo indeks osebe, ki je placnik pri tem dogodku.
int L = lower_bound(imena.begin(), imena.end(), ime) — imena.begin();

// Zmanjsajmo placnikov dolg in pove¢ajmo kumulativno vsoto dolgov.
drevo[0][L].dolg —= Q.znesek; vsotaDolgov += double(Q.znesek) / stVSkupini;
continue; }

// Sicer je ta dogodek prihod ali odhod.
bool prefiks = (ime.back() == '*'); if (prefiks) ime.pop_back();
bool prihod = (Q.op == '+');
double sprememba = prihod ? —vsotaDolgov : vsotaDolgov;
// Naslednja funkcija vpise v vozlisée spremembo dolga in &as zadnjega
// prihoda ali odhoda ter popravi stevec ljudi v skupini.
auto Popravi = [&] (Vozlisce &v) { v.dolg += sprememba;
stVSkupini += (prihod ? 1 : —1) * v.znanih; (prihod ? v.prihod : v.odhod) = qi; };
// Poglejmo, kateri razpon imen pokriva ta dogodek.
int L = lower_bound(imena.begin(), imena.end(), ime) — imena.begin();
if (! prefiks) {

/] Ce prvi¢ dodajamo to osebo, dosedanji prefiksni dogodki zanjo niso veljali
// in moramo njen dosedanji dolg postaviti na 0.
if (prihod && ! drevol[0][L].znanih)
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for (int h =H; h >=0; ——h) if (int i = L >> h; i < drevo[h].size()) {
auto &v = drevolh][i]; ++v.znanih; sprememba —= v.dolg;

// Dogodek vpliva le na eno osebo; popravimo dolg v njenem listu.
Popravi(drevo[0][L]); }

else {
int D = lower_bound(imena.begin(), imena.end(),
ime + char('z' 4 1)) — imena.begin();

// Prefiksni dogodek vpliva na vse ljudi od vklju¢no L do vkljuéno D — 1.
// Na vsakem nivoju drevesa moramo popraviti najvec dve vozlis¢i.
for inth=0;h<=H&&L<D; ++h, L>=1,D>=1){

if (L & 1) Popravi(drevo[h][L++]);

if (D & 1) Popravi(drevo[h][——D]); } }

// Porinimo vse podatke v liste drevesa.
for (int h = H; h > 0; ——h) for (inti =0;i <2* (n>>h); ++i) {
auto &v = drevolh — 1][i], &p = drevolh][i / 2];
v.prihod = max(v.prihod, p.prihod);
v.odhod = max(v.odhod, p.odhod); v.dolg += p.dolg; }
// lzpisimo rezultate.
for (int i = 0; i < n; ++i) { auto &v = drevo|[0][i];
cout << imenali] << " " << setprecision(9)
<< v.dolg + (v.prihod > v.odhod ? vsotaDolgov : 0) << endl; }

return 0;

}

Nalogo bi lahko resili tudi tako, da bi imena vseh ljudi zlozili v drevo po ¢rkah
(trie), pri Cemer vsakemu imenu na koncu dodajmo Se poseben zakljuéni znak #,
ki se drugace v imenih ne pojavlja. Primer kaze naslednja slika, kjer so v drevesu
imena a, aa, ab, aba in ba.

Za vsako vozlis¢e tega drevesa vzdrzujmo tudi vrednosti 7', Z, P in O (podobno kot
pri prejsnji resitvi za vsako vozlis¢e drevesa segmentov). Vsakemu imenu ustreza
neki list drevesa (vozlisée, v katero kaze povezava z oznako #); ne-prefiksni prihodi
in odhodi vplivajo le na tisti list. Vsakemu prefiksu pa ustreza neko notranje vozlisce
(Ce sploh obstaja) in prefiksni prihodi in odhodi s tem prefiksom vplivajo le na tisto
notranje vozlisce. Imen zato ni treba Se posebej urejati po abecedi ali jih pregle-
dovati vnaprej, pac¢ pa lahko sproti pri ne-prefiksnih prihodih dodajamo morebitna
manjkajoéa vozlica v drevo (ko prvi¢ naletimo na neko ime). Casovna zahtevnost
posameznega dogodka je torej O(d), kjer je d dolzina imena oz. prefiksa pri tem do-
godku; ¢asovna zahtevnost celotne resitve je O(>_ d), kjer > d predstavlja skupno
dolzino vseh imen in prefiksov v vhodnih podatkih. Bolj$a od tega (v asimptotiénem
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smislu) pa resitev Ze ne bi mogla biti, saj potrebujemo toliko ¢asa Ze tudi samo za
branje vhodnih podatkov.

Razmislimo zdaj Se o tezji razlicici naloge, ki jo omenja opomba pod ¢rto na str. 27.
Za osnovo vzemimo pravkar omenjeno resitev z drevesom po c¢rkah, c¢eprav bi slo
tudi s segmentnim drevesom. Spomnimo se, da pri prefiksnem prihodu (0z. odhodu)
naceloma zelimo odsteti (oz. priSteti) trenutno vrednost s; k dolgu vseh ljudi, ki
takrat pridejo v skupino (oz. jo zapustijo). Ker bi bilo prepocasi, ¢e bi se ukvarjali
z vsakim od teh ljudi posebej, smo to resevali tako, da smo s; pristeli oz. odsteli pri
nekem vigje lezecem vozliséu v drevesu (ki ustreza prefiksu trenutnega prefiksnega
dogodka), pri ¢emer je veljalo, da te spremembe veljajo tudi za vse njegove potomce
v drevesu (kar pomeni za vse ljudi, katerih ime se zadne na prefiks trenutnega
dogodka). Zdaj, pri tezji razli¢ici naloge, pa ni veé¢ tako; prefiksni prihod velja le
za tiste ljudi, ki se jim ime za¢ne na pravi prefiks in ki jih trenutno e ni v skupini,
analogno pa tudi za prefiksne odhode. Lahko se celo zgodi, da v vhodnih podatkih
veckrat nastopi prefiksni prihod z istim prefiksom, pri ¢emer se vsaki¢ nanasa na
neko malo druga¢no skupino ljudi (ker so vmes nekateri ljudje s tem prefiksom
prihajali v skupino ali odhajali iz nje zaradi drugih dogodkov). Zato nam ni¢ ne
pomaga, Ce v vozlis¢u, ki ustreza temu prefiksu, racunamo le vsoto oz. razliko s:-
jev po vseh prefiksnih dogodkih za ta prefiks, saj bodo za razli¢ne potomce takega
vozlisca na koncu relevantne razlicne podmnozice teh s;-jev. Namesto tega bomo v
vsakem vozliséu hranili seznam dogodkov (oz. dovolj bo Ze seznam njihovih ¢asov
t), ki se nanasajo nanj; Sele po koncu vseh dogodkov pa bomo te podatke prenasali
navzdol po drevesu.

Naslednja tezava je, da moramo znati po vsakem prihodu ali odhodu hitro izracu-
nati novo $tevilo ljudi v skupini, saj ga bomo potrebovali pri plaéilih (da izra¢unamo,
za koliko se poveca dolg vsakega trenutnega ¢lana skupine). Pri prvotni razli¢ici na-
loge je bilo to lazje: pri prefiksnem dodajanju pridejo v skupino vsi ljudje, ki se jim
ime zaCne na ta prefiks (in ki smo jih kdaj prej ze dodali v skupino s posamiénim
dodajanjem — toda ta slednji pogoj je pri uporabi drevesa po ¢rkah trivialen, saj
posameznega cloveka tako ali tako dodamo v drevo Sele takrat, ko prvi¢ pride v
skupino); zdaj pa je mogoce, da so nekateri od teh ljudi ob takem dogodku Ze v
skupini in jih ne smemo steti, ko racunamo novo velikost skupine. Podobno je pri
prefiksnem brisanju. Koristno bi torej bilo, ¢e bi za vsako vozlisée drevesa vedeli,
koliko ljudi iz njegovega poddrevesa je trenutno v skupini; toda tega podatka ne
moremo zares vzdrzevati za vsa vozliséa, kajti ko nastopi na primer prefiksni dogo-
dek za neko notranje vozlisce, bi bilo treba potem popraviti stevilo ljudi v skupini za
vse potomce tega vozlis¢a, s tem pa bi bilo preve¢ dela. Pri posameznem dogodku
si lahko privoscimo popraviti vse prednike vozlis¢a, na katero se dogodek nanasa,
ne pa tudi vseh potomcev. Zato bomo v vsakem vozlis¢u hranili le podatek o tem,
koliko ljudi iz njegovega poddrevesa bi bilo trenutno v skupini, ¢e odmislimo prefi-
ksne dogodke, ki se nanasajo na prednike tega vozlis¢a. Te slednje, torej prefiksne
dogodke v prednikih, pa bomo primerno upostevali ob spusc¢anju po drevesu.

Zdaj lahko opisemo naso resitev malo natanc¢neje. Za vozlisce u nasega drevesa
po &rkah naj bo niz(u) niz znakov, ki ga tvorijo povezave na poti od korena do u. Ce
je u list, predstavlja ¢loveka z imenom niz(u), le brez znaka # na koncu; zato bomo
namesto o listu u véasih govorili o ¢loveku u in podobno. Naj bo T (u) mnozica, ki
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jo tvorijo w in vsi njegovi potomci — to je u-jevo poddrevo; in naj bo £(u) mnozica
vseh listov iz T (u), kar bomo krajse imenovali ,,u-jevi listi®.

Cloveku, ki smo ga Ze kdaj dodali v skupino s posamiénim dogajanjem, bomo
rekli, da je znan. V drevesu so listi le za dotlej znane ljudi.

Dogodke prvih dveh tipov (prihode in odhode) oSteviléimo po vrsti, kot se po-
javljajo v vhodnih podatkih (taksni zaporedni $tevilki bomo vcasih rekli tudi cas
dogodka). Za dogodek ¢ definirajmo niz(t) takole: ¢e je t prefiksni dogodek, naj
bo niz(t) njegov prefiks (brez zvezdice na koncu), sicer pa naj bo niz(t) ime iz tega
ne-prefiksnega dogodka, ki pa mu na koncu dodamo se znak #. Rekli bomo, da se
dogodek t nanasa na vozlisée u, e je niz(t) = niz(u).

Za vsako vozlis¢e u nasega drevesa po ¢rkah bomo hranili naslednje podatke:

e FE[u] naj bo seznam casov tistih dogodkov, ki se nanaSajo na to vozlisce;

e P[u] naj bo zadnji od teh dogodkov, ki je prihod, Ofu] pa zadnji, ki je odhod
(¢e ni Se nobenega prihoda ali odhoda, si mislimo —1);

e Z[u] naj bo stevilo u-jevih listov, torej |£(u)| — kar so z drugimi besedami
doslej znani ljudje (zato Z) iz u-jevega poddrevesa;

e F[u] naj bo zadnji dogodek, ki se nanasa na kak$no vozlisée iz T (u);

e S[u] naj bo stevilo u-jevih listov, ki so bili v skupini takoj po dogodku Fu];

e placilalu] naj bo vsota vseh placil, ki jih je doslej opravil ¢élovek u (to je smiselno
seveda le, e je u list; pri notranjih vozlis¢ih bo to 0).

Iz teh definicij sledi, da je v korenu drevesa vrednost S[koren] ravno trenutno stevilo
ljudi v skupini.

(Za vajo razmislimo, kako lahko s temi podatki za poljuben u dolo¢imo, koliko
u-jevih listov je res v skupini: naj bo p := max, P[v], kjer gre v po vseh u-jevih
prednikih, in podobno o := max, O[v]. Potem je $tevilo u-jevih listov, ki so trenutno
v skupini, odvisno od tega, kateri izmed dogodkov p, o in F[u] je najkasnej$i. Ce
je to dogodek Flu], je v skupini S[u] izmed u-jevih listov; ¢e dogodek p, jih je v
skupini Z[u]; ¢e dogodek o, pa ni v skupini nobenega u-jevega lista.)

Glavni del nasega postopka bo zdaj taksSen:

t := 0; vsotaDolgov := 0;
za vsak dogodek iz vhodnih podatkov:
Ce je trenutni dogodek placilo:
u := vozlisce, do katerega pridemo iz korena po ¢rkah imena plac¢nika;
placilalu] += (znesek placila);
vsotaDolgov += (znesek placila)/S[koren];
sicer:
t:=t+1; (*t je zdaj cas trenutnega dogodka *)
prihod[t] := logi¢na vrednost, ki pove, ali je ta dogodek prihod ali odhod;
s[t] := vsotaDolgov;
PRIHODODHOD(t);
1zPISIREZULTATE (koren, "", {});

Placila torej obdelujemo sproti, pri ¢emer delimo znesek placila s Stevilom ljudi v
skupini in ra¢unamo kumulativne vsote tako nastajajocih dolgov. Pri ostalih dogod-
kih pa si v prihod[t] in s[t] zapomnimo, ali so prihodi ali odhodi in kaksna je bila
takrat kumulativna vsota dolgov; nato poklicemo podprogram PRIHODODHOD, Cigar
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naloga je primerno popraviti drevo. Ko tako obdelamo vse dogodke, poklicemo pod-
program IzpigiRezultate, ki se bo rekurzivno spustil po drevesu (od korena navzdol),
racunal dolgove in jih izpisoval. Oglejmo si najprej podprogram PRIHODODHOD:

podprogram PRIHODODHOD(dogodek t):
1 spusti se iz korena drevesa po ¢érkah niza niz(t)
in naj bo u vozlisce, ki ga pri tem dosezemo;
Ce v drevesu Se ni ustreznih vozlis¢ za taksno spuscanje:
if je t prefiksni dogodek ali odhod then return;
else manjkajoca vozlis¢a dodaj v drevo in vsem vozlis¢em v na
poti od korena do u (vklju¢no z njima) poveéaj Z[v] za 1;
ob spuscanju izracunaj tudi p := max, P[v] in o := max, O[v]
po vseh u-jevih prednikih v;
2 naj bo s stevilo u-jevih listov, ki so trenutno v skupini — malo prej smo
videli, kako ga lahko izra¢unamo iz p, o, Flu], Z[u] in S[ul;
3 Flu] :=t; dodaj t v Elu;
if je ¢ prihod then Sfu] := Z[u|; Plu] :=t
else S[u] :=0; Ofu] :=¢;
4 p:=-10:=-1; As:= Su] — s;
za vsakega u-jevega prednika v, od korena navzdol:
s’ := stevilo v-jevih listov, ki so bili pred trenutnim dogodkom v skupini
(izracunamo ga iz p, o, F[v], Z[v] in S[v]);
Flv]:=t; S[v] := 8"+ Ay

V koraku 1 se torej spustimo po ¢rkah niza, ki smo ga dobili pri trenutnem dogodku;
Ce primernih vozlis¢ ne najdemo, to pomeni, da doslej v skupino Se nikoli ni prisel
¢lovek s tem imenom oz. z imenom, ki bi se zacelo na ta prefiks. V tem primeru nas
dogodek nima nobenega ucinka, Ce je prefiksni ali ¢e gre za odhod; Ce pa gre za ne-
prefiksni prihod, je to zdaj prvi prihod tega ¢loveka v skupino, zato moramo v drevo
dodati ustrezna vozlisca in na celotni poti od korena do novega lista povecati stevce
listov Z[v]. Nato v koraku 2 izra¢unamo, koliko w-jevih listov je trenutno (pred
trenutnim dogodkom) v skupini. V koraku 3 dodamo novi dogodek v seznam FEu]
in popravimo $tevila P[u], Ofu] in F'[u]; izratunamo tudi novo Stevilo u-jevih listov v
skupini — €e je trenutni dogodek prihod, bo zdaj v skupini vseh Z[u] listov, sicer pa
nobeden. To je nova vrednost S[ul; razliko med S[u] in s, torej med novim in starim
Stevilom w-jevih listov v skupini, pa imenujmo A,. V koraku 4 gremo Se enkrat
po u-jevih prednikih v (mednje ne Stejemo u-ja samega) in pri vsakem ustrezno
popravimo F[v] ter izraGunamo novo Stevilo v-jevih listov v skupini (dobimo ga
tako, da staremu pristejemo Aj).

Razmislimo zdaj, kako bomo na koncu s pomocjo podatkov v drevesu za vsakega
¢loveka izraéunali njegov dolg. Cloveka predstavlja neki list drevesa, recimo u, in
nanj vplivajo ne le dogodki iz E[u], pa¢ pa tudi iz vseh E[v] za u-jeve prednike v.
Izra¢unati moramo torej unijo vseh teh mnozic dogodkov — recimo ji £(u). To lahko
poceni po¢nemo med rekurzivnim pregledovanjem drevesa: ko smo pri notranjem
vozlis¢u v, dodamo vse elemente E[v] v naso unijo, nato izvedemo rekurzivne klice
za vse v-jeve otroke, zatem pa elemente E[v] spet pobriSemo iz unije.

Ko enkrat vemo, kateri dogodki vplivajo na c¢loveka u, je naceloma ideja enaka
kot pri prvotni nalogi: ce je ¢lovek ob Casu t prisel v skupino, je treba od njegovega
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dolga odsteti s[t], ¢e pa je ob ¢asu t odsel iz skupine, je treba njegovemu dolgu
pristeti s[t]. (Spomnimo se, da je s[t] vrednost spremenljivke vsotaDolgov v ¢asu t-
tega prihoda ali odhoda.) Je pa tu treba paziti Se na nekaj podrobnosti. (1) Dogodki
pred prvim posamiénim (torej ne-prefiksnim) prihodom w-ja v skupino v resnici ne
veljajo za u, zato jih moramo ignorirati. Na sreco ni tezko ugotoviti, kateri je ta
prvi posamic¢ni prihod: to je ravno prvi element seznama Efu]. (2) Ce je po vseh
dogodkih ¢lovek u Se v skupini, moramo k njegovemu dolgu pristeti tudi kon¢no
vrednost vsotaDolgov. Ta primer prepoznamo po tem, da je v £(u) zadnji dogodek
prihod, ne pa odhod. (3) Pri tej tezji razli¢ici naloge se lahko pojavi na primer
prefiksni prihod, pri ¢emer je nekaj ljudi s tem prefiksom Ze v skupini ipd. Ce si
predstavljamo &£ (u) kot urejen seznam (po ¢asu), je zato lahko v njem ve¢ zaporednih
prihodov ali ve¢ zaporednih odhodov. Od takih mora vrednost +s[t] v izra¢un u-
jevega dolga zato prispevati le prvi dogodek, ostali pa ne.

Zato bo koristno, ¢e si £ predstavljamo kot nekaksen slovar, v katerem so kljuci
dogodki (oz. njihovi Casi), pripadajoca vrednost pri dogodku ¢ v tem slovarju pa je
tisto, kar ta dogodek prispeva k dolgu ¢loveka u: to je s[t] za odhod, —s[t] za pri-
hod in 0 za dogodke, ki jih ignoriramo (ker imamo ve¢ zaporednih prihodov ali veé¢
zaporednih odhodov). Ko v £ dodamo nov dogodek, moramo pogledati, kaksnega
tipa sta prejsnji in naslednji dogodek iz £, in po potrebi ustrezno popraviti pripa-
dajoce vrednosti. Recimo, da dodajamo v £ nov dogodek ¢; prejsnjega oznacimo s
p =max{t' € £ :t < t}, naslednjega pas g =min{t' € £ : ¢’ > t}. Recimo Se, da je
t prihod. Potem moramo razmisljati takole: ¢e je tudi p prihod, moramo dodati ¢
s pripadajo¢o vrednostjo 0 namesto —s[t]; ¢e pa je p odhod ali pa sploh ne obstaja,
moramo pogledati ¢; ¢e je ta prihod, mu moramo popraviti pripadajoc¢o vrednost
z —s[g] na 0, sicer pa z 0 na s[g] — v vsakem primeru se mu torej pripadajoca
vrednost poveta za s[g]. Doslej smo razmisljali o primeru, ko je ¢ prihod; ée je v
resnici odhod, je razmislek analogen.

Zdaj torej vidimo, kaksne operacije pricakujemo od nasega slovarja £: dodajati
in brisati elemente; poiskati najvecji element; za dani ¢ poiskati prej$nji in naslednji
element; obstojeCemu elementu spremeniti pripadajoco vrednost; in izracunati vsoto
pripadajo¢ih vrednosti po vseh kljuéih, ki so veéji ali enaki min Fu] — spomnimo
se namre¢, da je min F[u| ¢as prvega posamicnega prihoda osebe u in da dogodki
pred tem ¢asom na w v resnici ne vplivajo. Primerna podatkovna struktura za ta
nabor operacij je na primer segmentno drevo, slo pa bi seveda tudi z rdece-¢rnim
ali kak$nim drugim; tako lahko vsako od navedenih operacij izvedemo v O(log g12)
Casa, kjer je qi2 := ¢ — g3 Stevilo vseh prihodov in odhodov (spomnimo se, da
imamo v vhodnih podatkih ¢ dogodkov, od tega gs placil). Zdaj vemo dovolj, da
lahko opisemo $e podprogram IZPISIREZULTATE:

podprogram I[ZPISIREZULTATE (vozlis¢e u, niz ime, slovar £):
1 ¢ := znak na povezavi, ki kaze v u (e je u koren, naj bo c presledek);
¢e u ni koren, dodaj ¢ na konec niza ime;
2 za vsak dogodek t s seznama E[u]:
pi=max{t' € E:t <t}; ¢:=min{t' € E:¢ > t};
Ce je t prihod:
Ce p obstaja in je prihod: dodaj t v £ z vrednostjo 0;
sicer:
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dodaj t v € z vrednostjo —slt];
¢e q obstaja, poveaj njegovo vrednost v € za s[q];
sicer (torej ¢e je t odhod):
Ce p ne obstaja ali je odhod: dodaj ¢t v £ z vrednostjo 0;
sicer:
dodaj t v € z vrednostjo s[t];
Ce ¢ obstaja, zmanjsaj njegovo vrednost v € za s[q];
3 Ce je u list (torej Ce je ¢ = #):
t := min Efu]; p:= max{t' € £ : t' < t}; ¢ := max¢;
e p obstaja in je prihod: zmanjsaj v £ vrednost t-ja z 0 na —slt];
dolg := vsota vrednosti v £ po vseh tistih kljucih, ki so > ¢;
Ce je q odhod, povecaj dolg za vsotaDolgov;
izpisi, da je oseba ime dolzna dolg — placila[u] denarja;
4 za vsakega u-jevega otroka v: IZPISIREZULTATE(v, ime, £);
5 razveljavi v £ vse spremembe, ki si jih izvedel v korakih 2 in 3;
¢e u ni koren, pobrisi znak ¢ s konca niza ime;

V koraku 2 torej dodamo v £ dogodke ¢, ki se nanasajo na trenutno vozlis¢e u, torej
iz seznama FE[u]. Pri vsakem ¢ pogledamo prej$nji in naslednji dogodek v € (p in
q), da lahko ustrezno dolo¢imo vrednost ¢-ja in po potrebi popravimo vrednost g-ja
(glede na to, ali imamo dva zaporedna dogodka enakega tipa — dva prihoda ali
dva odhoda — ali razli¢nih tipov). V koraku 3 izraGunamo vsoto vrednosti, ki jih
prispevajo vsi dogodki v £, da dobimo skupni dolg ¢loveka u. Pri tem pa pazimo, da
moramo ignorirati dogodke pred prvim posamicnim prihodom u-ja v skupino — to
je prvi dogodek iz E[u] in si ga zac¢asno zapomnimo v ¢. Ce je prej$nji dogodek (pred
t) v € tudi prihod, to pomeni, da ima ¢ zdaj v € vrednost 0; ker pa moramo dogodke
pred t zdaj ignorirati, moramo ¢-ju v £ postaviti vrednost na —s[t], kot je obic¢ajno za
prihode. Nato pogledamo Se, ¢e je zadnji dogodek v £ prihod; v tem primeru je v na
koncu vseh dogodkov $e vedno v skupini in moramo dolgu priSteti Se trenutno (torej
konéno) vrednost vsotaDolgov (iz glavnega dela postopka). Nazadnje zmanjsamo u-
jev dolg Se za zneske, ki jih je doslej vplacal in katerih vsota je shranjena v placila[u].
V koraku 4 nadaljujemo rekurzivno po vseh u-jevih otrocih (ée jih ima). V koraku
5 razveljavimo vse spremembe, ki smo jih v korakih 2 in 3 naredili v strukturi £ in
v nizu ime; tako bosta ob vrnitvi iz nasega rekurzivnega klica oba v enakem stanju
kot prej in bosta torej pripravljena na naslednji rekurzivni klic. To pomeni, da si
moramo v korakih 2 in 3 zapisovati (v neki seznam), katere kljuée dodajamo v £ in
s kaksno vrednostjo ter katerim kljucem spreminjamo vrednost in za koliko, nato pa
lahko v koraku 5 izvedemo ravno nasprotne spremembe v nasprotnem vrstnem redu
— kjer smo prej pristevali, zdaj odStevamo, kjer smo prej dodajali, zdaj brisSemo in
tako naprej.

Kaksna je casovna zahtevnost te resitve? Podprogram PRIHODODHOD porabi
O(d) ¢asa, kjer je d dolzina niza z imenom ali prefiksom pri tem dogodku; toliko
ga porabi tudi glavni del postopka pri vsakem placilu; za vse dogodke skupaj torej
O(>_d) ¢asa. Nato pride Se IZPISIREZULTATE, kjer imamo za vsako od O(>_d)
vozlis¢ po en klic; za vsakega od O(n) listov imamo nekaj (konstantno mnogo)
operacij na &; ravno tako pa tudi za vsak element vsakega od seznamov E[u]. Ti
seznami so vsega skupaj dolgi O(qi2), saj pri vsakem prihodu ali odhodu dodamo
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e v+ s

" s Slika 1. Primer premic, ki

e e T nas zanimajo pri mrezi Si-
rine s = 5 in viSine v = 6.
Leva slika kaze rastoce di-
agonale y — x = C+%
s N N N e za —s < C < v, desna
1.7 S o B By e slika pa padajoce diago-
nale y + ¢ = C +% za
—$ L I ma 0<C<wv+s.

po en element v en tak seznam.® Zato je tudi v £ najveé O(q12) elementov, kar
pomeni, da traja vsaka operacija na tej strukturi po O(log gi2) Casa. Vsega skupaj
je torej ¢asovna zahtevnost nase resitve O((>_ d) 4 qi2 log 12).

3. Breakout

Zogica zaéne svojo pot na koordinatah (a — %, 0), vedno se premika diagonalno in ko
se odbije od stranice kaksne opeke, se to vedno zgodi na razpoloviscu stranice. Zato
za koordinati zogice tudi pri vsakem odboju velja, da je ena od njiju celo Stevilo,
druga pa je na pol poti med dvema sosednjima celima Steviloma: (z,y + %) ali
(z+ 5, 9)-

Smer gibanja zogice lahko opiSemo s parom stevil (Az, Ay), pri Cemer je vsako
od njiju enako bodisi 1 bodisi —1. Ce je A, = A, se #ogica premika po rastoci
diagonali, torej taki premici, na kateri imajo vse tocke enako razliko y — x; lahko
jo opisemo z enacbo oblike y —x = C + %, pri cemer je C celo stevilo. V nasem
primeru, ker nas zanimajo le koordinate z obmocja 0 < x < sin 0 < y < v, gre
lahko C pri takih premicah od —s do v — 1 (glej sliko 1).

Ce pa je Ay = —Ay, se zogica premika po padajoci diagonali, torej premici,
na kateri imajo vse tocke enako vsoto y + zx; lahko jo opiSemo z enacbo oblike
y+zxz=C+ % za neko celo stevilo C|, ki gre zdaj lahko od 0 do s + v — 1.

V postev pride torej s + v rastoc¢ih in prav toliko padajocih premic. Za vsako
od njih bi bilo dobro imeti urejen seznam opek, skozi katere gre ta premica; urejene
naj bodo v takem vrstnem redu, v kakrsnem jih premica doseze od leve proti desni.
To pomeni, da jih moramo urediti narasc¢ajoce po x-koordinati; paziti pa moramo
na moznost, da ista premica pri istem x zadene dve opeki, ki sta ravno ena nad

5Tu tudi vidimo, zakaj je dobro, da smo uporabili drevo po ¢rkah (trie) in ne segmentnega dre-
vesa. Prislednjem lahko vsak prefiksni dogodek vpliva na po najve¢ dve vozlis¢i na vsakem nivoju
drevesa, teh pa je O(logn); zato bi bila skupna dolzina vseh seznamov E[u] zdaj O(qi2 logn) in
¢asovna zahtevnost celotne resitve bi bila za faktor O(logn) pocasnejsa kot pri drevesu po érkah.
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Slika 2.  Primer opeke
_ _ 1 p

yto=(+ta-1)+ 2 z zgornjim desnim kotom
a—14 (a,b) in Stirih diagonal-
| nih premic, ki jo sekajo.
ryt+z=(0+a-2)+3 Krozci kazejo razpolovi-
T : : T $¢a stranic, kjer se lahko
b—1 b-— % b zogica odbije od te opeke.

drugo, torej (z,y) in (z,y+1). V takem primeru mora priti najprej na vrsto opeka
(z,y), Ce je premica rastoca, oz. najprej opeka (z,y + 1), ¢e je premica padajoca.
(Za urejanje opek po z-koordinati lahko uporabimo neke vrste urejanje s Stetjem;
ustvarimo s seznamov in nato vsako opeko (z,y) dodamo na z-ti seznam. Tako za
urejanje porabimo le O(N) cGasa, kjer je N = 2(v — 1) 4+ s + k Stevilo vseh opek, tudi
tistih v stenah.)

Taksne sezname lahko uporabimo za iskanje naslednje opeke, od katere se bo
zogica odbila. Ce poznamo trenutni polozaj in smer gibanja Zogice, vemo tudi, po
kateri premici se bo gibala. Na njej bi lahko z bisekcijo iskali x-koordinato Zogice in
videli, med katerima dvema opekama lezi; odbila se bo torej od leve oz. desne od teh
dveh opek, odvisno od tega, ali je /A, enak —1 ali +1. Ta reSitev ima dve slabosti:
ena slabost je, da bo ob¢asno treba pobrisati kaksno opeko (ker opeka po doloc¢enem
stevilu odbojev razpade) in ta operacija bo draga, ker bomo morali imeti sezname
predstavljene s tabelami ali vektorji (da bomo imeli do opek nakljuéen dostop, ki
ga potrebujemo za bisekcijo). Druga slabost je, da bomo imeli pri vsakem odboju
po O(logn) dela zaradi bisekcije, odbojev pa je lahko pri najvecjih testnih primerih
toliko, da bo to ze prepocasi.

Namesto tega naj bo vsak seznam raje veriga ¢lenov, povezanih s kazalci (linked
list); brisanje iz takega seznama vzame le O(1) Casa. Vsako opeko sekajo Stiri
premice (glej sliko 2), torej pripada Stirim takim seznamom in v neki tabeli si bomo
zapomnili ¢lene, ki predstavljajo to opeko v tistih stirih seznamih. Ko Zogica zadene
opeko, to pomeni, da smo v seznamu, ki predstavlja premico, po kateri se je zogica
zdaj premikala, prisli do clena, ki predstavlja tisto opeko. Iz prejSnjega polozaja
zogice, polozaja opeke ter smeri gibanja zogice lahko tudi dolo¢imo stranico, od
katere se je Zogica odbila; potem tudi poznamo koordinate tocke odboja (to je ravno
razpolovisce tiste stranice) in novo smer gibanja (pri odboju od vodoravne stranice
se A, pomnozi z —1, vrednost A\, pa ostane nespremenjena; pri odboju od navpicne
stranice je ravno obratno). Zdaj poznamo novi polozaj in smer gibanja zogice, torej
lahko tudi dolo¢imo, po kateri premici se bo premikala po odboju. Spomnimo se,
da imamo za vsako opeko shranjene Clene v seznamih, ki jim pripada; za trenutno
opeko torej poznamo njen ¢len na premici, po kateri se bo gibala zogica po odboju;
naslednja opeka, od katere se bo odbila, je torej bodisi prejsnji bodisi naslednji ¢len
tega seznama (odvisno od tega, ali je novi A, negativen ali pozitiven, saj vemo,
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da so seznami urejeni po x). Tako se torej lahko v O(1) ¢asa premaknemo na tisti
naslednji ali prejsnji Clen in s tem izvemo, od katere opeke se bo zogica odbila v
naslednjem odboju. Vsak odboj nam torej vzame le O(1) casa, ne pa O(logn) kot
pri bisekciji.

Ce pri iskanju opeke za naslednji odboj vidimo, da naslednjega oz. prejsnjega
¢lena v seznamu (ki predstavlja premico, po kateri se bo Zogica gibala) sploh ni, to
pomeni, da bo zogica odletela iz mreze in lahko simulacijo njenega gibanja koncamo.
Da izracunamo, v kateri tocki bo usla iz mreze, moramo pogledati, katero stranico
mreze bo prej zadela, navpicno (levo, ¢e je A, < 0, oz. desno, ¢e je A, > 0) ali
vodoravno (spodnjo, Ce je A, < 0, oz. zgornjo, ¢e je Ay > 0).

#include <vector>
F#include <list>
#include <algorithm>
#include <cstdio>
using namespace std;

struct Opeka;
typedef list<Opeka *> Premica;

struct Opeka
{
int x, vy, k;
int nasINaX; // naslednja opeka s to x-koordinato
Premica::iterator it[2][2]; // prvi indeks: 0 = padajo&a, 1 = rastoéa;
// drugi indeks: 0 = spodnja, 1 = zgornja

void Dodaj(Premica &premica, int rastoca, int zgornja) {
// Pazimo na to, kako morajo biti na tej premici urejene opeke z istim x.
// Morda moramo trenutno opeko vriniti na predzadnje mesto, ne dodati na konec.
auto kam = premica.end();
if (! premica.empty()) { auto b = premica.back();
if ((x == b—>x) && ((rastoca == 1) == (y < b—>y))) ——kam; }
it[rastoca][zgornja] = premica.insert(kam, this); }

// Vrne parameter C ene od premic skozi to opeko.
int C(int rastoca, int zgornja) const {
return y + (rastoca ? —x : x — 1) — (zgornja 7 0: 1); }
}

int main()

{

int v, s, n, a; scanf("%d %d %d %d", &s, &v, &n, &a);

// Preberimo opeke.

intN=n+2%*(v—-1)+s;

vector<Opeka> opeke; opeke.reserve(N); opeke.resize(n);

for (Opeka &O : opeke) scanf("%d %d %d", &O.x, &O.y, &0.k);

// Dodajmo opeke, ki tvorijo stene.
enum { K =100 };
for (inty = 1; y < v; ++vy) { opeke.push_back({1, y, K}); opeke.push_back({s, y, K}); }
for (int x = 1; x <='s; ++x) opeke.push_back({x, v, K});
// Uredimo opeke po x-koordinati.
vector<int> prvaNaX(s + 1, —1);
for (int i = 0; i < N; ++i) { auto &O = opekeli];
O.nasINaX = prvaNaX[O.x]; prvaNaX[O.x] = i; }

// rastoce[C] predstavlja premico y — x = C + 1/2; padajoce[C] pay + x = C + 1/2.
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vector<Premica> rastoce_(v + s), padajoce_(v + s);
auto rastoce = rastoce_.begin() + s, padajoce = padajoce_.begin();

// Dodajmo jih na premice; na vsaki premici bodo opeke urejene naraséajoce po x.
/] Ce imata dve opeki na isti premici isti x, premica zadene prej tisto z niZjim y,
// Ce je rastola, oz. tisto z visjim y, &e je padajoca. Na to pazimo pri dodajanju,
// ker imamo opeke urejene le po x, ne pa tudi po y.
for (int x = 0; x <='s; ++x) for (int i = prvaNaX[x]; i >= 0; ) { auto &O = opeke[i];
for (int r = 0; r < 2; ++r) for (int z=0; z < 2; ++z2)
O.Dodaj((r ? rastoce : padajoce)[O.C(r, z)], r, z);
i = O.nasINaX; }

// Zaénimo s simulacijo.
intx2:2*a—1,y2:0,dx:1,dy:1;

/] Zogica je na (x2/2, y2/2). To pomeni, da le?i na narasajoci premici

/] y—x=y2—-x2) /2= (y2—-x2— 1) /2 + 1/2. Pois¢imo prvo opeko, ki jo zadene.
intC=(y2-—x2-1)/2;

Premica *premica = &rastoce[C];

auto opeka = premica—>begin();

while (opeka != premica—>end() && (*opeka)—>x <= (x2 + 1) / 2) +-+opeka;

int stRazbitih = 0;
while (true)

Opeka &0 = **opeka;

// Od katere stranice te opeke se Zogica odbije?

enum { S, J,V, Z } str =
(dx ==1)? (dy ==17(0.C(1,1) =
(dy ==17(0.C(0, 1) =

// lzra¢unajmo smer gibanja po odboju.
if (str == Z || str == V) dx = —dx; else dy = —dy;

7Z:J):(0.C(0,1)==C?
C?V:J):(0.C(1,1)==C?

wn
N
N>
=

// lzraéunajmo koordinate tocke, kjer se Zogica odbije od opeke.
x2=2*0x— (str==272:str==V7?0:1)
y2=2*Q0y — (str==S7?0:str==J72:1),

// Dolo&imo premico, po kateri se bo gibala po odboju.
int rastoca = (dx ==dy) ? 1: 0;

C = (y2 + (rastoca ? —x2 : x2) — 1) / 2;

premica = &(rastoca ? rastoce : padajoce)[C];

// Dolo&imo naslednjo opeko na njeni poti.

opeka = O.it[rastoca][(O.C(rastoca, 1) == C) ? 1 : 0];

bool konec = false; if (dx > 0) konec = (++opeka == premica—>end());
else { if (opeka == premica—>begin()) konec = true; else ——opeka; }

// Pobrisimo trenutno opeko, & pri tem odboju razpade.
if (——O.k == 0) { ++stRazbitih;
for (intr =0; r < 2; ++r) for (int z=0; z < 2; ++2)
(r ? rastoce : padajoce)[0.C(r, z)].erase(O.it[r][2]); }
if (konec) break;
}
// Od trenutnega poloZaja naprej se Zogica ne odbija ve&;
// izraéunajmo, pri kateri koordinati zapusti igralno polje.
int premik = min((dx ==172%*s — x2:x2), (dy==172%*v — y2:y2));
x2 += dx * premik; y2 += dy * premik;
printf("%d\n%d%s %d%s\n", stRazbitih, x2 / 2, (x2 % 2 ? ".5" : ""),
v2 /2, (y2% 27" .5": "))
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return O;

}

Se nekaj podrobnosti o gornji implementaciji: za predstavitev premic smo uporabili
razred list iz standardne knjiznice; na c¢lene teh seznamov kazejo iteratorji. Za pred-
stavitev trenutnega polozaja Zogice namesto njenih koordinat hranimo dvakratnika
teh koordinat (spremenljivki x2 in y2), da se izognemo delu z ne-celimi Stevili (razen
¢isto na koncu, pri izpisu). Pri dodajanju opek v sezname pazimo na to, da sicer
gledamo opeke po narascajocih x, niso pa nujno pravilno urejene po ¥y, zato moramo
vcasih vriniti opeko na predzadnje mesto seznama, véasih pa jo dodati prav na konec
seznama (metoda Opeka::Dodaj).

4. Pijansko urejanje

Poskusimo za zacetek ugotoviti, na katerem podstavku stoji kateri zaboj. Po prvi
zamenjavi (ne glede na to, s katerim podstavkom) izvemo, kateri zaboj zdaj stoji
na podstavku 0. Od tu naprej lahko nadaljujemo v zanki; recimo, da za podstavke
od 0 do k£ — 1 ze vemo, kateri zaboji so na njih, in da bi radi to izvedeli se za
podstavek k. Ce naro¢imo zamenjavo s podstavkom k — 1, bomo v resnici dobili
na podstavek 0 enega od zabojev s podstavkov k — 2, k — 1 ali k (pri k = 1 seveda
moznost k—2 odpade). (1) Ce je bil to eden od zabojev s podstavkov k —2 ali k— 1,
ga bomo zlahka prepoznali, saj smo pred to zamenjavo za podstavke do vklju¢no
k — 1 ze vedeli, kateri zaboji so na njih. V tem primeru nismo z zamenjavo izvedeli
nic¢esar novega in moramo poskusiti Se enkrat. (2) Ce pa nam zamenjava pripelje na
podstavek 0 neki zaboj, ki ga Se ne poznamo, lahko zaklju¢imo, da je ta zaboj moral
priti s podstavka k in da je torej zdaj na podstavek k prisel tisti zaboj, ki je bil prej
na podstavku 0. V tem primeru zdaj poznamo vsebino prvih k + 1 podstavkov (in
ne veé le prvih k) in lahko v nadaljevanju povecamo k za 1.

Scasoma pridemo s tem postopkom do konca zaporedja in potem za vsak podsta-
vek vemo, kateri zaboj je na njem — ali obratno: za vsak zaboj vemo, na katerem
podstavku se nahaja; pravzaprav je koristno imeti obe vrsti podatkov (spodnji pro-
gram ima v ta namen globalni spremenljivki v in kje). Teh podatkov tudi ni tezko
vzdrzevati pri vsaki izvedeni zamenjavi.

Za urejanje tabele lahko uporabimo znani postopek urejanja z izbiranjem (selec-
tion sort): najprej premaknemo zaboj n — 1 na podstavek n — 1, nato zaboj n — 2 na
podstavek n — 2 in tako navzdol proti vse manjsim stevilkam zabojev in podstavkov.
Recimo, da smo zaboje od k + 1 do n — 1 Ze postavili na pravo mesto; zdaj posku-
simo to narediti z zabojem k. Tudi zanj, tako kot za vse zaboje, to¢no vemo, kje
je; recimo, da je na podstavku p. Ce naro¢imo zamenjavo s podstavkom p — 1, bo
na podstavek 0 prisel eden od zabojev s podstavkov p — 2, p — 1 in p, torej obstaja
moznost, da bo to ravno zaboj k (¢e ni, moramo pac z enako zamenjavo poskusiti Se
veckrat). Ko imamo zaboj k na podstavku 0, pa naro¢imo zamenjavo s podstavkom
k — 1; tako pride zaboj k na enega od podstavkov k — 2, k — 1 in k. Ce ni prigel
ravno na podstavek k, ga moramo spraviti nazaj na podstavek 0 in nato poskusiti
znova; prej ali slej bo prisel na podstavek k.

#include <vector>
#include <algorithm>
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#include <cstdio>
using namespace std;

vector<int> v, kje; // v[i] = stevilka zaboja na podstavku i;
// kjeli] = stevilka podstavka, na katerem je zaboj i.

void Zamenjaj(int k)
{
printf("%d\n", k); fflush(stdout);
int stari0 = v[0], novi0; scanf("%d", &novi0);

/] Ce smo poznali stari poloZaj zaboja, ki je zdaj prisel na podstavek 0,
// potem je to tudi novi poloZaj zaboja, ki je bil prej na podstavku 0.
if (kje[novi0] >= 0) v[kje[novi0]] = stariO;
if (stari0 >= 0) kje[stari0] = kje[novi0];
// V vsakem primeru pa zdaj vemo, kje je zaboj, ki je prisel na podstavek 0.
v[0] = novi0; kje[novi0] = 0;
}

int main()
{
int n; scanf("%d", &n);
v.resize(n, —1); kje.resize(n, —1);
// Ugotovimo, kateri zaboj je na katerem podstavku.
for (intk =1, k <n;)
{
int x = v[0]; Zamenjaj(k — 1); // (1)
// Zaboj x je bil pred to zamenjavo na podstavku 0, zato je zdaj na enem od
// podstavkov k — 2, k — 1 ali k. Toda za podstavka k — 2 in k — 1 smo vedeli, kaj je
// bilo tam pred zamenjavo; &e bi x prisel tja, bi zato tudi zanj zdaj vedeli, da je tam.
// Ce torej zdaj za x ne vemo, kje je, to pomeni, da je moral priti na podstavek k.
if (x >= 0 && kje[x] < 0) { kje[x] = k; v[k++] = x; }
}
// Uredimo zaboje z izbiranjem.
for (int k = n — 1; k >=1; ——k) while (v[k] != k) {
// Spravimo zaboj k na podstavek 0. Pri tem pazimo, da ne bomo
// spremenili zaboja desno od njega, kajti ta je morda Ze na pravem mestu.

while (v[0] != k) Zamenjaj(max(0, kje[k] — 1)); /] (2)
// Poskusimo spraviti zaboj k na podstavek k.
Zamenjaj(k — 1); } /] (3)

printf("-1\n"); return 0;

Razmislimo o tem, koliko zamenjav izvede ta resitev. V vrstici (1) ¢akamo pri
vsakem k na to, da pride na podstavek 0 zaboj s podstavka k in ne s podstavka
k—1 ali k—2. To se torej v vsakem poskusu zgodi z verjetnostjo %, zato potrebujemo
v povprecju 3 poskuse. V vrstici (3), ko je zaboj k enkrat na podstavku 0, imamo %
moznosti, da bo v naslednji zamenjavi priel na podstavek &k (in ne na k—1 ali k—2),
torej potrebujemo v povprecju tri take poskuse; toda pred vsakim od njih moramo
zaboj k najprej spraviti na podstavek 0, za kar potrebuje vrstica (2) povpreéno tri
zamenjave, da res pobere zaboj s podstavka p = kje[k] in ne p — 1 ali p — 2. Skupaj
imamo torej v vrsticah (2) in (3) povpreéno po 3-(3+1) = 12 zamenjav pri vsakem
zaboju k, da ga kon¢no spravimo na podstavek k. Ker mora tako pri (1) kot pri (2)
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in (3) iti k od 1 do n — 1, imamo vsega skupaj priblizno 15(n — 1) zamenjav. Ker
gre pri tej nalogi n do 100, nam torej ni treba skrbeti, da bi prekoracili mejo 10000,
kolikor znasa najvecje dovoljeno stevilo zamenjav.

Natanc¢nejSa ocena Stevila zamenjav. Nas razmislek v prejsnjem odstavku
je bil na ve¢ mestih nekoliko pesimisticen; poskusimo Se enkrat, vendar pazljiveje.
Glede vrstice (1) lahko opazimo, da pri kK = 1 odpade moznost, da bi na podstavek
0 prisel zaboj s podstavka k — 2, zato je takrat verjetnost, da na podstavek O pride
zaboj s podstavka k (in ne k — 1), kar 3 (in ne samo 3 kot pri k& > 1); zato
potrebujemo povprecno le dva poskusa, ne treh. Toda spomnimo se, da pred prvo
zamenjavo pri k = 1 ne poznamo Se Cisto nobenega zaboja, niti tistega na podstavku
0; zato po prvi zamenjavi prav gotovo Se ne bomo vedeli, kateri zaboj je zdaj na
podstavku k, pa¢ pa le to, kateri je zdaj na podstavku 0. Sele od takrat naprej potem
velja, da potrebujemo Se povprecno dva poskusa, preden bomo izvedeli, kateri zaboj
je na podstavku 1. Skupaj torej tudi pri £ = 1 potrebujemo povprecno tri zamenjave,
enako kot pri £ > 1 — v prejSnjem odstavku smo razmisljali povrsno, vendar smo
za vrstico (1) po sretnem nakljucju vendarle dobili pravi rezultat.

V vrstici (2) skuSa na$ program spraviti zaboj k na podstavek 0; oznacimo z a,
povprecno stevilo zamenjav, ki jih za to potrebujemo, ce je p stevilka podstavka,
na katerem se je pred zacetkom izvajanja vrstice (2) nahajal zaboj k. Prip =0 je
ustavitveni pogoj takoj izpolnjen in ne izvede se nobena zamenjava, torej je ap = 0.
Pri p = 1 imamo pri vsaki zamenjavi % moznosti, da poberemo zaboj s podstavka
p in ne tistega s podstavka p — 1, torej potrebujemo povpreéno 2 zamenjavi in je
a1 = 2. Pri p > 1 pa imamo pri vsaki zamenjavi % moznosti, da poberemo zaboj
s podstavka p in ne s podstavkov p — 1 ali p — 2, torej potrebujemo povprec¢no 3
zamenjave in je ap = 3.

Recimo zdaj, da se zaboj k& nahaja na podstavku 0 in ga hocemo spraviti na
podstavek k; za to potrebno Stevilo zamenjav oznacimo z bx. Pri & = 0 je zaboj
7e na pravem mestu in je bp = 0. — Pri £ = 1 izvedemo najprej eno zamenjavo;
z verjetnostjo % pride zaboj k na podstavek 1 in smo koncali, z verjetnostjo % pa
je Se vedno na podstavku 0 in smo na istem kot prej (in bomo potrebovali Se b;
zamenjav); velja torej by = 1+ %bl, torej by = 2. — Pri k > 2 izvedemo najprej
eno zamenjavo; z verjetnostjo % pride zaboj k na podstavek k in smo koncali; z
verjetnostjo % pride na podstavek k —1 in potrebujemo ar—_1 dodatnih zamenjav, da
ga spravimo spet na podstavek 0 in lahko potem poskusimo znova (za kar porabimo
Se by zamenjav); z verjetnostjo % pa se zgodi enako s podstavkom k — 2. Velja torej
by =1+ %(ak,1 + b)) + é(ak,2 + bi), torej by = 34 ag—1 + ak—2. Ce upostevamo
Se ugotovitve o ae iz prejSnjega odstavka, lahko zakljucimo, da je bo = 5, bz = §, za
k>4pajeb,=09.

Recimo zdaj, da se zaboj k nahaja na podstavku p in ga hocemo spraviti na
podstavek k; za to potrebno Stevilo zamenjav ozna¢imo s cpr. Pri p = k seveda ni
treba nobene zamenjave in cxr = 0; drugace pa moramo zaboj k najprej spraviti na
podstavek 0 in nato od tam na podstavek k, tako da je cpr = ap + by.

Ce nas zanima obnasanje naSega algoritma v povpredju po vseh moznih zadet-
nih razporedih, pri ¢emer tudi Stejemo vse te razporede za enako verjetne, lahko
predpostavimo, da ko moramo spraviti zaboj k£ s podstavka p na podstavek k, so
vse mozne vrednosti p-ja (od 0 do k) enako verjetne. Zanima nas torej povpredje
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ek = Cr/(k+1) za Cp := Z’;:O cpk. UpoStevajmo, da je cxr = 0 in (za p < k)
Cpk = Gp + b, pa dobimo Cj, = ';;é(ap + bg); in ker je ap =0, a1 =1 in ap = 3
za p > 1, dobimo naprej Cx = k - by + 1 + 3(k — 2). Upostevajmo, kar ze vemo o
br, pa dobimo: C2 = 12, C3 = 29 in C), = 12k — 4 za k > 4. Posebej pa moramo
obravnavati primer £ = 1, kjer vsota ne le nima nobenega ¢lena s p > 1, ampak
nima niti élena s p = 1; takrat je C1 = co1 + c11 = (a0 +b1) + 0= 2.

Iz vsot Cp, ki smo jih zdaj izracunali, lahko potem dobimo povpreéja c¢x =
Cr/(k+1): G =0, =1, & =4, & =29/4in & = 12— 1% za k > 4. Da dobimo
skupno Stevilo zamenjav v vseh izvajanjih vrstic (2) in (3), moramo to seSteti po
vseh k od 1 do n — 1; recimo tej vsoti dy, :== >_y_, ¢. Ker nas zanima obnasanje
pri ve¢jih n, lahko odmislimo robne primere, ko je n < 4; za n > 4 pa dobimo
dn = €1+ G2+ ¢3 + 22;1(12 — %) = 12n — % — 16 - (H, — Ha), pri ¢emer so
H, = 21;:1 % harmoniéna tevila. Ce upostevamo Se, da je Hy = 1—|—%+%+% = %,
dobimo dn, = 12n — 23 — 16H,,.

Da pa dobimo res skupno povprecno sStevilo vseh zamenjav, moramo pristeti se
tistih 3(n—1) iz vrstice (1); skupaj imamo torej Ty, := dn+3(n—1) = 15n— 5 —16H,
zamenjav. Znano je, da je H, = Inn + v+ O(1/n), pri ¢emer je konstanta 7 enaka
priblizno 0,577. Ce upostevamo to v nasi formuli, vidimo, da je T}, &~ 15n —161nn —
14,66. Pri n = 100, kar je najvecji mozni testni primer pri nasi nalogi, to pomeni
(v povprecju) priblizno 1411,6 zamenjav.°

5. L-sistem

Recimo, da je niz s dolg n érk: s = cica...c,. Potem je niz f*(s), ki nas pri tej na-
logi zanima, sestavljen iz n kosov oblike f*(c;), torej f*(s) = f*(c1)f*(ca) ... fF(cn).
Vsaka pojavitev p-ja (ali kakSnega njegovega anagrama — tega v nadaljevanju ne
bomo kar naprej ponavljali) v Vi (s) potem bodisi v celoti lezi znotraj enega od ko-
sov f* (¢;) bodisi precka vsaj eno mejo med dvema zaporednima kosoma, na primer
fk(ci) in fk(Ci+1)~

Tiste, ki v celoti lezijo znotraj enega kosa, lahko torej prestejemo tako, da za
vsako ¢rko ¢ nase abecede prestejemo pojavitve p-ja v f k’(c), nato pa to seStejemo po
vseh ¢rkah niza s. Pojavitve p-ja v f’“(c) pa lahko prestejemo tako, da upostevamo,
da je f¥(c) = f*1(f(c)); resiti moramo torej enak problem kot pri f*(s), le s k—1
namesto k in z nizom f(c) namesto s. Tako se nakazuje resitev z rekurzijo (ali, Se
bolje, z dinami¢nim programiranjem).

Ostane Se vpradanje, kako presteti tiste pojavitve p-ja v f(s), ki ne lezijo v
celoti znotraj enega kosa f*(c;). Ce na primer pojavitev precka mejo med f*(c;)
in f¥(cit1), to pomeni, da mora prvih nekaj znakov niza p lezati na koncu kosa
f*(c:), preostanek niza p pa na zaletku kosa f¥(ci+1). Na posamezni strani meje
med f*(c;) in f¥(ciy1) je lahko najveé |p| — 1 znakov p-ja, kajti vsaj en znak mora
Se ostati na drugi strani meje (sicer bo pojavitev lezala v celoti znotraj enega kosa).
Za stetje taksnih pojavitev p-ja, ki preckajo meje med kosi, je torej pomembnih le
prvih in zadnjih |p| — 1 znakov posameznega kosa. To je koristno zato, ker so kosi

6Za poskus smo pognali naso resitev na 10° nakljuénih testnih primerih velikosti n = 100.
Povprecno stevilo zamenjav je bilo pri tem res priblizno 1411,6, standardna deviacija pa 108,1;
pri nobenem od teh 10° testnih primerov ni bilo treba ve& kot 2185 zamenjav in nikoli ni lo z
manj kot 879 zamenjavami.
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pri tej nalogi lahko zelo dolgi (eksponentno v odvisnosti od k), niz p pa ni dolg;
celega kosa f"(¢;) ne moremo izradunati, njegovih prvih in zadnjih |p| — 1 znakov
pa lahko.

Pisimo ¢ = |p| — 1 in definirajmo funkcijo v (u) takole:

ul:ql #ul—q:], ceje |u|l>2
v(u) = { u[‘]] [—a:] sicir~| | q

Od niza u torej funkcija y(u) obdrzi le prvih in zadnjih ¢ znakov, vse vmes pa
zamenja s posebnim lo¢ilnim znakom # (ki se drugade v nasih nizih ne pojavlja). Ce
je u dolg kvecjemu 2¢q znakov, pa funkcija v obdrzi celega.

Tako je torej y(z) tisto pri nizu u, kar je pomembno za Stetje pojavitev p-ja
na mejah med kosi. Nas bo to seveda najbolj zanimalo za nize oblike u = f*(z);
definirajmo torej gix(z) = v(f*(x)). Niza gr(x) ne moremo racunati tako, da bi
najprej izradunali f¥(z) in ga potem oklestili, saj je lahko f*(z) za kaj takega
predolg. Recimo, da je z dolg d znakov, i-tega od njih pa oznac¢imo z x;. Ker je
fF(x) = fF(@1) ... f¥(zn), je prvih ¢ znakov niza f*(z) ravno prvih g znakov niza
f(x1); Ge pa je le-ta krajsi od g, moramo vzeti Se prvih nekaj znakov niza f*(z2)
in tako naprej. Podoben razmislek velja tudi za zadnjih ¢ znakov. Velja torej

gr(x) = v(Gr(z)) za Gr() = gr(z1)gr(z2) ... gr(wa).

Tako lahko nize oblike gx(z) (ki so prijetno kratki: vsi so krajsi od 2|p| znakov)
racunamo, ne da bi morali imeti kdaj opravka z (eksponentno dolgimi) nizi oblike
f*(@).

Ko imamo niz Gi(x) pred sabo, lahko v njem prestejemo pojavitve p-ja;” in s
tem smo presteli tudi tiste pojavitve pa v f*(z), ki preckajo kaksno od mejd med
dvema sosednjima kosoma. Ce je kak kos slu¢ajno krajsi od 2|p| — 1 znakov, je zanj
gr(z:) = f¥(x:) in smo v Gx(x) dobili tudi tiste pojavitve p-ja v f*(x), ki v celoti
lezijo znotraj kosa f* (z:). Paziti moramo torej, da takih pojavitev ne bomo Steli
dvojno — (1) ko sestevamo po vseh kosih tiste pojavitve, ki v celoti lezijo znotraj
enega kosa, in (2) ko Stejemo pojavitve p-ja v gi(x). Kose, pri katerih gi(z;) ne
vsebuje znaka # na sredi, lahko torej pri (1) presko¢imo, saj bomo pojavitve p-ja v
njih presteli pri (2).

Stevilo pojavitev pa v f*(z) ozna¢imo s hi(x). Zdaj imamo vse, kar potrebu-
jemo, da zapiSsemo psevdokodo nasega postopka:

podprogram KORAK(z, k, gk, hi):
vhod: niz © = z1 ... x4, Stevilo k, vrednosti gi(t;) in hi(t:) za vse érke abecede;
izhod: vrednosti gx(z) in hr(z);

u := prazen niz; H := 0;

"Kako presteti pojavitve p-ja — in, ne pozabimo, njegovih anagramov — v nekem daljSem
nizu? Preprosta moznost je, da se po tem daljSem nizu premikamo z oknom dolzine |p| znakov in
v neki tabeli vzdrzujemo ,histogram“ — za vsako ¢rko imamo stevilo pojavitev te ¢rke v oknu.
Teh stevil ni tezko vzdrzevati: ko se okno premakne za en znak naprej, pride na desni ena ¢rka
vanj, na levi pa pade ena ¢rka iz njega, torej moramo popraviti najvec¢ dva elementa v histogramu.
Vnaprej prestejmo tudi pojavitve vsake ¢rke v nizu p, pa bomo lahko sproti preverjali, koliko ¢rk
se v oknu pojavlja manjkrat kot v p, koliko pa veckrat kot v p. Ce ni nobene take ¢rke, lahko
zaklju¢imo, da se vsaka ¢rka v oknu pojavlja natanko tolikokrat kot v p, torej je v oknu nek
anagram p-ja.
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fori:=1to d:
if gk(xl) vsebuje # then H := H + hy(z;);
dodaj gr(z;) na konec niza u;
(* Spremenljivka u zdaj vsebuje niz G (z). *)
H := H+ stevilo pojavitev p-ja v nizu u;
vrni gi(z) = y(u) in hi(z) = H;

Zdaj torej znamo izracunati gi in hi za daljSe nize iz njunih vrednosti za posamezne
¢érke abecede; slednje pa dobimo tako, da upostevamo, da je f%(t:) = f*=1(f(t:)):

za vsako ¢rko ¢; nase abecede:
go(ti) = ts;
if p =t; then ho(t;) := 1 else ho(t;) := 0;
forr:=0to k —1:
za vsako ¢rko t; nase abecede:
za ¢ = f(t;) pokli¢ci KORAK(z, T, gr, hr);
vrednosti g,(z) in h.(x), ki ju je KORAK vrnil,
si zapomni kot gr41(t;) in hry1(t:);
pokli¢i KORAK(s, k, gk, 7k) in vrni hi(s), ki jo je izracunal;

V praksi moramo pri izracunu paziti Se na to, da moramo na koncu vrniti stevilo
pojavitev po modulu M in da je pametno zato ze med izracunom ves Cas delati le
z ostanki po deljenju s M, saj bi bilo pravo stevilo pojavitev lahko preveliko in bi
prekoracili obseg celostevilskih spremenljivk.

#include <string>
#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

string p; int pd, a, M; // pd je dolZina niza p

// Struktura Opis opisuje vse, kar moramo vedeti o nizih oblike f"(x):

// stPojavitev = h,(z), Stevilo pojavitev p-ja v nizu;

// s = gr(z) =~(f"(x)) = prvih in zadnjih |p| — 1 znakov niza f"(x), vmes pa

// locilni znak (stevilo a). Ce je niz dolg < 2(|p| — 1) znakov, je v s prisoten v celoti.
struct Opis { int stPojavitev; string s; };

// lzraduna opis niza f"(z), &e so znani opisi f"(t;) za posamezne &rke abecede.
void Korak(const vector<Opis>& opisi, const string &x, Opis &0)

{

O.stPojavitev = 0; string &fx = O.s; fx.clear();

// V " pripravimo stik nizov v(f" (x[i])) in seStejmo pojavitve p-ja znotraj nizov f"(z[i])
// za posamezne &rke niza x. Ce je neki f7(x[i]) dovolj kratek, da dobimo celega v fx,
// pojavitev p-ja v njem ne upostevajmo, saj jih bomo dobili kasneje, ko pregledamo fx.
for (char c : x) { const Opis &Oc = opisi[c]; fx += Oc.s;
if (Oc.s.length() == 2 * pd — 1 && Oc.s[pd — 1] == a)
O.stPojavitev = (O.stPojavitev + Oc.stPojavitev) % M; }

// Upostevajmo pojavitve p-ja, ki pre¢kajo kaksno od meja med f"(z[i]) in f"(z[i + 1]).
// Po nizu fx se premikamo z oknom dolZine |p|; stCrk[c] je razlika med Stevilom pojavitev
/] &kec(zac=0, ..., a; c = a predstavlja loéilni znak) v oknu in v vzorcu p.

// .stPremalo” pove, pri koliko c-jih je stCrk[c] < O; , stPrevec" pa, pri koliko c-jih

int fsd = fx.length(), stPremalo = 0, stPrevec = 0; // velja stCrk[c] > 0.
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static int stCrk[27]; for (int i = 0; i <= a; ++i) stCrk[i] = 0;

for (char c : p) if (——stCrk[c] == —1) ++stPremalo;
for (int i = 0; i < fsd; ++i) {
// Na desni je v okno fx[i — pd + 1, ..., i] prisel znak fx[i].

int x = ++stCrk[fx][i]]; if (x == 0) ——stPremalo; else if (x == 1) ++stPrevec;
// Na levi je iz okna izpadel znak fx[i — pd].
if (i >= pd) { x = ——stCrk[fx[i — pd]];
if (x == 0) ——stPrevec; else if (x == —1) ++stPremalo; }
// Ali je v oknu ravno anagram p-ja?
if (stPremalo == 0 && stPrevec == 0) ++0.stPojavitev; }
O.stPojavitev %= M;

/] Ce je f7(x) daljsi od 2(|p| — 1), obdrZimo le prvih in zadnjih |p| — 1 &rk,
// vmes pa damo loé&ilni znak (Stevilo a). Tako dobimo v(f"(x)).
if (fsd > 2 * (pd — 1))
fx = fx.substr(0, pd — 1) + char(a) + fx.substr(fsd — pd + 1);
J%

int main()

{

// Preberimo abecedo.
string abeceda; getline(cin, abeceda); a = abeceda.length();
// Pripravimo funkcijo, s katero bomo znake abecede prevedli v stevila od 0 do a — 1.
string xlat(26, ' '); for (int i = 0; i < a; ++i) xlat[abeceda[i] — 'a'] =;
auto Prevedi = [&xlat] (string &s) { for (char &c : s) ¢ = xlat[c — 'a']; };
// Preberimo nize f(t;) za vse &rke abecede in jih prevedimo.
vector<string> f(a); for (auto &fa : f) { getline(cin, fa); Prevedi(fa); }
// Preberimo ostale podatke.
string s; int k; cin >> s >> k > M >> p;
Prevedi(s); Prevedi(p); pd = p.length();
// Pripravimo opise nizov fO(t;).
vector<Opis> opisi(a), noviOpisi(a);
for (inti=0;i < a; ++i)
opisi[i] = { (pd == 1 && p[0] == i ? 1 : 0), string(1, char(i)) };
// lzraéunajmo opise f"(t;) zar=1, ..., k.
for (int r = 0; r < k; ++r) {
for (int i = 0; i < a; ++i) Korak(opisi, f[i], noviOpisi[i]);
swap(opisi, noviOpisi); }
// lzraéunajmo opis f*(s) in izpisimo rezultat.
Opis O; Korak(opisi, s, O);
cout << O.stPojavitev << endl; return 0;

}

Razmislimo Se o Casovni zahtevnosti te resitve. Podprogram KORAK mora za dani
niz = dolzine d izrac¢unati niz Gi(x), ki je dolg O(d|p|) znakov, ker so posamezni
kosi v njem, nizi gx(x;), dolgi po manj kot 2|p| znakov. Za izrac¢un niza Gj(z) torej
porabimo O(d|p|) ¢asa, nato pa Se O(a + d|p|) Casa za Stetje pojavitev p-ja v njem.
Glavni del programa mora pri vsakem r od 0 do k — 1 poklicati KORAK za nize f(¢;),
pri ¢emer so t; vse ¢rke abecede; na koncu pa pokli¢emo $e KORAK za niz s (dolzine
n). Ce vse to setejemo, imamo ¢asovno zahtevnost O(k a? + |p|(n + k ¢)), kjer smo
s ¢ oznadili skupno dolzino nizov f(¢;) za vseh a ¢rk abecede.
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1. Sestevanje ulomkov

Naloga pravi, da vsak otrok razen zadnjega prereze prejeti kos na pol in potem eno
polovico mogoce posadi v zemljo; rezov je torej n — 1, zato je najmanjsi mozni posa-
jeni kos tezak 1/2" ! kilograma. To maso bomo pri nagih izra¢unih vzeli za osnovno
enoto; vse druge mase, s kateri bomo imeli pri tej nalogi opravka, so veckratniki te
osnovne enote, zato bomo lahko ves Cas racunali s celimi Stevili in nam ne bo treba
skrbeti, da bi nam rezultat pokvarile kakSne zaokrozitvene napake.

Za torto, tezko 1 kilogram, bomo torej zdaj rekli, da je tezka 2"~ ! enot. Kos, ki
ga posadi prvi otrok (e se odlod saditi in ne jesti), je potem tezak 2" 2 enot; kos,
ki ga posadi drugi otrok, je tezak 2”2 enot in tako naprej. V splosnem je torej kos,
ki ga posadi i-ti otrok, tezak 2”71~ enot.

Podatke o praznovanjih berimo v zanki, pri vsakem praznovanju pa pojdimo v
vgnezdeni zanki po otrocih in sestevajmo mase posajenih kosov torte. Na koncu
tega postopka imamo pred sabo skupno maso posajenih kosov; recimo, da je to
v enot po 1/2"" ! kilograma; ¢e delimo v z 2”2 in rezultat zaokrozimo navzdol,
dobimo skupno maso v enotah po pol kilograma. Ce je ta rezultat lih, to pomeni,
da je od zadnjega kilograma prisotna vsaj polovica, torej moramo pri zaokrozanju
na kilogram zaokroziti navzgor (kar lahko naredimo tako, da masi v polkilogramskih
enotah pristejemo 1, preden jo nazadnje delimo z 2, da dobimo maso v kilogramskih
enotah).

#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;

int main()

{
// Preberimo stevilo praznovanj in otrok.
intr, n; cin >>r >> n;

// Obdelajmo vsa praznovanja.
int vsota = 0;
while (r—— > 0)

// Preberimo niz z opisom praznovanja.
string s; cin >> s;

// Pristejmo posajene kose k vsoti.
for (inti=0;i < n; ++i)
if (s[li] == 'S') vsota +=1 << (n — 2 — i);

// ZaokroZimo vsoto navzdol na polovico kilograma.
vsota >>=n — 2;

// Ce je stevilo polkilogramskih enot liho, moramo pri
// pretvorbi v kilograme zaokroZiti navzgor.
vsota = (vsota + (vsota & 1)) >> 1;

// lzpisimo rezultat.
cout << vsota << endl; return 0;
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Lahko pa nalogo resimo tudi z uporabo aritmetike s plavajoco vejico, saj imajo
ulomki, s kakrsnimi delamo pri tej nalogi, vsi za imenovalec neko potenco Stevila 2,
take pa lahko v predstavitvi s plavajoco vejico predstavimo brez napak, dokler je v
mantisi dovolj prostora. Pri nasi nalogi imamo opravka z vrednostmi od 0 do r in
potrebujemo natanénost do 1/2"7*, kar pri 7 = 1000 in n = 20 pomeni kaksnih 29
bitov; tip double ima mantiso dolgo 52 bitov, torej vec¢ kot dovolj, da do zaokrozitve-
nih napak ne bo prihajalo. Za izpis vsote v kilogramih na koncu lahko uporabimo
funkcijo round iz standardne knjiznice, ki polovice zaokroza stran od 0, prav to pa
nasa naloga tudi zahteva.

#include <iostream>
#include <string>
#include <cmath>
using namespace std;

int main()

{

// Preberimo stevilo praznovanj in otrok.
intr, n; cin >>r >> n;
// Obdelajmo vsa praznovanja.

double vsota = 0;
while (r—— > 0)

// Preberimo niz z opisom praznovanja.
string s; cin >> s;

// Pristejmo posajene kose k vsoti.
double kos = 1;
for (inti=0;i<n; ++i) {

kos /= 2;

if (s[i] == 'S"') vsota += kos; }

// lzpisimo vsoto, zaokroZeno na celo Stevilo kilogramov.
cout << round(vsota) << endl; return 0;

}

Zapisimo Se resitev v pythonu. Lahko bi racunali s celimi Stevili kot pri prvi od
gornjih dveh resitev ali pa s plavajoco vejico (v pythonu sta primerna tipa float in
Decimal) kot pri drugi, lahko pa namesto tega uporabimo tip Fraction, s katerim lahko
brez zaokrozitvenih napak ra¢unamo z racionalnimi stevili (ulomki):

import sys, fractions, math
# Preberimo stevilo praznovanj in otrok.
r, n = (int(s) for s in sys.stdin.readline().split())

# Obdelajmo vsa praznovanja.

vsota = 0

for ri in range(r):
# Preberimo niz z opisom praznovanja.
s = sys.stdin.readline()

# Pristejmo posajene kose k vsoti.
for i in range(n):
if s[i] == 'S': vsota = vsota + fractions.Fraction(1, 2**(i + 1))

# Vsota je zdaj racionalno Stevilo v kilogramih.
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# Zaokrozimo jo navzdol na celo stevilo v polovicah kilograma.
vsota = math.floor(2 * vsota)

# Ce je stevilo polkilogramskih enot liho, moramo pri
# pretvorbi v kilograme zaokroZiti navzgor.
print((vsota + (vsota % 2)) // 2)

Za zaokrozanje nismo uporabili funkcije round, kajti ta v pythonu zaokroza polovice
na najblizje sodo $tevilo (npr. 3,5 — 4 in tudi 4,5 — 4) in ne vedno navzgor, kot
zahteva nasa naloga.

To resitev lahko zapisemo tudi krajse:

import sys, fractions, math
# Preberimo Stevilo praznovanj in otrok.
r, n = (int(s) for s in sys.stdin.readline().split())

# Obdelajmo vsa praznovanja.
vsota = math.floor(sum(fractions.Fraction(1, 2**i)

for ri in range(r) for i, c in enumerate(sys.stdin.readline()) if c == 'S"))
# Vsota je zdaj zaokroZena navzdol na celo stevilo polkilogramskih enot.

# Ce je to Stevilo liho, moramo pri pretvorbi v kilograme zaokroZiti navzgor.
print((vsota + (vsota % 2)) // 2)

2. Slovar

(a) Prvi del naloge je enostaven: pojdimo v zanki po vseh besedah slovarja; pri vsaki
besedi najprej preverimo, ce je enako dolga kot vzorec; ¢e ni, lahko takoj zakljuc¢imo,
da se ne bo ujemala z danim vzorcem; sicer pa pojdimo v vgnezdeni zanki po ¢rkah
besede in vzorca hkrati ter preverjajmo, ¢e se ujemajo. Slednje pomeni, da mora
imeti bodisi vzorec na tistem mestu zvezdico bodisi morata imeti vzorec in beseda
na tistem mestu enako ¢rko. Cim opazimo kaksno neujemanje, lahko preverjanje
trenutne besede prekinemo, saj Ze vemo, da ne bo ustrezala nasemu vzorcu. Ce pa
pridemo do konca besede, ne da bi opazili kaksno neujemanje, jo izpisimo.

Primer implementacije take resitve v C++ (recimo, da slovar dobimo kot vektor
nizov):
#include <vector>
#include <string>

#include <iostream>
using namespace std;

void PoisciA(const vector<string>& slovar, const string& vzorec)

int d = vzorec.length();
for (const auto &beseda : slovar)

{
// Preverimo, & je beseda enako dolga kot vzorec.
if (beseda.length() != d) continue;
// Preverimo, e se znaki besede ujemajo z istoleznimi znaki vzorca.
int i = 0; while (i < d && (vzorec[i] == '*' || vzorec[i] == besedali])) ++i;
// Ce smo prisli do konca, ne da bi opazili kaksno neujemanje,
// je beseda ustrezna in jo izpis§imo.
if (i >= d) cout << beseda << endl;
}
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Zapisimo to resitev Se v pythonu; slovar tu pri¢akujemo kot seznam (pythonov tip
list) oz. kot karkoli, po ¢emer je mogoce iterirati:

def PoisciA(slovar, vzorec):
d = len(vzorec)
for beseda in slovar:

# Preverimo, ¢e je beseda enako dolga kot vzorec.
if len(beseda) != d: continue

# Preverimo, Ce se znaki besede ujemajo z istoleZnimi znaki vzorca.
i=0

while i < d and (vzorec[i] == 'x' or vzorec[i] == beseda[i]): i +=1
# Ce smo prisli do konca, ne da bi opazili kaksno neujemanje,

# je beseda ustrezna in jo izpisimo.

if i >= d: print(beseda)

Se ena moznost je, da uporabimo regularne izraze (ti so, mimogrede, na voljo tudi v
C++ovi standardni knjiznici), pri éemer pa pazimo na to, da se v njih za ujemanje
s poljubnim znakom uporablja pika in ne zvezdica:

import re
def PoisciA2(slovar, vzorec):
r = re.compile(vzorec.replace("*", "."))
for beseda in slovar:
if r.match(beseda): print(beseda)

Se ena moznost v pythonu pa je modul fnmatch, pri katerem se za ujemanje s po-
ljubnim znakom uporablja vprasaj namesto zvezdice:

import fnmatch
def PoisciA3(slovar, vzorec):
vzorec = vzorec.replace("*", "?")
for beseda in slovar:
if fnmatch.fnmatch(beseda, vzorec): print(beseda)

(b) Razmislimo zdaj o drugem delu naloge, pri katerem bi radi slovar vnaprej pre-
delali tako, da bomo lahko po njem ¢im hitreje iskali besede, ki se ujemajo z vzorci.
Za zacetek je koristno besede slovarja razdeliti na ve¢ seznamov po dolzini, saj se
lahko vzorec dolzine d ujema samo z besedami dolzine d, daljsih ali krajsih besed
pa sploh nima smisla pregledovati.

Recimo zdaj, da i-ti znak vzorca ni zvezdica, ampak neka ¢rka, recimo c¢. Potem
pridejo v postev le tiste besede iz slovarja, ki imajo na i-tem mestu prav to ¢rko in
ne kaksne druge. Koristno bi bilo torej za vsako dolzino d, za vsak indeks ¢ od 1 do
d in za vsako Crko abecede ¢ pripraviti seznam tistih besed iz slovarja, ki so dolge
natanko d znakov in imajo na i-tem mestu ¢rko ¢; recimo temu seznamu A(d, i, c).

Ko hodemo potem za neki vzorec (dolzine d) poiskati besede, ki se ujemajo z
njim, pois¢imo v njem poljubno mesto 7, kjer ni zvezdice, ampak neka c¢rka c; potem
moramo le pregledati vse besede iz A(d,4,c) in za vsako od njih preveriti, ali se
ujema tudi s preostankom vzorca. Za to lahko uporabimo enak postopek kot pri
podnalogi (a). Ce je ima vzorec na ve¢ mestih érko (in ne zvezdice), imamo torej
na voljo ve¢ primernih A(d,4,c) in je smiselno pregledati najkrajSega med njimi, da
bomo imeli ¢im manj dela.
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Poseben primer nastopi, ¢e v vzorcu ni nobene ¢rke, ampak same zvezdice. Tedaj
nam razmislek iz prejSnjega odstavka ne ponudi nobenega seznama moznih kandi-
datov, pa¢ pa gremo lahko pri poljubnem ¢ po vseh ¢rkah abecede in za vsako ¢rko ¢
izpiSemo vse besede iz A(d, i, ¢); tako bomo s¢asoma izpisali prav vse besede dolzine
d, to pa je pri takem vzorcu tudi pravilni odgovor.

int maxDolzina;
vector<vector<string>> seznami;

void Pripravi(const vector<string>& slovar)
{
// Poglejmo, kako dolga je najdaljSa beseda.
maxDolzina = 0;
for (const auto &beseda : slovar) maxDolzina = max(maxDolzina, int(beseda.length()));

// Pripravimo si dovolj seznamov.
seznami.clear(); seznami.resize((maxDolzina + 1) * (maxDolzina + 1) * 26);

// Pri vsaki besedi pojdimo po vseh njenih &rkah in jo dodajmo
// v ustrezni seznam.
for (const auto &beseda : slovar)
for (int d = beseda.size(), i = 0; i < d; ++i)
seznami[(d * (maxDolzina + 1) + i) * 26 + (beseda[i] — 'a')].push_back(beseda);

void PoisciB(const string& vzorec) const

// Morda je ta vzorec daljsi od vseh besed v slovarju.
int d = vzorec.length(); if (d > maxDolzina) return;

// Poglejmo, pri katerem i dobimo najkrajsi seznam kandidatov.
int najldx = —1, najDolz = 0;
for (int i = 0; i < d; ++i) if (vzorec[i] I= "*') {
int idx = (d * (maxDolzina + 1) + i) * 26 + (vzorec[i] — 'a');
int dolzina = seznami[idx].size();
if (najldx < 0 || dolzina < najDolz) najldx = idx, najDolz = dolzina; }

/] Ce smo tak seznam nasli, ga preiscimo.
if (najldx >= 0) { PoisciA(seznami[najldx], vzorec); return; }

// Sicer ima vzorec same zvezdice in moramo izpisati vse nize dolZine d.
for (int c = 0; ¢ < 26; ++c¢)

for (const auto &beseda : seznami[d * (maxDolzina + 1) * 26 + c])
cout << beseda << endl;

}

Se podobna resitev v pythonu:

def Pripravi(slovar):
global maxDolzina, seznami

# Poglejmo, kako dolga je najdaljsa beseda.
maxDolzina = max(len(beseda) for beseda in slovar)

# Pripravimo si dovolj seznamov.
seznami = [[[[] for c in range(26)] for i in range(d)] for d in range(maxDolzina + 1)]

# Pri vsaki besedi pojdimo po vseh njenih rkah in jo dodajmo v ustrezni seznam.
for beseda in slovar:

d = len(beseda)

for i in range(d):
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seznami[d][i][ord(beseda[i]) — ord('a')].append(beseda)

def PoisciB(vzorec):
# Morda je ta vzorec daljsi od vseh besed v slovarju.
d = len(vzorec)
if d > maxDolzina: return

# Med seznami kandidatov za vsako &rko vzorca preis¢imo najkrajsega.

kandidati = min((seznami[d][i][ord(c) — ord('a')] for i, c in enumerate(vzorec) if c!="x"),
key = len, default = None)

if kandidati is not None: PoisciA(kandidati, vzorec); return

# Ce ni nobenega takega seznama, ker ima vzorec same zvezdice,
# moramo izpisati vse nize dolzine d.
for seznam in seznami[d][0]:

for beseda in seznam: print(beseda)

3. Genialno

Preprosta, vendar manj ucinkovita resitev je, da gremo v zanki po vseh poljih mreze
in pri vsakem od njih izracunamo Stevilo tock po pravilu iz besedila naloge. To
pomeni, da potrebujemo Se eno vgnezdeno zanko, ki gre po vseh Stirih moznih
smereh (gor, dol, levo in desno), za vsako smer pa imamo potem Se eno zanko,
ki se premika od trenutnega polja v tisti smeri in seSteva Stevilo zetonov na tako
obiskanih poljih, ustavi pa se, ko bodisi pride do praznega polja (takega z ni¢ Zetoni)
ali pa doseze rob mreze.

#include <vector>
#include <utility>
#include <algorithm>
using namespace std;

// aly * w + x] = stevilo Zetonov na polju (x, y) za0 < x< w, 0< y < h.
pair<int, int> KamPostaviti(int w, int h, const vector<int> &a)
{

int xNaj = yNaj = —1, najTock = —

constmtDX[]*{—l 1,0,0}, DY[]*{O 0,1, -1}

for (inty = 0; y < h; ++y) for (int x =0; x < w; ++x)

int tocke = 0;
// Pojdimo iz polja (x, y) v vse Stiri smeri.
for (int smer = 0; smer < 4; ++smer) for (int xx = x, yy =vy; ;)
{
// Naredimo korak naprej v trenutno smer.
xx += DX[smer]; yy += DY[smer];
/] Ce smo padli ez rob mreZe, konéajmo.
if (xx <0l xx>=w]||yy <O0]||yy >= h) break;
// Ce smo na praznem polju, tudi konéajmo.
int zetoni = afyy * w + xx]|; if (zetoni == 0) break;

// Sicer bomo dobili toliko tock, kolikor je tu Zetonov.
tocke += zetoni;

}

// Najboljsi rezultat doslej si zapomnimo.
if (tocke > najTock) najTock = tocke, xNaj = x, yNaj = y;
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return {xNaj, yNaj};

}
Zapisimo podobno resitev Se v pythonu:

# aly * w + x] = stevilo Zetonov na polju (x, y) za0 < x<w, 0< y < h.
def KamPostaviti(w, h, a):

# Virne tocke, ki jih dobimo iz ene od smeri, &e postavimo Zeton na (x, y).
def TockeS(x, y, smer):

DX = [-1, 1, 0, O][smer]; DY = [0, 0, 1, —1][smer]
tocke = 0
while True:

# Naredimo korak naprej v trenutno smer.

x += DX;y += DY

# Ce smo padli ez rob mreze, konéajmo.

if x<0orx>=wory < 0ory >= h: break

# Ce smo na praznem polju, tudi konéajmo.

zetoni = afy * w + x|

if zetoni == 0: break

# Sicer bomo dobili toliko tock, kolikor je tu Zetonov.

tocke += zetoni
return tocke

# Vrne skupno stevilo tock, ki ga dobimo, &e postavimo Zeton na (x, y).
def Tocke(x, y): return sum(TockeS(x, y, smer) for smer in range(4))

# lzracdunajmo najboljsi poloZaj novega Zetona in ga vrnimo.

return max((Tocke(x, y), (x, y)) for y in range(h) for x in range(w))[1]

Slabost dosedanje resitve je, da je razmeroma pocasna. V najslabSem primeru (&e so
vsa polja mreZe neprazna) se bo najbolj notranja zanka vedno premikala vse do roba
mreze, zato bomo pri vsakem (z,y) pregledali celotno vrstico y in celoten stolpec z,
skupaj torej w + h polj; Casovna zahtevnost te resitve je torej O(wh(w + h)).

Toda predstavljajmo si maksimalno strnjeno skupino nepraznih polj, ki so vsa v
isti vrstici, recimo od (z1,y) do (x2,y). Ko pravimo, da naj bo maksimalna, ho¢emo
s tem reci, naj na levi in desni meji bodisi na rob mreze bodisi na prazno polje.
Recimo, da razmisljamo o tem, da bi Zeton postavili na neko polje (z,y) te skupine
(torej za x1 < = < x2); s premikanjem levo in desno od njega bomo obiskali ravno
celo skupino, preden se bomo ustavili. To pomeni, da je treba vsoto vseh zZetonov
te skupine steti k tockam vsakega polja v skupini. Podobno je tudi, ¢e razmisljamo
o postavitvi Zetona tik levo od skupine, na (z1 —1,y); s premikanjem desno od tam
bomo obiskali ravno celo skupino. Podobno je tudi pri postavljanju zetona tik desno
od skupine, na (2 + 1, y), ko obis¢emo celo skupino med premikanjem levo.

Vidimo torej, da ko enkrat najdemo tako skupino, lahko izracunamo vsoto zeto-
nov na njej in jo pristejemo k tockam vseh polj skupine in Se sosednjih polj pred in
za skupino. Ce je skupina dolga d polj, smo imeli z njo O(d) dela; in ker pripada
vsako neprazno polje natanko eni taki skupini, so vse skupine skupaj dolge O(wh)
polj, zato imamo tudi z vsemi skupaj le O(wh) dela. Tako séasoma dobimo vse
tocke (za vse mozne polozaje novega Zetona), ki nastanejo zaradi premikanja levo
in desno od polozaja novega zetona. V nadaljevanju moramo popolnoma enak raz-
mislek ponoviti se po stolpcih namesto po vrsticah, da bomo upostevali Se tocke, ki
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nastanejo zaradi premikanja gor in dol, pa bomo na koncu dobili pravo stevilo tock
vsakega polja.

Tako imamo resitev s ¢asovno zahtevnostjo O(wh), kar je veliko manj od prejsnje;

njena slabost pa je v vecji porabi pomnilnika, saj potrebujemo tabelo w-h elementov,
v kateri racunamo tocke vsake celice.

pair<int, int> KamPostaviti2(int w, int h, const vector<int> &a)

{

vector<int> tocke(w * h, 0);
for (int obrni = 0; obrni < 2; ++obrni)

{

}

// Spodnji postopek je tak, kot da is¢emo vodoravne skupine nenicelnih polj; toda
// pri obrni = 1 koordinatne osi obrnemo, tako da v resnici iséemo navpiéne skupine.
int W = w, H = h; if (obrni) swap(W, H);

auto A = [=, &a] (int X, int Y) { return afobrmi ? X *w + Y :Y *w + X]; };

for (int Y = 0; Y < H; ++Y) for (int X = 0; X < W; ++X) if (A(X, Y) !=0)

// Tu se zaéne skupina nenicelnih polj.
// Kako dale¢ sega in kaksna je njihova vsota?
int XX = X + 1, vsota = A(X, Y);
while (XX < W && A(XX, Y) !=0) vsota += A(XX++, Y);
// Pristejmo to vsoto k to¢kam polj v skupini in Se tistih tik pred in za njo.
for (int t = max(X — 1, 0); t < min(XX + 1, W); ++t)
tocke[obrni 27t * w + Y : Y * w + t] += vsota — A(t, Y);
X = XX; // Nadaljuimo za koncem te skupine.

}

// Vrnimo najboljsi poloZaj novega Zetona.
int naj = 0; for (inti = 1;i < w * h; ++i) if (tocke[i] > tocke[naj]) naj = i;
return {naj % w, naj / w};

}

Zapisimo to resitev Se v pythonu:

def KamPostaviti2(w, h, a):
tocke = [0] * (w * h)
for obrni in range(2):

# Spodnji postopek je tak, kot da iscemo vodoravne skupine nenicelnih polj; toda
# pri obrni = 1 koordinatne osi obrnemo, tako da v resnici is¢emo navpicne skupine.
W, H = (h, w) if obrni else (w, h)

def A(X, Y): return a[X * w + Y if obrni else Y * w + X]

for Y in range(H):
X —

while X < W:
vsota = A(X, Y)
if vsota == 0: X += 1, continue

# Tu se zacne skupina nenicelnih polj.

# Kako dalec sega in kaksna je njihova vsota?

XX=X+1

while XX < W and A(XX, Y) != 0: vsota += A(XX, Y); XX +=1

# Pristejmo to vsoto k tockam polj v skupini in Se tistih tik pred in za njo.
for t in range(max(0, X — 1), min(XX + 1, W)):
tocke[t * w + Y if obrni else Y * w + t] += vsota — A(t, Y)
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X = XX + 1 # nadaljujmo za to skupino
# lzracunajmo najboljsi poloZzaj novega Zetona in ga vrnimo.
naj = max((tockeli], i) for i in range(w * h))[1]
return naj % w, naj // w

4. Parkirisce

Naloga pravzaprav sprasuje po tem, kaksna je najvecja skupna dolzina tovornjakov,
ki so hkrati parkirani na nasem parkiris¢u. Ta skupna dolzina se spremeni le ob
prihodu ali odhodu kaksnega tovornjaka, torej (za vsak ¢ od 1 do n) ob éasu p;
(ko se skupna dolzina poveca za d; zaradi prihoda tovornjaka stevilka i) in ob ¢asu
pi + t; (ko se skupna dolzina zmanjSa za d; zaradi odhoda tovornjaka Stevilka ).
Dovolj bo torej, ¢e za vsakega od teh ¢asov izracunamo, kaksna bo skupna dolzina
parkiranih tovornjakov po tej spremembi. To pa je najlaze racunati po narascajocih
Casih, saj lahko dobimo novo dolzino iz stare preprosto tako, da slednji pristejemo
d; ali ga od nje odstejemo.

Pripravimo torej seznam parov (p;,d;) in (p; +t;, —d;) za vse i = 1,...,n. Prva
komponenta pove cas, druga pa spremembo dolzine. Uredimo jih narascajoce po
Casu, tiste z enakim ¢asom pa po drugi komponenti. V tako urejenem zaporedju
moramo zdaj le sestevati druge komponente, pa bomo imeli pred seboj skupno dol-
zino po vsaki od sprememb.

Ker smo rekli, da pare z enakim c¢asom uredimo po drugi komponenti, bomo
v primerih, ko hkrati neki tovornjak pride in neki drug tovornjak odide, najprej
obdelali odhode (kajti pri teh je druga komponenta negativna) in Sele potem prihode
(pri katerih je druga komponenta pozitivna), prav to pa naloga tudi zahteva.

Ce nastopi ve¢ sprememb ob istem ¢asu, sicer skupna dolZina ,med“ temi spre-
membami nima nobenega smisla (ker so spremembe paé istoCasne in naloga tudi
pravi, da se zgodijo v hipu), vendar tudi ne bo pokvarila nasih rezultatov, saj nas
zanima le najveCja mozna skupna dolzina, ta pa bo nastopila bodisi po vseh teh
spremembah (ko bodo upostevani ze vsi prihodi ob tem ¢asu) bodisi pred njimi (ko
ne bo upostevan Se nobeden izmed odhodov ob tem ¢asu), ni pa mogoce, da bi bila
kaksna od teh nesmiselnih vmesnih skupnih dolzin vedja od obeh prej omenjenih.®

Oglejmo si se implementacijo te resitve v C++:

#include <vector>
#include <algorithm>
#include <utility>
using namespace std;

struct Tovornjak { int dolzina, prihod, trajanje; };

int Parkirisce(const vector<Tovornjak> &tovornjaki)

// Pripravimo podatke o spremembah skupne dolZine.

vector<pair<int, int>> spremembe;

for (const auto &t : tovornjaki) {
spremembe.emplace_back(t.prihod, t.dolzina);

8Natan¢neje povedano: ¢e smo upostevali ze nekaj prihodov ob tem Easu, ne pa Se vseh, se
bo skupna dolzina $e poveéala, ko bomo upostevali e preostale prihode ob tem ¢asu. Ce pa smo
upostevali Ze nekaj odhodov ob tem casu, ne pa se vseh, potem je bila skupna dolzina vecja, Se
preden smo upostevali tistih dosedanjih nekaj odhodov.
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spremembe.emplace_back(t.prihod + t.trajanje, —t.dolzina); }

// Uredimo spremembe po éasu.
sort(spremembe.begin(), spremembe.end());
// Raéunajmo skupno dolZino po vsaki spremembi.
int maxDolzina = 0, dolzina = 0;
for (auto [cas, sprememba] : spremembe) {
dolzina += sprememba;
// Najdaljso skupno dolZino si zapomnimo.
maxDolzina = max(maxDolzina, dolzina); }

return maxDolzina;

}

Zapisimo to resitev Se v pythonu:

# Podprogram Parkirisce pri¢akuje kot parameter seznam taksnih objektov:
class Tovornjak: __slots__ = ["dolzina", "prihod", "trajanje"]

def Parkirisce(tovornjaki):
# Pripravimo podatke o spremembah skupne dolZine.
spremembe = [(t.prihod, t.dolzina) for t in tovornjaki]
spremembe += [(t.prihod + t.trajanje, —t.dolzina) for t in tovornjaki]

# Uredimo spremembe po Casu.
spremembe.sort()

# Racunajmo skupno dolzino po vsaki spremembi.
maxDolzina = 0; dolzina = 0
for cas, sprememba in spremembe:
dolzina += sprememba
maxDolzina = max(maxDolzina, dolzina) # Najdaljso skupno dolZino si zapomnimo.

return maxDolzina

5. Barvanje stolpnic

Povezanost med stolpnicami, kot je definirana v tej nalogi, ima naslednjo zanimivo
lastnost: med stolpnicami, ki so povezane s stolpnico i, sta lahko najve¢ dve taki,
ki sta visji od ¢, in sicer ena levo od i ter ena desno od i; vse ostale stolpnice, s
katerimi je ¢ povezana, morajo biti nizje od nje.

O tem se lahko prepri¢amo takole: recimo, da se od ¢ pomikamo desno; naj bo
J prva visja stolpnica (visja od i-te), na katero naletimo. Ker so vmes vse stolpnice
nizje od i-te, sta ¢ in j povezani. Recimo zdaj, da bi bila nekje Se bolj desno neka
stolpnica k, ki bi bila tudi visja od i in povezana z njo; toda to bi pomenilo, da so
vse stolpnice med 4 in k nizje od 4 (in tudi od k), kar pa ni res, saj je med temi tudi
stolpnica j, ki je visja od ¢. Torej je lahko desno od 7 najve¢ ena stolpnica, ki je
visja od ¢ in povezana z njo (in sicer je to kar prva visja stolpnica, ki stoji desno od
i-te). Podoben razmislek lahko potem seveda opravimo tudi za stolpnice levo od i
in se prepri¢amo, da je tudi tam i povezana z najvec eno tako, ki je visja od nje (in
sicer je to kar prva visja stolpnica levo od i-te). g

Zaradi te lastnosti je koristno barvati stolpnice od visjih proti nizjim. Ko pride
na vrsto recimo stolpnica 4, so bile doslej zZe pobarvane le tiste stolpnice, ki so visje
od nje; med njimi pa sta z ¢ povezani najve¢ dve. Dodelimo i-ju najmanjso tako
stevilko barve (spomnimo se, da oznac¢ujemo barve z naravnimi $tevili od 1 naprej),
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ki je Se nima nobena od tistih (najve¢) dveh z njo povezanih stolpnic, ki smo ju
ze pobarvali. Ena od barv 1, 2 in 3 bo torej gotovo primerna, saj nam tisti dve
stolpnici lahko prepovesta najve¢ dve od teh treh barv. Tako torej vidimo, da lahko
stolpnice zagotovo pobarvamo s tremi barvami.

Za ucinkovito izvedbo tega postopka je koristno razmisliti Se o tem, kako naj
ugotovimo, s katerima visjima stolpnicama je ¢ povezana; z drugimi besedami, katera
je prva visja stolpnica levo od ¢ (recimo ji L[i]) in katera desno od ¢ (recimo ji D[i]).
Preprosta resitev je, da gremo pri vsakem ¢ v zanki po stolpnicah levo od %, dokler
ne naletimo na prvo visjo od 4; in potem podobno Se v zanki po stolpnicah desno
od i. Slabost te resitve je, da v najslabsem primeru porabi O(n2) Casa.

Boljsa moznost je, da ko barvamo stolpnice padajoce po visini, vsako ze po-
barvano stolpnico dodamo v neko primerno uravnotezeno drevesasto podatkovno
strukturo (na primer rdeée-érno drevo; v C++ lahko uporabimo razred set), v ka-
teri bodo stolpnice urejene po svojem indeksu. Ko barvamo stolpnico i, so v tem
drevesu ze vse stolpnice, viSje od 4 (in samo one); pois¢imo torej v njem prvo stol-
pnico z indeksom > i, pa bo to ravno prva viSja stolpnica desno od i, torej D][i[;
podobno lahko v drevesu pois¢emo zadnjo stolpnico z indeksom < ¢, pa bo to ravno
prva visja stolpnica levo od i, torej L[i]. Tako imamo pri vsaki stolpnici O(logn)
dela za tidve iskanji po drevesu (pa tudi za dodajanje stolpnice i v drevo, ko jo
pobarvamo) in ¢asovna zahtevnost celotnega postopka je O(nlogn).

Se hitreje pa gre, ¢e ra¢unamo vrednosti L[i] od leve proti desni. Najbolj leva
stolpnica seveda sploh nima nobene vi§je na svoji levi, zato postavimo L[1] = 0.
Od tam naprej pri vsakem ¢ razmisljajmo takole: en kandidat za L[i] je i-jeva leva
soseda, torej i — 1. Ce je ta visja od i-te stolpnice, se ustavimo in jo razglasimo za
L[i]; ¢e pa je i — 1 prenizka, je potem naslednji primerni kandidat za L[] Sele prva
taka stolpnica, ki stoji levo od ¢ — 1 in je viSja od stolpnice ¢ —1 — to pa je stolpnica
L[i—1]. Ce je tudi ta prenizka (niZja od i-te stolpnice), je naslednji kandidat potem
L[L[i — 1]] in tako naprej. ZapiSimo ta postopek s psevdokodo:

for i :=1 to n:
c:=1—1;
while ¢ > 0:
if h. > h; then break
else ¢ := Lic];
Lii] :=¢

Na podoben nacin lahko ra¢unamo tudi D[], le ta gremo tam od desne proti levi.
Kaksna je ¢asovna zahtevnost tega postopka? Predstavljajmo si, da bi med izva-
janjem naSega postopka vzdrzevali sklad, na katerem so stolpnice i, L[i], L[L[]]
in tako naprej, vse visje in vse bolj leve, dokler se pa¢ to zaporedje ne konca pri
neki stolpnici 7, ki ima L[j] = 0. Zgornji postopek potem pri ¢ pravzaprav naredi
naslednje: z vrha sklada pobere stolpnice, nizje od h;, in nato na vrh sklada doda
stolpnico i. Ker torej vsako stolpnico enkrat dodamo na sklad, jo tudi najvec enkrat
poberemo s sklada, zato je ¢asovna zahtevnost vseh teh operacij skupaj le O(n).

S tem, ko smo vse L[i] in D[i] izrac¢unali v O(n) ¢asa namesto O(nlogn) kot pri
resitvi z drevesom, sicer nismo veliko pridobili, saj bomo stolpnice kasneje Se vedno
barvali padajoce po visini, torej jih moramo Se vedno urediti in to nam bo Se vedno
vzelo O(nlogn) Casa. Ima pa zadnji postopek za izra¢un L[i] in D[i] vseeno to
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prednost, da ne potrebuje drevesa (kar je koristno npr. v pythonu, kjer v standardni
knjiznici takega drevesa nimamo).’

Zdaj torej znamo pobarvati stolpnice s kve¢jemu tremi barvami, ostane pa Se vpra-
Sanje, ali obstaja kaksno barvanje z manj barvami od tistega, ki ga najde nas do-
sedanji postopek. Pri m = 0 ali n = 1 je mozno seveda barvanje z n barvami in
nas postopek ga bo tudi nasel; pri n > 2 pa gotovo potrebujemo vsaj dve barvi, saj
sta najvisji dve stolpnici med seboj povezani. Pa recimo, da pri nekem razporedu
stolpnic zadoscata ze samo dve barvi, nas postopek pa jih pobarva s tremi. Nas
postopek najvisji stolpnici vedno da barvo 1; vzemimo neko barvanje z dvema bar-
vama (seveda taksno, v katerem nobeni dve povezani stolpnici nista iste barve) in
Ce najvisja stolpnica v njem nima barve 1, preprosto obrnimo barve vseh stolpnic v
njem. Naj bo zdaj d = (d1,...,dy) zaporedje barv stolpnic v tem barvanju z dvema
barvama, t = (t1,...,ts) pa v barvanju s tremi barvami, ki ga je nasel na$ postopek.

Pojdimo zdaj po stolpnicah od visjih proti nizjim in primerjajmo d; in t;; pri
prvih nekaj stolpnicah se barve mogoce ujemajo, prej ali slej pa mora nastopiti
razlika, recimo pri stolpnici . Neujemanje med ¢; in d; lahko nastopi na dva nacina:
(1) lahko da je t; = 3; toda Ce je nas postopek uporabil barvo 3, to pomeni, da je 4
povezana z dvema visjima stolpnicama j in k, ki sta bili barv 1 in 2; in ker se pri
visjih stolpnicah ¢ in d ujemata, imata j in k barvi 1 in 2 tudi v d; in ker je v d tudi
stolpnica i ene od teh dveh barv, sta tam dve povezani stolpnici enake barve, kar je
protislovje. (2) Neujemanje lahko nastopi torej le tako, da je t; = 3 — d;; toda ker
¢ ni najvisja, je gotovo povezana z vsaj eno visjo stolpnico, recimo j; ta ima v obeh
barvanjih enako barvo, t; = d;; ker sta ¢ in j povezani, nas postopek ni pobarval ¢
z enako barvo kot j, torej je t; =3 —t; = 3 — d;, in ko to zdruzimo z t; = 3 — d;,
vidimo, da mora biti d; = d;, torej sta v d dve povezani stolpnici enake barve, kar
je spet protislovje.

Vidimo torej, da nas predpostavka, da je nas postopek porabil tri barve na takem
razporedu, ki ga je mogoce pobarvati ze z dvema, neizogibno pripelje v protislovje,
torej nas postopek na takem razporedu res porabi samo dve barvi. O

Kot zanimivost razmislimo Se, kdaj pravzaprav obstaja barvanje z dvema bar-
vama. (1) Ce je kaksna stolpnica nizja od obeh svojih sosed, torej ¢e pri nekem i
velja hi—1 > h; < hit1, so vse tri povezane druga z drugo, zato jih je nemogoce
pobarvati s samo dvema barvama. (2) Ce pa ni nobena stolpnica niZja od obeh
svojih sosed, to pomeni, da ¢e pri nekem ¢ velja h; > h;4+1, morajo od tam naprej
visine ves Cas le Se padati (kajti Ce bi zacele spet narascati, bi imeli tam stolpnico, ki
je nizja od obeh svojih sosed). Primer (2) lahko torej nastopi le tako, da (¢e gremo
od leve proti desni) viSine stolpnic najprej nekaj ¢asa (lahko tudi 0 korakov) samo
nara$¢ajo, nato pa (¢e zaporedja Se ni konec) do konca samo padajo. Tedaj je vsaka
stolpnica povezana le s svojima neposrednima sosedama in z nobeno drugo, zato jih
lahko pobarvamo z dvema barvama preprosto tako, da gremo od leve proti desni in
izmeni¢no uporabljamo zdaj eno, zdaj drugo barvo. a

Ceprav naloga zahteva le opis postopka, si vseeno oglejmo Se primer implementacije
v C++; najprej resitev z drevesom:

9Poleg tega, ¢e morda visine stolpnic tvorijo permutacijo Stevil od 1 do n ali kaj podobnega
(Cesar sicer naloga ne zagotavlja), jih lahko uredimo ze v O(n) ¢asa in je zato na$ zadnji postopek
za izracun L[i] in D[i] Se tem koristnejsi.
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#include <set>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

void Pobarvaj(const vector<int> &h, vector<int> &barva)

{

}

int n = h.size(); barva.resize(n);

// Uredimo stolpnice padajo&e po visini.

vector<pair<int, int>> vrstniRed(n);

for (int i = 0; i < n; ++i) vrstniRed[i] = {h[i], i};
sort(vrstniRed.begin(), vrstniRed.end(), greater<pair<int, int>>());
set<int> pobarvane;

for (auto [hi, i] : vrstniRed)

}

int b=0; // V b bomo s priZziganjem bitov oznadili, katerih barv ne smemo uporabiti.

// Kaksne barve je naslednja visja stolpnica desno od i?
auto it = pobarvane.upper_bound(i);

if (it != pobarvane.end()) b |= 1 << barva[*it];

// Kaksne barve je naslednja visja stolpnica levo od i?
if (it != pobarvane.begin()) b |= 1 << barva[*——it];
// Pripisimo stopnici i prvo prosto barvo.

barva[i] = (b & 2)==071:(b&4)==072:3;
pobarvane.emplace(i);

In Se resitev, ki vse vrednosti L[i] in D[] izracuna v O(n) Casa:

void Pobarvaj2(const vector<int> &h, vector<int> &barva)

}

int n = h.size(); barva.resize(n);

// Za vsako stolpnico pois&imo naslednjo visjo na levi in desni.
vector<int> L(n), D(n);
for (int i = 0; i < n; ++i) for (L[i] =i — 1; L[i] >= 0 && h[L[i]] < h[i]; L[i] = L[L[i]) ;

for (int i

n—1;i>=0; ——i) for (D[] = i+1; D[i] < n && h[D[i]] < h[i]; D[i] = D[D[il]) ;

// Uredimo stolpnice padajoce po visini.

vector<pair<int, int>> vrstniRed(n);

for (int i = 0; i < n; 4++i) vrstniRed[i] = {h[i], i};
sort(vrstniRed.begin(), vrstniRed.end(), greater<pair<int, int>>());
for (auto [hi, i] : vrstniRed)

}

int b=0; // Vb bomo s priZiganjem bitov oznadili, katerih barv ne smemo uporabiti.

// Kaksne barve je naslednja visja stolpnica levo od i?
if (L[i] >=0) b |= 1 << barvalL[i]];

// Kaksne barve je naslednja visja stolpnica desno od i?
if (D[i] < n) b |=1 << barva[D[i]];

// Pripisimo stopnici i prvo prosto barvo.

barval[i] = (b & 2)==07?71:(b&4)==072:3;

Zapisimo Se primer implementacije te druge resitve v pythonu.
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def Pobarvaj2(visine):

n = len(visine); barve = [—1] * n

# Za vsako stolpnico pois¢imo naslednjo visjo na levi in desni.

L =[i — 1 foriin range(n)]; D = [i + 1 for i in range(n)]

for i in range(n):
while L[i] >= 0 and visine[L[i]] < visine[i]: L[i] = L[L[i]]

for i in range(n — 1, -1, —1):
while D[i] < n and visine[D[i]] < visine[i]: D[i] = D[D[il]

# Preglejmo stolpnice padajoce po visini.

for (hi, i) in sorted(((visine[i], i) for i in range(n)), reverse = True):
b = 0 # V b bomo s priziganjem bitov oznadcili, katerih barv ne smemo uporabiti.
# Kaksne barve je naslednja visja stolpnica levo od i?
if L[i] >= 0: b |= 1 << barvelL[i]]
# Kaksne barve je naslednja visja stolpnica desno od i?
if D[i] < n: b |=1 << barve[D][i]]
# Pripisimo stopnici i prvo prosto barvo.
barve[i] = 1 if (b & 2) == O else 2 if (b & 4) == O else 3

return barve

Oglejmo si zdaj Se vprasanje, ki ga omenja opomba pod ¢rto na koncu besedila na-
loge: ¢e barvamo stolpnice od leve proti desni in vsaki dodelimo najmanjso stevilko
barve, ki je Se nima nobena od z njo povezanih stolpnic, koliko barv porabimo v naj-
slabsem primeru? Opazimo lahko, da konkretne visine stolpnic tu niso pomembne,
pomembno je le, ali je neka stolpnica Viéja ali nizja od druge' ce dani nabor stolpnic
prej, se pri barvanju ne bo ni¢ spremenilo. Ker smo poleg tega rekh, da so stolpnice
razlicno visoke, se lahko zato omejimo na primere, ko visine stolpnic tvorijo neko
permutacijo mnozice {1,2,...,n}.

Ni tezko napisati programa, ki pri danem n z rekurzijo pregleda vse permutacije
mnozice {1,2,...,n} in za vsako od njih izrac¢una Stevilo barv, ¢e barvamo stolpnice
s tak$nimi visinami od leve proti desni. Ce to naredimo, lahko opazimo, da je
najmanjse stevilo stolpnic, pri katerem se lahko zgodi, da potrebujemo b barv, enako
F(b+1), kjer so F(-) Fibonaccijeva stevila: F(0) =0, F(1) =1, F(¢t)=F(t—1)+
F(t—2) za t > 2. Opazili bomo tudi, da pri n = F(b+1) obstaja sicer ve¢ zaporedij
n stolpnic, ki zahtevajo natanko b barv, vendar dajo vsi ti primeri enako zaporedje
barv. Spodaj je nekaj primerov za majhne b:

b=1,n=1 b=2,n=2 b=3,n=3
visine: 1 visine: 1 2 visine: 2 1 3
barve: 1 barve: 1 2 barve: 1 2 3
b=4,n=5 b=5n=8

visine: 4 3 1 2 5 visine: 7 6 4 5 2 1 3 8
barve: 1 2 1 3 4 barve: 1 2 1 3 1 2 4 5
b=6,n=13

visine: 1211 9 10 7 6 8 4 3 1 5 13

barve: 1 2 1 3 1 2 4 1 2 1 5 6

2
3
p

Zaporedju barv, ki ga v teh primerih dobimo pri danem b, recimo C}, zaporedju
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visin pa Hj (pri Cemer poudarimo, da je mogoce isto zaporedje barv dobiti tudi Se
pri nekaterih drugih zaporedjih vigin). Opazimo lahko, da je mogoce ta zaporedja
sestavljati na sistematicen nac¢in. Za¢nimo s Co = Hy = () (prazno zaporedje) in
C1 = Hy = (1), nato pa za b > 2 nadaljujmo po naslednjem pravilu: zaporedje
Cp dobimo tako, da najprej vzamemo prvih F(b) — 1 ¢lenov zaporedja Cy—1 (to so
vsi ¢leni razen zadnjega), nato prvih F(b — 1) — 1 ¢lenov zaporedja Cy—o (tudi to
so vsi razen zadnjega) in nato dodamo ¢lena b — 1 in b. Zaporedje Hp pa dobimo
tako, da (1) najprej vzamemo prvih F(b) — 1 ¢lenov zaporedja Hy_1 (torej vse razen
zadnjega) in jih pove¢amo za F(b—1); (2) nato dodamo celotno zaporedje Hp_2; in
(3) na koncu dodamo stolpnico visine F'(b+ 1) (kar je enako n).

Prepricajmo se zdaj, da to opazanje drzi v splosnem, torej da za vsak b velja, da
pri barvanju zaporedja stolpnic Hj, od leve proti desni dobimo ravno zaporedje barv
Cy. Dokazovali bomo z indukcijo po b. Za b = 0 in b = 1 takoj vidimo, da to drzi;
recimo zdaj, da trditev velja do vklju¢no b — 1, in razmislimo, kaj se zgodi pri b.

Ko barvamo zacetni del zaporedja Hy, kjer so stolpnice enake kot v Hy_1 (brez
zadnjega Clena), le dvignjene za F'(b — 1), so torej tudi povezave med njimi enake
kot pri Hy_1; zato dobijo tudi enake barve kot pri barvanju zaporedja H,—;. Tako
torej vidimo, da je prav, da se C} v tem zacetnem delu ujema z zaporedjem Cp_1.

Ko nato barvamo drugi del zaporedja Hp, kjer so stolpnice enake kot v Hp_32, je
edina dodatna povezava, ki jo lahko nekatere od teh stolpnic zdaj imajo (in ki je ne
bi imele, ¢e bi barvali le Hy_» samo po sebi), ta, da so nekatere morda povezane
z zadnjo stolpnico v zacetnem delu — tista je namre¢ v njem najvisja, zato so
stolpnice levo od nje prenizke, da bi bile lahko povezane s kaksno stolpnico desno
od nje (v drugem delu). Tista zadnja stolpnica v prvem delu ima barvo b — 2, torej
nas morebitna povezava do nje lahko pri barvanju drugega dela zacne ovirati Sele
takrat, ko bi sicer (Ce te stolpnice in povezav do nje ne bi bilo) neki stolpnici zeleli
dodeliti barvo b — 2. Toda drugi del, ki ga zdaj barvamo, je enak zaporedju Hp_o
in v tem zaporedju dobi barvo b — 2 le zadnja stolpnica. Pri barvanju drugega dela
torej Sele v zadnji stolpnici drugega dela nastopi tezava zaradi povezave z zadnjo
stolpnico prvega dela (ta povezava gotovo obstaja, ker so vse stolpnice med njima
nizje — zadnja stolpnica drugega dela je namre¢ najvisja v tem delu); in ta povezava
nas prisili, da zadnji stolpnici drugega dela ne damo barve b — 2, pa¢ pa b — 1. Tako
torej vidimo, da je prav, da se C} v tem drugem delu ujema z zaporedjem Cy_o,
razen pri zadnji stolpnici drugega dela, ki je v Cp upravic¢eno dobila vrednost b — 1.

Na koncu imamo 8e zadnjo, n-to stolpnico zaporedja Hp. Visoka je n = F(b+
1) = F(b)+ F(b— 1), torej je ravno za F (b — 1) vigja od zadnje stolpnice zaporedja
Hy—1. Zato vse povezave, ki bi jih v H,_1 imela zadnja stolpnica s tistimi levo od
sebe, Se zdaj obstajajo tudi v H, med zadnjo stolpnico in med stolpnicami prvega
dela (ki so ravno enake stolpnicam iz Hy—_1, le dvignjene za F'(b— 1)). Te povezave
nas pri barvanju zaporedja Hp_; prisilijo, da zadnji stolpnici damo barvo b — 1 in
ne kaksne nizje; zato nas tudi zdaj pri barvanju zaporedja Hp prisilijo, da zadnji
stolpnici ne damo nobene od barv 1,...,b — 2. Barve b — 1 pa ji tudi ne moremo
dati, saj takoj levo od nje stoji zadnja stolpnica drugega dela, ki je zZe sama barve
b — 1; zato zadnja stolpnica zaporedja Hjp dobi barvo b, prav to pa je tudi zadnji
¢len zaporedja Cp. a

Zdaj torej vemo, da za vse n-je z obmodja F(b+ 1) < n < F(b+ 2) vsekakor
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obstaja kaksno tako zaporedje n stolpnic, pri katerem ob barvanju od leve proti
desni porabimo b barv. Ali obstaja morda tudi kaksno krajse zaporedje (z manj kot
F(b+ 1) stolpnicami), kjer se tudi porabi b barv? Prepri¢ajmo se, da se to ne more
zgoditi; nakrajSe zaporedje stolpnic, kjer nas postopek barvanja od leve proti desni
porabi b barv, je dolgo F(b+ 1).

Dokazovali bomo z indukcijo po b. Pri b = 1 trditev pravi, da je najkrajse
zaporedje, pri katerem nas postopek porabi b = 1 barvo, dolgo F(2) = 1 stoplnico;
pri takem zaporedju res porabi eno barvo, ¢e pa bi imeli 0 stolpnic, bi porabil 0
barv, tako da trditev drzi. Podobno lahko ro¢no preverimo b = 2, kjer trditev pravi,
da je najkrajSe zaporedje, pri katerem nas postopek porabi 2 barvi, dolgo F(3) = 2
stolpnici; in res pri kateremkoli primeru z dvema stolpnicama razlicne viSine nas
postopek porabi dve barvi, pri primerih s samo eno ali nobeno stolpnico pa manj
kot dve barvi, tako da trditev drzi tudi za b = 2.

Recimo zdaj, da trditev drzi do vkljuéno b — 1. Mislimo si najkrajse zaporedje
stolpnic, pri katerem nas postopek porabi natanko b barv. Recimo, da je dolgo n
stolpnic; ostevil¢imo jih od leve proti desni s stevili od 1 do n. Nas$ postopek barva
stolpnice od leve proti desni in uporabi barvo b le, ¢e je neka stolpnica na svoji
levi povezana s stolpnicami vseh barv od 1 do b — 1. Tisti trenutek torej, ko neka
stolpnica dobi barvo b, lahko zaklju¢imo, da je bilo zdaj uporabljenih Ze vseh b barv;
zato se to gotovo zgodi Sele pri zadnji, n-ti stolpnici, saj bi lahko drugace stolpnice
za prvo stolpnico barve b pobrisali in dobili krajsi primer, ki bi Se vedno zahteval b
barv.

Zdaj torej vemo, da ima stolpnica n barvo b in da je na svoji levi povezana z
vsaj eno stolpnico vsake barve od 1 do b — 1; vzemimo torej za vsako od teh barv
po eno stolpnico, povezano s stolpnico n; teh b— 1 stolpnic ostevil¢imo od leve proti
desni in naj bo x; polozaj i-te od njih v zaporedju n stolpnic, ¢; pa njena barva.
Ker smo jih ostevilcili od leve proti desni, velja seveda 1 < x2 < ... < zp_1; barve
c1,C2,...,Cp—1 pa tvorijo neko permutacijo stevil 1,2,...,b— 1.

Ker je stolpnica x1 barve c¢1, to pomeni, da je nas postopek za stolpnice od 1 do
x1 uporabil vse barve od 1 do c¢1; po induktivni predpostavki to pomeni, da je ta
zaCetni del zaporedja dolg vsaj F(c1 + 1) stolpnic.

Vzemimo zdaj poljuben ¢ z obmocja 1 < t < b in si oglejmo stolpnice od xt—1+1
do z;. Za vsako stolpnico u s tega obmocja velja, da je nizja od stolpnice x¢—1 (ker
je le-ta povezana s stolpnico n in zato visja od vseh vmesnih stolpnic, od z¢—1 + 1
do n — 1); to pa pomeni, da je taka u sicer morda lahko povezana s stolpnico x¢—1,
gotovo pa ne s kaksno od stolpnic levo od x;—1, ker vmes stoji stolpnica z;—; in
prekinja povezavo (ker je visja od u).

To pomeni, da ko nas postopek barva stolpnice od x;—1 + 1 do x¢, ga lahko pri
izbiri barv ovira izmed stolpnic levo od tega obmocja le stolpnica x;—1, ki mu lahko
prepreci uporabiti barvo ¢;—1, drugace pa barvanje tega obmocja poteka tako, kot
da bi se zaporedje s stolpnico x:—1 + 1 Sele zacelo.

Ce je ¢s_1 > ¢, to pomeni, da na$ postopek pri barvanju tega obmodja prej
uporabi vse barve od 1 do ¢, preden ga lahko stolpnica x;—1 barve c;—1 sploh kaj
ovira. Po induktivni predpostavki vemo, da mora biti to obmodje dolgo vsaj F/(c:+1)
stolpnic, saj sicer nas postopek na njem Se ne bi mogel priti v polozaj, ko bi moral
uporabiti barvo c;.
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Ce pa je ¢t_1 < ¢, se lahko zgodi, da na$ postopek pri barvanju obmod&ja od
z¢—1+1 do x+ prvi¢ uporabi barvo ¢; v takem trenutku, ko je dotlej na tem obmocju
7e uporabil barve {1,2,...,¢;-1—1,¢ct-1+1,...,¢. — 1}, barve ¢;—1 pa zdaj ne more
uporabiti zaradi povezave s stolpnico z:—1. To pomeni, da Ce bi se zaporedje zacelo
Sele pri x;—1 — 1, bi na tem obmocju dobili barvanje s ¢; — 1 razli¢nimi barvami;
zato po induktivni predpostavki vemo, da mora biti to obmodcje dolgo vsaj F(ct)
stolpnic, saj sicer nas postopek na njem Se ne bi mogel priti v polozaj, ko bi cutil
potrebo po uporabi barve c;.

Tako torej vidimo, da je obmodje od z:—1 + 1 do x¢ gotovo dolgo vsaj F(ct), pa
Se to je mogoce le, Ce je ct—1 < ¢4, sicer pa mora biti dolgo cel6 vsaj F(c:+1). Ce to
seStejemo po vseh ¢ in priStejemo Se F'(c1 + 1) za stolpnice od 1 do x1 ter na koncu
Se 1 za stolpnico n, vidimo, da mora biti nase zaporedje dolgo vsaj

n>Fler+1)+1+ 30 Fe)
= (Fler+1) = F(e1)) + 1+ 3071 F(er)
:F(6171)+1+Zt:1 t)7

pri ¢cemer smo pri zadnji enakosti izkoristili dejstvo, da tvorijo ci,...,cs—1 neko
permutacijo stevil 1,2,...,b—1. Meja, ki smo jo na koncu dobili, je torej tem nizja,
¢im manjsi je c1, najmanjSa pa je zato pri c1 = 1 (skupaj s pogojem ci—1 < ¢t
pri vseh t to pomeni, da najnizjo mejo dobimo takrat, ko velja kar ¢, = t za vse
t=1,...,b—1). Nasa meja je potem naprej enaka 1 + Z?;ll F(t), to pa je ravno
F(b+1).1°

Dobili smo torej n > F(b+ 1) — &e je stolpnic manj kot F(b+ 1), nas postopek
prav gotovo ne bo porabil b (ali ve¢) barv. a

Zdaj torej vemo, da ¢e pri barvanju od leve proti desni porabimo b barv, je
zaporedje dolgo vsaj F(b 4+ 1) stolpnic: velja torej n > F(b4 1). Ce upostevamo
Se, da je F(t) = ¢'/V/5 za ¢ = (1 4+ v/5)/2, dobimo priblizno n > ¢*T'//5, torej
b < log,n + log, V5 — 1. Stevilo barv, ki jih porabimo pri barvanju od leve proti
desni, je torej v najslabSem primeru reda O(logn).

Naloge so sestavili: mastermind — Urban Duh; stonoge, sedezni red — Bor Groselj Simi¢;
zabe, breakout, barvanje stolpnic — Tomaz Hocevar; genialno — Boris Horvat; parkiri-
sc¢e — Filip Koprivec; planinarjenje — Mark Martinec; snezinke, slovar — Polona Novak;
neprevidni poeti — Ella Potisek; dolgovi — Jakob Schrader; varnostno kopiranje — Jure
Slak; sestevanje ulomkov — Mitja Trampus; semafor, iskanje kvadrata — Borut in Peter
Znidar; luéi, pijansko urejanje, L-sistem — Janez Brank. Primera pri nalogi Neprevidni
poeti sta iz pesmi Povodni mo# Franceta Preserna in V noé¢ Otona Zupandica (slednja je
izsla v zbirki Samogovori leta 1908).

10Tudi o tem, da pri vsakem b velja 1 + Ei 11F(t) = F(b+ 1), se lahko prepri¢amo z indukcijo
po b. Pri b =1 dobimo 1 = F(1), kar je res; nato pa, ¢e enakost velja za b — 1, bomo pri b dobili
1+ Z TF(t) = (1+ Zb 2F(t)) + F(b—1) = F(b) + F(b— 1) = F(b+ 1), kar smo tudi zeleli
dokazatl
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A. Razbojniki

Ker je cestno omrezje pri tej nalogi povezano in ima eno povezavo manj, kot je tock,
tvori drevo (neusmerjen povezan acikli¢en graf). Izberimo si v njem poljubno tocko
za koren, tako da bomo lahko govorili o starsih in otrocih, prednikih in potomcih,
kot je to obicajno pri drevesih. Med poljubnima dvema tockama obstaja v drevesu
natanko ena pot; dolzino poti med u in v ozna¢imo z du., (Ce sta u in v sosedi, je
duv ravno dolzina povezave med njima). Poddrevo T, tvorijo toc¢ka u in vsi njeni
potomci.

Predpostavimo za zacetek, da je to drevo lepo razvejeno (npr. kot binarno drevo)
in zato ne pregloboko. V splosnem seveda ne bo nujno tako, vendar se bomo s tem
ukvarjali kasneje.

Recimo, da nas zanima, koliko pogodb pokriva povezavo (u:v), pri ¢emer pred-
postavimo, da je v otrok wu-ja in ne obratno. Za vsako pogodbo (z,r) vemo, da
izhaja iz neke tocke z in velja v ,radiju” r od te tocke; taka pogodba pokriva naso
povezavo, e velja max{dgu,dzv} < 7, torej ¢e dolzina poti od tocke x do njej bolj
oddaljene izmed toCk u in v ne presega r. Pogodbe lahko razdelimo glede na to,
katero od krajis¢ u in v je blizje tocki x: e x lezi v T,, mu je tocka v blizja kot u,
sicer pa je ravno obratno.

(1) Razmislimo najprej o pogodbah, kjer x lezi v T,,. Tock v T, je preve¢, da
bi se lahko ukvarjali z vsako od njih (in ugotavljali, koliko pogodb iz nje doseze
tocko u ter tako pokrije naso povezavo); informacije o teh pogodbah je treba torej
ze ob dodajanju posamezne pogodbe prenesti gor po drevesu do v, da nam bodo pri
roki, ko se bomo ukvarjali s povezavo (u:v). Kaj toéno pa potrebujemo pri v, da
bomo lahko presteli, koliko pogodb (x,r) z € T, pokriva povezavo (u:v)? Taka
pogodba pokriva naso povezavo, ¢e je 7 > dgy = dzv + duv, kar lahko zapisemo kot
r — dzy > dyy. Tu je zdaj odvisna od pogodbe le leva stran neenacbe, desna pa ne.
Koristno bi torej bilo, ¢e bi imeli pri v v nekaksni podatkovni strukturi S, zapisane
vrednosti 7 — dyv za vse pogodbe, katerih x lezi v T, (to seveda pomeni, da ko se
sklene nova pogodba s sredis¢em v x, je treba iti po vseh z-ovih prednikih v in pri
vsakem v strukturo S, dodati vrednost r — dz,). Matemati¢no gledano si lahko S,
predstavljamo kot vre¢o oz. multimnozico (ker je v njej lahko ve¢ enakih vrednosti):

Sy :={r; — dejv:Tj € T},

kjer gre (x;,7;) po vseh doslej sklenjenih pogodbah (za 1 < j < m, ¢e imamo m
pogodb). V praksi bi morale biti vrednosti v S, organizirane tako, da bi se dalo
hitro ugotoviti, koliko izmed njih je vedjih ali enakih dyo.'! Primerna struktura za
to je kaksno uravnotezeno drevo (npr. rdede-¢rno), v katerem pa moramo pri vsakem
vozlis¢u tudi vzdrzevati podatek o tem, koliko elementov je v njegovem poddrevesu;
tako se bo dalo v O(log m) ¢asa presteti, koliko vrednosti je > dy., prav tako pa tudi

11Prawzaprav za problem, ki je pred nami ta hip, sploh ne bi bilo treba hraniti cele S,; dovolj
bi bilo le vzdrzevati Stevec tega, koliko vrednosti v njej je > dy,. Toda struktura S,, kakrsno
opisujemo tukaj, bo prisla zelo prav v nadaljevanju nase resitve.
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dodati novo vrednost v taksno drevo.'? Definirajmo e f, () kot Stevilo elementov z
vrednostjo > t v Sy; to je Stevilo pogodb (z, ), za katere x lezi v Ty, in je r —dgz, > t.

(2) Druga moznost so pogodbe, kjer z ne lezi v T, zato mu je u blizja kot v. Taka
pogodba pokriva naso povezavo natanko tedaj, ¢e je r < dz,. Naj bo p najgloblji
skupni prednik tock x in u; pot od x do v gre potem najprej gor po drevesu od x
do p in nato dol od p do v. Nas pogoj lahko torej zapisemo kot r < dip + dpy 0z.
7 — dgp < dpy. To je neenacba prav take oblike kot v prejsnjem odstavku; stevilo
pogodb, ki ji ustrezajo, je torej fp(dpy), kar lahko raGunamo s pomocjo prav take
drevesaste podatkovne strukture S, kot prej za f,.

Razlicne pogodbe z razlicnimi x imajo seveda lahko s tocko w razli¢ne skupne
prednike p (po enega za vsak nivo drevesa od u do korena). Vrednost f,(dp,) bi
morali torej naceloma sesteti po vseh u-jevih prednikih p, vendar bomo pri tem
nekatere pogodbe steli po veckrat. Ce je p prednik u-ja in ni koren drevesa, je p-jev
star§ tudi prednik u-ja; recimo temu starsu p. V Stevilu f3(dp,) so torej zajete vse
pogodbe, ki izvirajo iz Ty, tudi tiste, ki izvirajo iz T, (saj vsaka tocka, ki lezi v Tp,
lezi tudi v T3). Koristno bi bilo torej vedeti, koliko elementov so v Sp prispevale
pogodbe, ki izvirajo iz T}, da jih bomo znali odsteti; ti elementi so:

S, :={r; —du, 5 : x; € Ty}, pri cemer je p stars p-ja,

s f}(t) pa oznaéimo Stevilo tistih elementov iz S}, ki so > ¢.'?

Dosedanji razmislek lahko torej povzamemo takole: recimo, da je v otrok tocke
u in da pot od korena do v tvorijo po (koren), p1,...,prx—2, Pa—1 = u in py = v;
potem je Stevilo pogodb, ki pokrivajo povezavo (u : v), enako

A—1

fv(duv) + Z (fm (dmw) - le91’+1 (dpiv”)>‘

i=0

Videli smo, da ée imamo nase vreée Se in S, predstavljene s primernimi drevesastimi
strukturami, nam izracun vsake vrednosti funkcij fo in f, vzame O(logm) ¢asa; in
ée je drevo globoko O(logn) nivojev, bomo za odgovor na posamezno poizvedbo
porabili O((logm)(logn)) casa.

Tezava je, da drevo ni nujno globoko le O(logn) nivojev; lahko je izrojeno v
nekaj podobnega seznamu in ima do O(n) nivojev. Na$ dosedanji razmislek se je
opiral na pojem poddreves: drevo T3, razdelimo na ve¢ delov tako, da prerezemo vse
povezave okrog w-ja; Ty, tako razpade na manjSa drevesa T, za vsakega w-jevega

12Neugodno pri tem je, da drevo iz C++ove standardne knjiznice (std::set) tega ne omogoca,
pa¢ pa to omogocajo nekatere nestandardne razsiritve knjiznice, kot so npr. “policy-based data
structures”, ki so na voljo v g++ (gl. npr. https://codeforces.com/blog/entry/11080). Ce se ho-
¢emo nestandardnim stvarem izogniti in si napisati svojo implementacijo drevesa, bomo imeli s
tem precej dela; v tem primeru si izberimo kaksno ¢im preprostejso obliko drevesa, ki vendarle
Se daje zagotovila o uravnoteZenosti, npr. treap (binarno iskalno drevo, v katerem vsako vozli-
S¢e dobi tudi naklju¢no ,prioriteto“ in po dodajanju premikamo novo vozlis¢e z rotacijami gor
po drevesu tako dolgo, dokler je njegova prioriteta visja od prioritete njegovega starsa; gl. npr.
Wikipedijo s. v. Treap).

13Pozorni bralec bo tu pripomnil, da so v S; iste vrednosti kot v Sp, le zmanjSane za dpp, in da
je zato f;(t) = fp(t+dpp). Zakaj smo torej definirali Se S; kot posebno strukturo in se v funkciji
f; sklicevali nanjo? Odgovor je, da se ta pripomba opira na dejstvo, da je dmj,;a = dzjyp + dpp,
kar je tukaj res, kasneje v nasi resitvi pa ne bo tako.
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otroka z, poleg tega pa imamo Se tocko w, ki ostane sama. Klju¢no pri tem je, da
med razlicnimi 7', ni mogoce prehajati drugace kot skozi w.

Ta razmislek bi z minimalnimi popravki Se vedno deloval tudi, ¢e bi Ty, delili na
manjse dele tako, da ne bi prerezali povezav okrog w-ja, ampak okrog neke druge
tocke c, lezece nizje dol v T\,. Za nase potrebe je koristno, ¢e za c izberemo centroid
drevesa T, — to je tista tocka, za katero velja, da ko prerezemo povezave okrog nje,
ima vsak od nastalih delov kve¢jemu pol toliko tock, kot jih je imelo prej celotno
Tw. (Ali, z drugimi besedami: |T¢| mora biti > |T|/2, za vsakega c-jevega otroka
z pa mora veljati |T.| < |Ti|/2.) Temu pogoju ustrezata ena ali dve tocki v Ty,; e
sta dve, je vseeno, katero od njiju vzamemo za centroid.

Ko tako razdelimo T\, na ve¢ manjsih delov, izvedimo isti postopek Se rekurzivno
na vsakem od njih. Tako smo prisli do znanega postopka centroidne dekompozicije
drevesa; preden pa ga zapiSemo, se dogovorimo, kaj to¢no nam mora ta postopek
izracunati. Za vsako tocko w naj nam L{w] pove, na katerem nivoju dekompozicije!*
je w postal centroid; P[w] naj pove, katera tocka je bila centroid drevesa, ki mu je w
pripadal na (L[w] — 1)-vem nivoju dekompozicije; in D[, w] naj bo dolzina poti od
w do centroida tistega drevesa, ki mu je w pripadal na ¢-tem nivoju dekompozicije.

Te koli¢ine imajo precej vzporednic s tistimi, s katerimi smo se ukvarjali v zace-
tnem delu nase resitve: Ce bi drevo namesto pri centroidu vedno delili pri korenu,
bi L[w] povedal, na katerem nivoju drevesa (torej koliko korakov stran od korena)
lezi tocka w; Plw] bi bil stars§ tocke w; in D[, w] bi bila razdalja od w do njenega
prednika na nivoju ¢. Toda zdaj pri centroidni dekompoziciji pozabimo na koren
in na pojem starsev in otrok; vrnimo se nazaj k prvotnemu drevesu brez korena
(unrooted tree), kakrino smo v resnici tudi dobili v vhodnih podatkih.

Na zacetku inicializirajmo L[w] na —1 za vse w; ko postane w na nekem nivoju
dekompozicije centroid v svojem takratnem drevesu, vpiSemo ta nivo v L[w] in v
mislih prerezemo vse povezave okrog w. Z drugimi besedami: povezava je prerezana
natanko tedaj, ko vrednost L[-] pri vsaj enem od njenih krajis¢ ni ve¢ —1.

inicializacija: za vsako to¢ko w naj bo L[w] := —1;

podprogram CENTROIDNADEKOMPOZICIJA(tocka s, nadrejeni centroid C):
(* Vhod: tocka s je soseda centroida C in pripada ,njegovemu drevesu na
L[C]-tem nivoju dekompozicije; naloga nasega podprograma je rekurzivno
obdelati tisti del drevesa, ki je dosegljiv iz s po povezavah, ki se niso
prerezane — temu delu zacasno recimo Ts. *)
1z iskanjem v globino iz s razisci celoten T; pri tem v mislih zacasno stejmo
s za koren drevesa T in za vsako toc¢ko w izra¢unajmo velikost N [w]
njenega poddrevesa, torej Stevilo tock, iz katerih pot do s vodi skozi w;
pripravimo tudi seznam S obiskanih tock, v katerem so otroci vedno
pred starsi (post-order traversal);
2 ¢:= prva tocka v seznamu S, za katero je N[c] > N[s]/2; (* centroid *)
P[c] := C; if C = —1 then L[c| := 0 else L[c] := L[C] + 1;
DIL[¢], c] :== 0;

147 drugimi besedami: pri kateri globini gnezdenja rekurzije; ker stevilka nivoja z globino gnez-
denja narasca, to pomeni, to pomeni, da manjsa vrednost L[w] pomeni vis§ji nivo dekompozicije
(pri katerem imamo opravka z veéjimi deli drevesa); nivo 0 je tisti, pri katerem gledamo celotno
drevo.
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3z iskanjem v globino iz ¢ obisci vse tocke T, sproti racunaj oddaljenosti
tock od ¢ in to oddaljenost pri vsaki obiskani tocki w vpisi v D[L][c], w];
4 za vsako c-jevo sosedo w, Ce je L[w] = —1:
CENTROIDNADEKOMPOZICIJA(w, c¢);

glavni klic: CENTROIDNADEKOMPOZICIJA(L, —1);

Pri glavnem klicu je naceloma vseeno, pri kateri tocki s zaénemo (zgoraj smo izbrali
s = 1), saj ni Se nobena povezava prerezana in bomo takrat v vsakem primeru
raziskali celotno drevo. Zapisimo podrobneje Se iskanje v globino v koraku 1:

podprogram ISKANJEVGLOBINO1(tocka w, seznam S):
Nw] :=1;
za vsako w-jevo sosedo z, e je L[z] = —1:
N{w] := N[w] + ISKANJEVGLOBINO1(z, S);
dodaj w na konec seznama S; vrni N|[w];

In v koraku 3:

podprogram ISKANJEVGLOBINO3(tocka w, nivo £, oddaljenost § od centroida):
D¢, w] := 6;
za vsako w-jevo sosedo z, ¢e je L[z] = —1:
ISKANJEVGLOBINO3(z, £, 8 + dw:);

V podprogramu CENTROIDNADEKOMPOZICIJA lahko torej koraka 1 in 3 zapiSemo
takole:

1 S := prazen seznam; ISKANJEVGLOBINO1(s, S);
3 ISKANJEVGLOBINO3(c, Lic], 0);

Kaksna je ¢asovna zahtevnost centroidne dekompozicije? Spomimo se, da smo cen-
troid izbrali tako, da ko prerezemo povezave okrog njega, ima vsak od nastalih
delov drevesa kvec¢jemu pol toliko tock kot drevo pred rezanjem. Ker smo zaceli z
drevesom z n tockami, gre torej dekompozicija najvec log, n nivojev globoko. Ce
odmislimo vgnezdene rekurzivne klice, porabimo v podprogramu CENTROIDNADE-
KOMPOZICUJA le O(k) Casa, Ce je k Stevilo tock, dosegljivih iz za¢ne tocke s; in vsota
teh k po vseh klicih na posameznem nivoju dekompozicije je O(n), saj se vsaka tocka
drevesa znajde le v enem od delov drevesa, na katere je le-to razpadlo na tem nivoju
dekompozicije. Vsi klici na posameznem nivoju torej vzamejo O(n) ¢asa, nivojev pa
je O(logn), torej je éasovna zahtevnost celotnega postopka O(nlogn).

Razmislimo zdaj o tem, kako si lahko s rezultati dekompozicije — prej ome-
njenimi tabelami D, P in L — pomagamo pri odgovarjanju na poizvedbe pri nasi
nalogi. Ker zdaj nimamo drevesa s korenom, bomo izraze, kot so ,starsi“, ,otroci*
ipd. uporabljali malo drugace kot ponavadi: star$ tocke w bo toc¢ka Plw], iz te de-
finicije pa potem naravno sledijo tudi otroci, predniki in potomci. ,Poddrevo® T,
tvorijo vse tiste tocke, ki jim je w prednik; to je ravno tisti del drevesa, pri katerem
je w postal centroid.

Podobno kot pri nasem prvotnem razmisleku (kjer smo v drevesu izbrali koren)
se tudi zdaj odlo¢imo v vsaki toc¢ki w vzdrzevati podatkovni strukturi

Sw = {r; — dyjw i € Ty} in S! = {r; — dzj,p[w] cx; €Tw}
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in podobno kot prej definirajmo funkciji, ki predstavljata poizvedbe po teh dveh
strukturah: f,(t) oz. f,,(t) naj bo Stevilo takih elementov strukture S, oz. S, ki
so > t.1°

Recimo zdaj spet, da nas zanima, koliko pogodb pokriva povezavo (u:v). Med
centroidno dekompozicijo je morala ena od tock w in v postati centroid prej kot
druga; recimo brez izgube za sploSnost, da je bila to u; potem takrat (preden je w
postal centroid) povezava (u : v) $e ni bila prerezana, torej je bila v dosegljiva iz u,
torej je v € T,; to pa tudi pomeni, da je v postal centroid v nekem vgnezdenem
klicu znotraj klica, pri katerem je postal centroid u, zato je L[v] > L[u]. (Z drugimi
besedami: ¢e sta u in v sosedi v grafu, to pomeni, da je ena od njiju v poddrevesu
druge in ima viSjo vrednost L[] kot druga.)

Zapisimo po vrsti v in njegove prednike: px,px—i,...,Po, kjer je px = v (za
A = L[v]) in pi—1 = Plp¢] (za 0 < ¢ < )A); zaporedje se konca pri po, ki je centroid
celotnega grafa; nekje v tem zaporedju je tudi w = p, za p = L[u]. Vsakemu
predniku p, pripada poddrevo T}, , kar bomo v nadaljevanju pisali krajse kar Tp; ta
drevesa tvorijo narascajoce zaporedje Th C Th—1 C ... C Tp, pri ¢emer je Ty celoten
graf. Pogodbe (z,7) lahko v mislih razdelimo na skupine glede na to, katero drevo
T, je prvo v tem zaporedju (torej tako z najveéjim £), ki vsebuje tocko x.

(1) Ce x lezi v T,: v tem drevesu lezi tudi v (tocka u pa ne), zato mora v njem
obstajati tudi pot od x do v. To pot je mogoce potem podaljSati s povezavo med
v in u. Ce bi obstajala od & do u Se kak$na druga pot, ki ne bi sla skozi v, bi to
pomenilo, da obstaja v grafu cikel, kar pa je nemogoce. Od krajis¢ nase povezave
(u:v) je torej tocki = blizje krajisce v, bolj oddaljeno pa u; taka pogodba torej
pokriva naso povezavo, ¢e je r > dzy = dzy + dou, torej r —dgy > dyu, takih pogodb
pa je fo(dvu).

(2) Ce z lezi v To, ne pa v Tyy1, in je £ > p: v drevesu Ty lezi tudi tocka v (tocka u
pa ne); ko smo med centroidno dekompozicijo razglasili to¢ko py za centroid drevesa
Ty in porezali povezave okrog nje, je T, razpadlo na vec¢ delov; eden od teh delov je
Te+1, ki vsebuje tocko v; tocka x pa je o¢itno v nekem drugem delu (ker ne lezi v
T41). Pot od = do v gre torej skozi tocko p¢, nato pa jo je mogoce s povezavo (u:v)
podaljsati do u. Ce bi obstajala od = do u $e kaksna druga pot, ki ne bi sla skozi
v, bi bil v grafu cikel, kar je spet protislovje. Tocki x je torej krajis¢e v blizje kot
u in taka pogodba (z,r) pokriva naso povezavo, ¢e je r > dyy = dop, + dp,,u, tOr€]
¢e r —dsyp, > dp,u, takih pogodb pa je fy,(dp,u) — fp,,, (dpg,u). Pri tem lahko
vrednost dp, ., odéitamo iz D[y, ps], saj je tocka u = p, prednik tocke ps; lahko pa
bi jo racunali tudi kot dp,,u = dp,,v + dvu = D[4, 0] + duu.

(3) Cez lezi v T,,ne pavT,y1: kosmo med centroidno dekompozicijo razglasili
tocko u za centroid drevesa T}, in porezali povezave okrog nje, je T}, razpadlo na
ve¢ delov; eden od teh je T,4+1 (ki vsebuje tudi toc¢ko v), tocka = pa oéitno lezi v
nekem drugem delu. V prvotnem grafu je torej obstajala pot od z do u in od tam
potem v enem koraku do v; in &e bi obstajala Se kaksna druga pot med z in v (ki

157e v opombi 13 smo se pogovarjali o tem, zakaj bo koristno definirati S’ lo¢eno od S. Tukaj
zdaj vidimo, zakaj je tako: pri centroidni kompoziciji to¢ka w in njen stars P[w] nista nujno
soseda, zato o zvezi med dmij in dmj7p[w] v splo$snem ne moremo reci nicesar koristnega, npr.
da se razlikujeta za d, p[w]- To slednje namre¢ ne drzi, ¢e x; lezi na poti med w in Plw] oz. se
splosneje: ¢e pot od z; do P[w] ne tece skozi w. Nekaterim z; € T, je lahko tocka P[w] celo
blizja kot tocka w.
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ne bi sla medtem Se skozi u), bi obstajal v grafu cikel, kar je nemogoce. Torej je
tocki x od krajis¢ nase povezave blizja u kot v. Zato taka pogodba pokriva naso
povezavo, Ce velja r > dgy = dzu + dyv, torej 7 — dgy > duv. Takih pogodb je
fuldow) = £, 41 (dvu).

(4) Ce z lezi v Ty, ne pa v Tyy1, in je £ < p: razmislek je podoben kot v prejnjem
odstavku. Ko je postala tocka p, centroid drevesa Ty, je le-to razpadlo na vec delov,
od katerih eden (namre¢ Ty41) vsebuje tako tocki u kot v, tocka x pa je o€itno v
enem od preostalih delov. V prvotnem grafu je torej obstajala pot od z do p, in
nato od tam do w in v; ¢e bi obstajala od z do teh dveh tock Se kaksna druga pot,
ki ne bi sla skozi pe, bi obstajal v grafu cikel, kar je spet protislovje. Vemo torej, da
je dew = dzp, + dp, « in podobno za d..; tega, katera od dgv in dev je veéja, pa tu
v splo$nem ne moremo re¢i. Pogodba (x,r) potem pokriva povezavo (u:v) natanko
tedaj, ¢e je v > max{deu,dsv}, torej 1 — dop, > te za ty = max{dp, u,dp, v} =
max{D[{,u], D[¢,v]}. Takih pogodb je fp,(te) — fp,,, (te). (Mimogrede, ta formula
bi delovala tudi pri £ = u, zato primera (3) niti ni treba obravnavati posebej. Pri
£ = p namre¢ dobimo t, = max{dy, u,dp, »} = Mmax{duu, duv} = dus.)

Zdaj vemo dovolj, da lahko zapisemo nas postopek odgovarjanja na poizvedbe s
psevdokodo:

funkcija POKRITOST(u, v, duv):
if L{u] > L[v] then zamenjaj u in v;

N = fo(du); (* Primer 1. *)

w = v;

for ¢ := L[v] — 1 downto 0:
z := Plw]; (* Zdaj velja z = pe in w = pes1. *)
if £ > p then t := D[y, 2] (* Primer 2. *)

else ¢t := max{D[(,u], D[¢,v]}; (* Primera 3 in 4. *)
N:=N+f(t) = fot); w:=z
return N;

Ne pozabimo, da se v vsakem klicu funkcij fo in f, skriva poizvedba po eni od
drevesastih struktur S, in S,; skupna ¢asovna zahtevnost tega postopka je torej
O((logm)(logm)), ¢e imamo n tock in m pogodb.

Ko se pojavi v vhodnih podatkih nova pogodba (z,7), moramo primerno popra-
viti podatke v prednikih tocke x. ZapiSimo Se ta postopek:

podprogram DoDAJPOGODBO(z, 7):
dodaj element r v Sy;
w = T
for ¢ := Lz] — 1 downto 0:
z := Plw]; (* z je prednik tocke x na nivoju £ *)
dodaj element r — D[¢,x] v S, in S;
w = z;

Dodajanje v posamezno strukturo Se ali S, vzame O(logm) Casa, enako kot poi-
zvedba, zato ima tudi dodajanje pogodbe ¢asovno zahtevnost O((log n)(logm)). Pri
nasi nalogi je ¢ dodajanj pogodb in izracunov pokritosti skupaj, torej tudi najvec ¢
pogodb; ¢e upostevamo Se O(nlogn) Casa za centroidno dekompozicijo, je skupna
Gasovna zahtevnost nase resitve O((n + ¢qlog q) logn).
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V praksi je dobro pri implementaciji opisane resitve paziti Se na nekaj podrobno-
sti. Vrednosti, manjsih od 0, v strukture Se in S, ni treba dodajati, saj te pomenijo,
da vpliv pogodbe ne seze niti do tistega prednika (in tudi pri poizvedbah, torej pri
klicih funkcij fo(t) in fo(t), bo parameter ¢ vedno > 0). (Pozor: to velja le za vre-
dnosti, strogo manjse od 0, ne pa tudi za tiste, ki so enake 0, kajti dolzine povezav
v vhodnih podatkih so lahko tudi 0, zato lahko celo pogodba z radijem r = 0 vpliva
na nekaj tock.) Pri ra¢unanju dolzin poti, npr. v tabeli D, pazimo $e na to, da so
poti lahko daljse od 232 (imamo do 10° povezav, vsaka pa je dolga do 10(")7 torej bo
lazje, ¢e uporabimo kak 64-bitni celostevilski tip.

B. Kombinacijske kljuc¢avnice

V besedilu naloge je vzorec razlik (med Ali¢ino in Bobovo $tevilko) predstavljen z
zaporedjem pik in enacajev, v nasi reSitvi pa bomo zaradi berljivosti raje uporabljali
nicle in enice. Vzorec razlik je torej pravzaprav niz n bitov. Posamezna poteza se
sestoji iz tega, da se eden od bitov v vzorcu obrne (iz 0 v 1 ali obratno). Taka poteza
je nageloma vedno mozna na kateremkoli od n bitov v vzorcu,'® razen paé v tem
smislu, da se moramo izogibati praznovernim vzorcem ter vzorcem, ki so se med igro
pojavili ze kdaj prej. Glede praznovernih vzorcev bomo za zacetek predpostavili, da
jih ni, in se bomo kasneje ukvarjali s tem, kako jih upostevati pri reSevanju naloge.

Vzorce si lahko predstavljamo kot tocke grafa, mozne premike med njimi pa kot
(neusmerjene) povezave; opazimo lahko, da ni ta graf ni¢ drugega kot n-razsezna
hiperkocka. Ta graf je dvodelen: vzorce lahko v mislih razdelimo na ,sode“ in
»lihe“ glede na to, ali vsebujejo sodo ali liho mnogo enic; in ker se pri premiku
spremeni Stevilo enic natanko za 1, se vzorec pri tem spremeni iz sodega v lihega ali
obratno. Vsaka povezava grafa torej povezuje eno sodo in eno liho tocko. Vendar pa
naslednjih nekaj korakov nasega razmisleka ne zahteva, da je graf ravno hiperkocka,
pac pa veljajo za poljuben povezan neusmerjen graf.

Za vsakega od obeh igralcev velja, da se nobeni dve njegovi potezi ne koncata v
isti tocki (saj bi s tem prekrsil pravilo, da se med igro noben vzorec ne sme ponoviti);
pa tudi za¢neta se ne v isti tocki (saj bi to pomenilo, da je drugi igralec dvakrat
naredil potezo v to tocko in s tem prekrsil omenjeno pravilo; ali pa bi ga prekrsil s
tem, da bi naredil potezo v zadetni vzorec). Vse poteze enega igralca torej tvorijo
ujemangje — mnozico povezav, od katerih nobeni dve nimata skupnega krajisca.

Ker se igra zacne z Ali¢ino potezo in ker vleceta potem igralca poteze izmenicno,
naredita bodisi oba enako Stevilo potez (e se igra konca z Bobovo zmago, ker bi
morala Alica narediti naslednjo potezo, pa je ne more) bodisi naredi Alica eno potezo
ve¢ kot Bob (Ce se igra konca z njeno zmago, ker bi moral Bob narediti naslednjo
potezo, pa je ne more). Z drugimi besedami: ¢e pogledamo ob koncu igre mnozico
Ali¢inih potez in mnozico Bobovih potez, bomo vedeli, da je zmagala Alica, ¢e je
njena mnozica vecja, sicer pa je zmagal Bob.

16Ce je bil bit tam prej 0, to pomeni, da sta se Stevilki obeh klju¢avnic na tem mestu razlikovali,
in igralec, ki je trenutno na potezi, lahko spremeni tisto stevko svoje kljucavnice tako, da bo potem
enaka istolezni Stevki pri kljucavnici drugega igralca; tako se bo v vzorcu razlik na tem mestu
nicla spremenila v enico. — Po drugi strani, ¢e bi radi v vzorcu razlik spremenili enico v ni¢lo, to
pomeni, da se kljucavnici na tistem mestu trenutno ujemata (imata enaki Stevki), in igralec, ki
je trenutno na potezi, lahko tisto Stevko pri svoji klju¢avnici zamenja s katerokoli drugo (izmed
stevk od 0 do 9), pa se bo potem njegova klju¢avnica na tem mestu gotovo razlikovala od druge
in se bo zato ustrezni bit v vzorcu razlik spremenil v niclo.



130 17. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

Malo prej smo videli, da poteze posameznega igralca tvorijo ujemanje v grafu.
Ker igrata oba igralca optimalno, si zelita verjetno uporabiti ¢im vecje ujemanje;
za Alico je torej zanimivo najvecje tdko ujemanje A, ki vsebuje tudi zacetni vzorec
(recimo mu z), za Boba pa najvedje tdko ujemanje B, ki ne vsebuje zaCetnega vzorca.
(S tem, da ujemanje vsebuje z, hocemo reci, da vsebuje neko povezavo, ki ji je z eno
od krajis¢.) Ti dve mnozici nam med drugim povesta, da Alica nikakor (ne glede
na to, kako igra Bob) ne more narediti ve¢ kot |A| potez, Bob pa (ne glede na to,
kako igra Alica) ne ve¢ kot |B| potez.

Hitro se lahko prepricamo, da je v A lahko bodisi enako stevilo povezav kot v
B ali pa ena ve¢. (1) Ena moznost je, da je A prazna; to je mogoce le, ¢e z ni
krajisée nobene povezave; toda ker imamo opravka s povezanim grafom, to pomeni,
da v njem sploh ni nobene druge tocke in torej tudi nobene povezave, zato je tudi
B prazna, torej imata A in B enako Stevilo elementov. (2) Ce pa A ni prazna,
mora vsebovati natanko eno povezavo s krajiséem z. Ce jo pobrisemo, dobimo neko
ujemanje, ki ne vsebuje z; najveje tako ujemanje pa je B, torej ima B vsaj |A| —1
elementov. (3) Ali bi se lahko zgodilo, da bi imel B ve¢ elementov kot A? Tedaj B ni
prazen; ker je graf povezan, mora biti torej tudi z krajisce kaksne povezave, recimo
(2z,u); (3.1) e v B ni nobene povezave s krajis¢em v u, je BU {(z,u)} ujemanje, ki
vsebuje z, torej ne more imeti ve¢ elementov kot A, torej tudi B ne more imeti vec
elementov kot A. (3.2) Ce pa je v B neka povezava s krajiséem v u, recimo (u,v),
potem je B — {(u,v)} U {(z,u)} ujemanje, ki vsebuje z, torej ne more imeti vec¢
elementov kot A; ima pa jih toliko kot B, torej tudi B ne more imeti ve¢ elementov

kot A. |
Sumimo torej, da bo v primeru, ko je |A| = |B| 4+ 1, zmagala Alica, ¢e pa je
|A| = |B|, bo zmagal Bob. Prepri¢ajmo se, da to drzi; ob tem bomo tudi videli,

kaksna je pri enem in drugem zmagovalna strategija.

(1) Ce je A prazna, je (kot smo videli Ze malo prej) graf sestavljen le iz tocke z
in Alica ne more narediti niti prve poteze; torej zmaga Bob, prav to pa smo hoteli
dokazati.

(2) Ce je |A| = |B| = k za neki k > 0: po vsaki Ali¢ini potezi, recimo v to¢ko w,
lahko Bob pogleda, ali je w krajisce kaksne povezave v B; Ce je, se premakne po njej.
Ce se to nadaljuje dovolj dolgo, bo po k Ali¢inih in k Bobovih potezah Alica gotovo v
polozaju, ko ne bo mogla narediti naslednje poteze, saj vemo, da ne more narediti vec¢
kot |A| = k potez. Kaj pa, ¢e Alica v nekem trenutku naredi potezo v neko tako tocko
w, ki ni krajiS¢e nobene povezave v B? Recimo, da to prvi¢ stori v svoji ¢-ti potezi.
Dotedanje poteze tvorijo sprehod oblike z = z1,u1, 22, u2, 23,... Ur—1,2¢,Ur = W;
pri tem so povezave (u;, zit+1) € B. Ce teh £ — 1 povezav pobriSemo iz B in namesto
njih vanjo dodamo ¢ povezav (z;,u;), je dobljena mnozica tudi ujemanje, ima pa
k+ 1 elementov in vsebuje tudi tocko z. To pa je v protislovju s predpostavko, da je
najvecje tako ujemanje, ki vsebuje z, mnozica A, ki ima le k elementov. Torej Alica
ne more narediti poteze v kaksno tocko, ki bi bila zunaj B; torej bo Bob zmagal.

(3) Ostane Se moznost, da je |B| = k > 0 in |A| = k+ 1. Zacetna tocka z je
gotovo krajis¢e neke povezave iz A, recimo (z,v); Alica lahko v prvi potezi uporabi
to povezavo in naredi korak v v. Po vsaki Bobovi potezi, recimo v tocko u, lahko
potem Alica pogleda, ¢e je u krajisce kaksne povezave v A; Ce je, se Alica premakne
po njej. Alica ima v A dovolj povezav, da lahko tako reagira na k Bobovih potez,
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nato pa Bob ne bo mogel narediti naslednje poteze, saj ne more narediti ve¢ kot
|B| = k potez. Kaj pa, ¢e naredi Bob v nekem trenutku potezo v tako tocko w, ki
ni krajisCe nobene povezave v A? Recimo, da se to prvic¢ zgodi v njegovi ¢-ti potezi.

Dotedanje poteze tvorijo sprehod oblike z = 2o, v = wo, 21, U1, ..., ur—1,2¢ = w, pri
Gemer so povezave (z;,u;) € Azai=0,...,£—1. Ce teh £ povezav pobrisemo iz A
in namesto njih vanjo dodamo ¢ povezav (u;, zi+1) za @ = 0,...,¢ — 1, je dobljena

mnoZica tudi ujemanje, ki ima enako Stevilo elementov kot A (torej k + 1), vendar
pa ne vsebuje tocke z. To pa je v protislovju s predpostavko, da je najvecje tako
ujemanje, ki ne vsebuje tocke z, mnozica B, ki ima le k elementov. Torej Bob ne
more narediti poteze v kaksno tako tocko, ki bi bila zunaj A; torej bo Alica zmagala.

a

Nas dosedanji razmislek je, kot smo ze rekli, veljal za poljuben povezan neusmer-
jen graf; v naslednjem koraku pa nam bo prislo prav dejstvo, da je pri tej nalogi
nas graf dvodelen (ker je hiperkocka). Poiskati si namre¢ Zelimo B, torej najve-
¢je tdko ujemanje, ki ne vsebuje tocke z. Ker je nas graf dvodelen, lahko problem
maksimalnega ujemanja prevedemo na problem maksimalnega pretoka: dodajmo
izvor s in ponor t, za vsako levo tocko u dodajmo povezavo s — wu, za vsako desno
tocko v dodajmo povezavo v — t; povezave med levimi in desnimi tockami v mislih
usmerimo, da bodo kazale z leve na desno; vsem povezavam, tako novim kot starim,
dolo¢imo kapaciteto 1; vsakemu pretoku od s do ¢ v tako dopolnjenem grafu ustreza
neko ujemanje v prvotnem grafu in obratno. Maksimalni pretok lahko pois¢emo na
primer s Ford-Fulkersonovim algoritmom, ki je dobro znan in se vanj tu zato ne
bomo poglabljali.}” Pri tem pazimo le na to, da toc¢ke z ne bomo uporabljali —
zacasno se delajmo, kot da je v grafu ni.

Kar pa se ti¢e A, lahko po tistem, ko najdemo ujemanje B (in njemu pripadajo¢
pretok po grafu), tocko z v mislih dodamo nazaj v graf in nadaljujemo s Ford-
Fulkersonovim algoritmom. Ce se pretok zdaj Se kaj izboljsa, se je moral na racun
tocke z in je torej moralo nastati ujemanje, ki vsebuje tudi to tocko; to je potem
na$ A in zanj torej vemo, da je vedji od B (in da bo zato zmagala Alica). Ce pa se
pretok pri tem ne izboljsa, potem vemo, da ne obstaja nobeno tako ujemanje A, ki
bi vsebovalo z in bilo vedje od B (in zato bo zmagal Bob).'®

Na zacetku nase dosedanje resitve smo predpostavili, da praznovernih vzorcev
ni. Kaj pa za nas pomeni, ¢e se praznoverni vzorci vendarle pojavijo? Ker se
pri vlecenju potez ne smemo premakniti vanje, je ucinek tak, kot c¢e bi tiste tocke
pobrisali iz grafa; zato pa se lahko zgodi, da graf ni ve¢ povezan, pa¢ pa razpade
na ve¢ komponent. Naceloma bi torej lahko najprej z iskanjem v sirino ugotovili,
katere tocke so sploh dosegljive iz z in torej pripadajo isti povezani komponenti kot
z, potem pa bi uporabili naso dosedanjo resitev samo na tej povezani komponenti,
ne pa na celem grafu. Toda ¢e tega ne naredimo in iS¢emo maksimalni pretok kar

17Se ena moznost je, da uporabimo Hopcroft-Karpov algoritem za iskanje maksimalnega ujema-
nja v dvodelnih grafih, ki je nac¢eloma ucinkovitejsi, vendar so pri nasi nalogi grafi majhni (graf
ima 2" tock in vsaka tocka ima m povezav, pri ¢emer je n (dolzina kombinacij na kljucavnici)
najvec¢ 10; maksimalni pretok pa je 2"’1) in je ze Ford-Fulkersonov algoritem cisto dovolj dober.

18Ce bi hoteli v tem primeru najti kaksen konkreten A (maksimalne velikosti), bi si lahko
preprosto izbrali poljubno povezavo s krajis¢em v z, recimo (z,u); pogledali, katera povezava s
krajiS¢éem u je prisotna v B recimo, da je to (u,v); in nato vzeli A = B — {(u,v)} U{(z,u)}.
Toda konkretnega A takrat v resnici ne potrebujemo, saj naloga zahteva le, da ugotovimo, kdo
bo zmagal, za to pa Ze vemo, da bo Bob.
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po celem grafu, bo uéinek tak, da bomo na z-jevi komponenti nasli B, na ostalih
komponentah pa pa¢ neka njihova maksimalna ujemanja; in ko bomo potem v graf
dodali to¢ko z in preverjali, ali se pretok Se kaj poveca (da bi videli, ali je A veéji
od B), se zaradi tega ne bo v tistih ostalih komponentah ni¢ spremenilo, le v z-
jevi komponenti se lahko pretok kaj poveca. Ker naloga sprasuje le, kateri igralec
zmaga, bomo torej Se vseeno dobili pravilni odgovor, cetudi poganjamo nas postopek
na celotnem grafu in ne le ne na z-jevi komponenti. Zapisimo zdaj naso resitev Se s
psevdokodo:!?

G naj bo n-dimenzionalna hiperkocka;
tiste tocke G-ja, ki se po parnosti ujemajo z z,
razglasi za leve, ostale za desne;
pobrisi iz G vse praznoverne vzorce in Se zacCetni vzorec z;
usmeri povezave tako, da bodo kazale od levih tock v desne;
dodaj v G izvor s in povezave od s do vseh levih tock;
dodaj v G ponor t in povezave od vseh desnih tock do t;
vse povezave naj imajo kapaciteto 1;
poiséi (npr. s Ford-Fulkersonovim algoritmom) maksimalni pretok
od s do t, recimo f;
(* Potem vemo, da je |B| = f. *)
dodaj nazaj v G tocko z in njene povezave (ki jih tudi usmeri,
da bodo kazale iz z, in jim pripisi kapaciteto 1);
nadaljuj s Ford-Fulkersonovim algoritmom; naj bo f’ novi maksimalni pretok;
(* Zdaj vemo, da je |A| = f'. *)
¢e je f' > f, zmaga Alica, sicer pa Bob;

C. Ozvezdja

Glavni izziv pri tej nalogi je, kako ne porabiti preve¢ ¢asa za rac¢unanje razdalj med
ozvezdji. V nalogi je razdalja med ozvezdjema definirana kot povprecje razdalj med
vsemi pari zvezd v njiju; za nas namen pa je Se bolj kot povprecje koristna vsota

teh razdalj:
(A, B) =Y Y lla—b|.

acAbeB

Razdalja med ozvezdjema je potem d(A, B) = s(A, B)/(|A| - |B|). Lepo pri taksnih
vsotah je, da ¢e zdruzimo dve ozvezdji, recimo A; in As, se potem tudi njune vsote
do ostalih ozvezdij le sestejejo:

S(Al @] AQ,B) = S(Al,B) =+ S(AQ,B).

197a konec Se zgodovinska opomba: igra, s katero se ukvarjamo pri tej nalogi, je razli¢ica igre
»zemljepis®, kjer igralca izmeni¢no imenujeta zemljepisna imena, pri ¢emer se mora vsako ime
zaceti na tisto ¢rko, na katero se prej$nje konca. To lahko posplosimo tako, da igralca izmeni¢no
premikata zeton po usmerjenem grafu, in v tej obliki je vprasanje, kateri igralec bo zmagal (¢e oba
igrata optimalno), zelo tezko (PSPACE-polno; T. J. Schafer, “On the complexity of some two-person
perfect-information games”, J. of Computer and System Sciences, 16(2):185-225 (April 1978));
za neusmerjene grafe pa ga lahko, kot smo videli tudi pri nasi resitvi, resimo v polinomskem
¢asu z maksimalnimi ujemanji (A. S. Fraenkel, E. R. Scheinerman, D. Ullman, “Undirected edge
geography”, Theoretical Computer Science, 112(2):371-81 (10 May 1993), na str. 372-3). Ce
je graf dvodelen (kot tudi pri nasi nalogi), je iskanje maksimalnih ujemanj preprostejse kot za
poljubne neusmerjene grafe.
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Iz s(A1 U A, B) pa lahko potem hitro izraGunamo tudi d(A: U Az, B); tako bomo
torej lahko dobili razdalje med zdruzenim ozvezdjem in ostalimi, ne da bi nam bilo
treba Se enkrat racunati dvojne vsote oblike Y, c 4,045 D pep 1@ — b||2.

Da bomo lahko izbrali, kateri dve ozvezdji zdruziti v naslednjem koraku, je
koristno razdalje med vsemi pari ozvezdij hraniti v kopici (poleg razdalje naj bo
seveda Se starost obeh ozvezdij, saj naloga pravi, da ¢e ima vec parov enako razdaljo,
izberemo med njimi tistega z najstarejSim ozvezdjem).

Zapisimo zdaj naso resitev s psevdokodo. Med delom bomo podatke o ozvezdjih
vzdrzevali v tabelah: ozvezdje ¢ vsebuje Vi] zvezd in je nastalo ob ¢asu A[i], vsota
razdalj med zvezdami ozvezdij i in j pa je S[i, j].

(* Na zacetku je vsaka zvezda ozvezdje zase. *)
for i :=1tondo V[i| :=1, A[{] := 1
H := prazna Kopica;
for i :=1 ton do for j:=1 to n:
Sli, j] o= (i — 2;)° + (yi — y;)*
dodaj v H element (S[¢, j], Al], Alj], 4, j);
a:=n+1; (* steje cas nastanka novih ozvezdij *)
while H ni prazna:
naj bo (s, a1,az2,1,j) najmanjsi element kopice H; pobrisi ga iz H;

(* Morda je ta element kopice zastarel in smo eno od ozvezdij i in j po tistem,
ko smo ta element dodali v kopico, Ze zdruZzili z nekim tretjim ozvezdjem. *)
if a1 # A[i] or a2 # A[j] then continue;

(* Ozvezdju i pridruzimo ozvezdje j, slednje pa pri tem preneha obstajati. *)
All] :==a; Alj] = -1, a:=a+1;
Vi == V[i] + V]j]; V[j] :== —1; izpisi V[i];
(* Dodajmo v kopico razdalje med novim ozvezdjem in vsemi ostalimi. *)
for k:=1 to n do if V[k] > 0 then

Sli, k] := S[i, k] + S|4, k;

dodaj v H element (S[¢, k]/(V[i] - V[k]), A[k], A[i], k, 1);

Ko zdruzimo dve ozvezdji ¢ in j v eno, uporabimo $tevilko enega od njiju (v gornji
resitvi je to i) za zdruzeno ozvezdje, druga Stevilka (pri nas j) pa odtlej ni ve¢ v rabi
(kar prepoznamo po tem, da sta njeni A[j] in V[j] zdaj negativni). Potem gremo
v zanki po vseh ostalih ozvezdjih, racunamo razdalje od novega ozvezdja do ostalih
in jih dodajamo v kopico. V kopici hranimo elemente (d, a1, az2,1,j), kjer sta ¢ in j
stevilki ozvezdij, d je razdalja med njima, a1 oz. a2 pa sta Casa nastanka ozvezdja
i oz. j, pri Cemer je a1 < az. Leksikografsko manjsi elementi torej predstavljajo
pare ozvezdij, ki jih je treba zdruziti prej. Paziti moramo Se na to, da ko zdruzimo
ozvezdji ¢ in j, so za vsakega od njiju morda v kopici Sse vedno tudi elementi, ki
predstavljajo moznost zdruzitve kaksnega od njiju s kaksnim tretjim ozvezdjem;
ti elementi so zdaj neveljavni in ko jih bomo kasneje dobili iz kopice, jih moramo
ignorirati. Prepoznamo jih po tem, da cas nastanka vsaj enega od ozvezdij, ki ju
element omenja, ni vec¢ tak, kakrsen je bil, ko smo element dodali v kopico.

Se opomba, glede razdalj med ozvezdji: to so v splosnem ne-cela stevila, ulomki
oblike d(A, B) = s(A, B)/(]A| - |B]); koristno je torej lo¢eno hraniti Stevec in ime-
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novalec, potem pa za primerjavo dveh ulomkov namesto pogoja ,s1/t1 > s2/t2
uporabiti ,sit2 > ti1s2“ Tako se lahko izognemo ra¢unanju z ne-celimi Stevili in
morebitnim zaokrozitvenim napakam pri njem. Pazimo pa na to, da uporabimo
64-bitne celostevilske tipe, saj so vsote s(A, B) lahko vedje od 2%2.

V kopico smo na zagetku dodali O(n?) elementov; potem smo izvedli n — 1
zdruzitev ozvezdij in pri vsakem dodali v kopico e O(n) elementov; vsak element
s¢asoma tudi vzamemo iz kopice; to je skupaj O(n?) operacij na kopici, torej je
¢asovna zahtevnost nase resitve O(n?logn), prostorska pa O(n?).

D. Razgozdovanje

Drevo v nasi nalogi je seveda tudi drevo v smislu teorije grafov, torej acikli¢en
povezan graf. Tocke grafa nam bodo predstavljale ¢lene (segmente) drevesa (torej
deblo in veje), povezava u — v pa naj bo prisotna v primerih, kjer se ¢len u na
koncu razveji in se ena od tam nastalih vej zacne z v. Koren drevesa je tocka, ki
predstavlja deblo. Kot imajo v drevesu iz naloge posamezni segmenti vsak svojo
maso, ima zdaj tudi vsaka tocka nasega grafa prav taksno maso. Poddrevo T, tocke
u tvorijo w in vsi njeni potomci (torej tocke, za katere pot od korena do njih tece
skozi u). Maso tocke u ozna¢imo z m,, maso celotnega poddrevesa Ty, pa z m(Ty).

(1) Ce je masa celotnega poddrevesa T, manjsa ali enaka nasi nosilnosti w,
potem ni nobene koristi od tega, da bi kjerkoli v tem poddrevesu izvedli kaksen rez,
ki bi odrezal kaj manj kot celotno T, — kajti ¢e tak rez prestavimo tako, da bo
odrezal celotno Ty, bo Se vedno veljaven (ker bo odrezani del, to je zdaj celotno T,
Se vedno tezak najve¢ w), za kasnejSe reze vise gor v drevesu pa bo to kvedjemu Se
bolj ugodno (ker bodo tisti kasneje odrezani deli drevesa zaradi tega Se malo lazji).

(2) Kaj pa, Ce je celotno poddrevo T, vendarle tezje od w, ne drzi pa to za
poddrevo nobenega od u-jevih otrok? Nekje v T, bo torej treba izvesti kak rez,
toda prejsnji odstavek nam pove, da ni smiselno odrezati nobenega u-jevega otroka
manj kot v celoti. Recimo, da ima u otroke vi,...,v;. Naj bo s = Zf: m(Ty,)
skupna masa vseh teh otrok in njihovih poddreves.

(2.1) Ce je s < w, lahko izvedemo rez na ¢lenu u tako, da odreze vse otroke in
Se w — s mase od samega Clena u; ostane nam Se m, — (w — s) mase ¢lena u in Ce
je to se vedno tezje od w, lahko rezemo od konca kose, tezke po w, dokler ne ostane
manj kot w mase; Stevilo rezov je torej 1+ [(mu —w + s)/w]| = [(mw + s)/w], od
bivSega poddrevesa Ty, pa je ostal le élen u s tezo (my + s) mod w.

(2.2) Ce pa je s > w, to pomeni, da ne moremo odrezati vseh otrok naenkrat; po
drugi strani smo ze prej videli, da se posameznih otrok (ker njihova poddrevesa niso
tezja od w) ne splaca rezati drugace kot v celoti; odrezati moramo torej nekaj otrok
v celoti — toliko, da potem vsota ostalih ne bo ve¢ ve¢ja od w. Smiselno je seveda
rezati otroke po padajoCi tezi poddreves; tako bo treba najmanj rezov, preden bo
skupna teza padla pod (ali na) w. Ko se zgodi to slednje, nadaljujemo po enakem
razmisleku kot v odstavku (2.1).

Zapisimo naso resitev s psevdokodo:

1

podprogram OBDELAJDREVO(): (* Prebere in obdela naslednje poddrevo in
vrne Stevilo izvedenih rezov ter tezo preostanka.*)

preberi maso m naslednjega Clena in Stevilo njegovih poddreves k;
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(* Preberimo in obdelajmo poddrevesa in jih porezimo toliko, da bo vsako od
ngjih tezko manj kot w. Mase teh preostankov shranjujmo v seznam L
in njihovo vsoto sestevajmo v s, skupno $tevilo rezov pa v r. *)
L := prazen seznam; s := 0; 7 := 0;
fori:=1to k:
(r',m') := OBDELAJPODDREVO();
r:=7“—|—7"'; szzs—i—m';
if m’ > 0 then dodaj m’' v seznam L;

if s > w: (* primer 2.2 %)
uredi seznam L padajoce;
za vsak element m’ seznama L, padajoce po masi:
r:=r+1; s:=s—m'; (* odrezimo to poddrevo *)
if s < w then break;

(* Ostala poddrevesa lahko odreZemo v celoti — primera 1 in 2.1. *)
m:=m+s;
return (r + |[m/w], m mod w)

Glavni klic tega podprograma torej obdela celotno drevo in dobi Stevilo rezov r ter
maso m tega, kar je ostalo od debla; ¢e je m > 0, moramo torej kot rezultat izpisati
r 4+ 1 (iz drevesa je nastalo r + 1 kosov — najprej po en odrezan kos pri vsakem
rezu, na koncu pa Se tisto, kar je ostalo od debla), sicer pa le r.

Ce ima celotno drevo n segmentov, je asovna zahtevnost te resitve v najslabsem
primeru O(nlogn) zaradi urejanja seznama L. To bi se dalo nadeloma izboljsati na
O(n): ko imamo pred seboj seznam L, pois¢imo v njem mediano, kar lahko storimo
v O(n) ¢asa z znanim postopkom hitrega izbiranja (quickselect). Poglejmo, ali bi
s padel na < w, ¢e bi odrezali iz L vsa poddrevesa, tezja od mediane; ¢e ne bi,
jih odrezimo in imamo v naslednjem koraku pred seboj pol krajsi L (obdrzimo le
elemente, lazje od mediane); ¢e pa bi, potem pa gotovo ne bo treba rezati poddreves,
lazjih od mediane, torej bomo imeli v naslednjem koraku pred seboj spet pol krajsi
L (obdrzimo le elemente, tezje od mediane). Tako smo torej v O(n) ¢asa skrajsali
L za polovico, kar lahko potem ponavljamo, dokler ni dolg le Se en element, in je
¢asovna zahtevnost vsega skupaj $e vedno le O(n). Vendar pa so bili testni primeri
na nasem tekmovanju dovolj majhni, da je tudi preprostejsa resitev, ki ureja seznam
L in za to porabi O(nlogn) ¢asa, ¢isto dovolj hitra.

E. Denormalizacija

Vsa stevila a1, ..., a, so bila pri normalizaciji deljena z istim d; ¢e tako na primer
pogledamo dva razli¢na indeksa ¢ in j, velja x; = a;/d in z; = a;/d (pri tem smo
zanemarili dejstvo, da sta z; in x; zaradi zaokrozanja na dvanajst decimalk sicer
lahko malo drugaéna od a;/d oz. a;/d, in sicer za najve¢ 1/(2-10")). Iz prve od
teh enakosti sledi d = a;/x;, iz druge pa potem a; = z;-d = a; - xj/x;. Po tej zadnji
formuli lahko torej, ¢e poznamo vrednost a; za neki konkretni i, izracunamo tudi
vrednosti vseh ostalih stevil a; v za¢etnem zaporedju.

Vrednosti a; sicer ne poznamo, ker pa naloga zagotavlja, da bo ta vrednost nekje
med 1 in 10000, si lahko privos¢imo pri rekonstrukciji preizkusiti vse mozne vredno-
sti; pri vsaki od njih, recimo r;, izracunamo potem Se vse ostale r; in preverimo, ce
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so tako dobljeni r; tudi cela Stevila z obmocja od 1 do 10000 — ¢e niso, to pomeni,
da vrednost, ki smo jo uporabili za r;, gotovo ni bila prava (in ne pripelje do veljavne
resitve).

Naloga pravi Se, da mora biti najvecji skupni delitelj stevil rq,...,r, enak 1;
koristno je torej, e pregledujemo mozne vrednosti r; v narasc¢ajocem vrstnem redu.
Resitev, ki jo najdemo pri najmanjSem primernem r;, ima namre¢ gotovo najvecji
skupni delitelj 1, kajti ¢e bi imela tista stevila se kakSnega vecjega skupnega delitelja,
bi jih lahko z njim delili in dobili resitev s Se manjsim r;.

Glede izbora indeksa i lahko vidimo, da nas razmislek naceloma deluje ne glede
na to, kateri ¢ izberemo. Ce se potrudimo izbrati tistega, pri katerem je Stevilo
z; najveéje, nam ne bo treba skrbeti, da bi nam formula r; = r; - z;/z; kdaj dala
preveliko stevilo r; (veéje od 10000); po drugi strani, ¢e izberemo tisti ¢, pri katerem
je x; najmanjsi, nam ne bo treba skrbeti, da bi bilo kak$no r; premajhno (manjse
od 1), poleg tega pa bomo tako tudi najhitreje nasli pravo vrednost r; (ker jih
preizkusamo od manjsih proti ve¢jim). Lahko bi tudi poiskali najmanjsi element x;
in najvedjega, recimo x, in potem preizkusili za r; vrednosti od 1 do |10000-z; /x| .

i:=1k:=1;
for j:=2ton do

if z; < z; then i := j else if x; > =} then k := j;
for r; :==1 to [10000 - x;/x]:

ok := true;
for j:=1tondoif j #i:
rii= T Ty /X

if r; ni celo stevilo: ok := false; break;
if ok then break;

Tako bi vsaj bilo v idealnem svetu brez zaokrozitvenih napak pri racunanju s pla-
vajoCo vejico. V resnici so napake ze v nasih vhodnih podatkih, saj jih dobimo
zaokrozene na 12 decimalk; pa tudi pri mnozenju in deljenju v formuli r; - z;/x;
lahko pride do zaokrozitvenih napak (te so sicer majhne v primerjavi s tistimi v
vhodnih podatkih, vsaj ¢e uporabimo 64-bitni tip double in ne npr. 32-bitnega float).
Zato, Cetudi smo izbrali pravo vrednost r;, ne smemo pricakovati, da bo r;, izracu-
nan kot 7; - x;/x;, res celo Stevilo. Preden pa si ogledamo nekaj nacinov, kako se
spoprijeti s to tezavo, razmislimo najprej malo podrobneje o tem, kaksno vrednost
sploh dobimo, ko (z zaokrozitvenimi napakami) izra¢unamo r; po formuli r; - z; /x;.
Predvsem bomo pokazali, da je ta vrednost, ¢e izberemo pravi r;, zelo blizu ne-
kemu celemu stevilu, ¢e pa izberemo napacen r;, je gotovo precej bolj oddaljena
od najblizjega celega stevila; ko se prepricamo o tem, lahko nalogo resimo tako, da
uporabimo tisti r;, pri katerem so vrednosti r; - z;/x; najblizje celim Stevilom (oz.
celo poljuben r;, pri katerem so te vrednosti dovolj blizu celim; seveda se bomo
morali Sele prepric¢ati o tem, kaj tu Steje za dovolj blizu). Kogar ne zanimajo teh-
ni¢ne podrobnosti, lahko brez velike skode preskoci naslednji dve strani in nadaljuje
z branjem pri neenakosti (3).

Zaradi zaokrozanja na 12 decimalk z; ni nujno enak a;/d, pa¢ pa velja |z; —
ai/d| < nzan=1%-10""% podobno tudi za z;. Zaradi omejene natancnosti pri
racunanju s plavajoco vejico pa pri mnozenju 7;-x; in nato pri deljenju tega zmnozka
z x; nastane relativna napaka najve¢ ¢ = 27°? (&e uporabimo 64-bitni tip double, ki
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ima 52-bitno mantiso). Zato vrednost r; ne bo nujno enaka r; - z;/x;, pa¢ pa bo
zanjo veljalo:

ri <(U4e)’ri-aj /e <ri-(a5/d+n)/(ai/d—n)
= (1+¢)*(ria;/a:)(1 + dn/a;)/(1 - dn/a;);
za t = dn/a; upostevajmo, da je 1/(1—t) =1+¢/(1 —t) in za t > 0 naprej < 1+t¢:
< (1+¢)*(riaz/a;)(1 + dn/a;)(1 + dn/a;);
pisimo a = 2¢ + ¢ in = dn:
= (riaj/ai)(1+ a)(1 + B/a;)(1 + B/ai)
= (riaj/a:) (14 B(1/a; + 1/a:) + B /(aia;) + a(l + B/a; + B/ai + B°/(aiay)))
< (riag/ai) (L4 B(1/a; +1/a;) + ° + a1+ B)°);
upostevajmo, da so vsi ae manjdi ali enaki m := 10 ter da je d < my/n < 10,
B=dn<3-107%ina=2e+e" < 3e
< (riaj/a)(1+ B(1/a; + 1/a;) + 31072 +e(3+3-107° + 2. 107'%));
upostevajmo, da je zadnji ¢len < 4 = 1/2°° < 1/10'5:
< (riaj/ai)(1+ B(1/a; + 1/ai) + 11072 +107"7)
< (ria;/ai) (14 B(1/aj + 1/a;) +10717).

Podoben razmislek nas pripelje tudi do podobnega rezultata za spodnjo mejo vre-
dnosti r; in oboje lahko zdruzimo v:

Irj — reay Jai] < (riaj/ai)(ﬁ(l/aj +1/a;) + 10*12)_ (1)

Vrednost 7;, dobljena po formuli ;- /z; in z raGunanjem s plavajoco vejico, je torej
blizu vrednosti 7;a;/a; (kar je dobro, saj smo razmerje z;/z; uporabili ravno zato,
ker naj bi bilo blizu razmerja a;/a;, pri ¢emer smo vrednosti zo dobili kot vhodne
podatke, vrednosti ae pa ne). Zlasti nas seveda zanima najti ,pravo® vrednost r;,
to je r; = as, in pri njej dobiti r; zelo blizu a; - aj/a; = a;, tako da bo iz takega r;
po zaokrozanju na celo stevilo nastala ravno vrednost a;. Pri r; = a;, pa tudi pri
manjsih r;, bodo vrednosti r;a;/a; < a; < 10%; iskano resitev bi se torej naceloma
moralo dati dobiti, ne da bi imeli kdaj opravka s primerom, ko je r;a;/a; > 10* —
¢e se nam zgodi to slednje, je to znak, da smo vzeli prevelik r; in se nam z njim ni
treba ukvarjati. Pogoja ,ria;/a; > 10*¢ seveda ne moremo neposredno preverjati,
saj Stevil a; in a; ne poznamo; vemo pa, da je leva stran blizu r;. Ce uporabimo 5
na levi strani tega pogoja, kaj to pomeni za desno stran? Pri r;a;/a; < 10* velja
po (1):
rj < (riaj/ai)(1+ B/aj + B/ai +107"%)

= (riaj/a:)(1+ B/ai +107"%) + Bri/a;;
upostevajmo r;a;/a; < 10*, r; < 10" in g < % -1076:

<10"(1+3%-10"°/a; +107"*) + 3 -107° - 10*/a;

4 -8 4
=10"+107" + 555/ai < 10" + g5, (2)
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pri Gemer smo v zadnjem koraku upostevali a; > 1. Ce torej kadarkoli dobimo
r; > 10* 4+ 9—19, smemo iz tega sklepati, da je r;a;/a; > 10*, torej imamo prevelik r;
in se nam z njim ni treba ukvarjati.

V nadaljevanju se bomo zato omejili na primere, ko je r; < 10* + %. Kaj lahko
takrat povemo o r;a;/a;? Ni nujno, da je r;a;/a; takrat manjsi ali enak 10*; lahko
je tudi vedji od 10*, vendar ne more biti prav veliko ve&ji. Recimo namreé, da je
riaj/a; > 10* 4+ D; po (1) tedaj velja:

rj > (riaj/ai)(1 = B(1/aj + 1/a;) —107"%)
= (riaj/ai)(1 = B/ai — 107 "%) = Bri/ai;
1.107% a; > 1in r; < 10%:
> (riaj/a;)(1—1-107%~107"%) —10*- 1. 1075,
upostevajmo r;a;/a; > 10* + D:
4 -6 —
> (10" +D)(1—3-107°—107"%) — ;&

=10" - 55 —107° + D(1 - % -107% —10713).

upostevajmo 8 <

Vprasajmo se, kdaj je to gotovo veéje od prej omenjenega praga iz (2), torej od
10% + %; to bo pri:

10* - &5 =10+ D(1 - 1-107° = 107"%) > 10" + &

D> (& +35+107%)/1-4-107°~107").

Ni se tezko prepricati, da je desna stran malo manjsa od i. Lahko torej zaklju¢imo,
da ce je ria; /a; vedji od 104—&—4—197 bo r; gotovo vecji od 104—&—% in se bomo s trenutnim
r; nehali ukvarjati. Dokler pa r; ostane pod 10* + 9—19, smo lahko prepricani, da je
maj/ai < 10* + i

Zdaj ko imamo neko zgornjo mejo vrednosti r;a;/a;, se lahko vrnemo k zgornji
meji za |rj — a5 /a;| iz (1) in o njej povemo Se malo ved:

|rj —riaj/a;| < (riaj/a:)(B(1/a; + 1/a;) + 10_12)
= Brifa; + (riaj/a:)(B/a: + 107'%)

21075, 7, < 10% in 7a/a; < 10* + rlgi

upostevajmo 8 < %

<3-107%-10%/a; + (10* + 5)(3 - 107%/a; + 107 '?)
= (155 + & - 107%)/a; +107° + & - 107"
< & /ai+2-107°5 ®3)

Vpeljimo $e nekaj oznak: [t] naj bo celo stevilo, ki je najblizje Stevilu ¢ (Ce je ¢ na
polovici med dvema zaporednima celima Steviloma, uporabimo manjSe od njiju);
e(t) := |t — [t]| naj pove, za koliko se ¢ premakne, ¢e ga zaokrozimo na najblizje
celo stevilo; in E(r;) := max{e(riz;/z;) : 1 < j < n} naj bo najveéji tak premik,
ée pri izbranem 7; izracunamo vse r; po formuli r;z;/x; in vsakega zaokrozimo na
najblizje celo stevilo.

,Prava“ vrednost r; bi bila r; = a;, dobri pa so tudi veckratniki a;-ja; recimo
torej, da je r; = k - a;. Takrat nam neenakost (3) dé |r; — k- a;| < g5/a; +2-107%;
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desna stran je veliko manjsa od 1/2, zato je r;-ju najblizje celo $tevilo ravno k - aj;
torej je na levi |r; — k- a;| = |r; — [r;]] = r(e;). Ker velja to za vsak j, lahko
zakljuéimo: E(k - a;) < o5/a; +2-107°.

Kaj pa, ¢e uporabimo za r; neko ,napacno“ vrednost — téko, ki ni veckratnik
a;? Takrat nam (3) pove, da bo r; blizu Stevila r;a;/a;. Ker r; ni veckratnik a;,
mora biti vsaj en prafaktor a;-ja, recimo p, prisoten v r; z nizjo stopnjo (morda 0)
kot v a;; in ker je najvec¢ji skupni delitelj stevil a1, ..., an enak 1, mora obstajati
vsaj en tak aj, ki ni veckratnik p-ja; zanj pa je potem p tudi v r;a; prisoten z
manj$o stopnjo kot v a;, torej r;aj/a; ni celo Stevilo. Ker ni celo Stevilo, je pa
ulomek z imenovalcem a;, mora biti od najblizjega celega stevila oddaljen vsaj za
1/a;. Iz (3) potem sledi, da mora biti r; od najblizjega celega Stevila oddaljen vsaj
za 1/a; — %/ai —2-107%. Ker velja to pri vsaj enem j, velja tudi za maksimum po
vseh j, torej imamo E(r;) > %/ai —2.1078, ¢e r; ni veckratnik a;. (Ta spodnja
meja za E(r;) je, ker je a; < 10%, veéja ali enaka % 21074 —-2-107% > g—g . 10*4.)

Ce primerjamo obe meji, ki smo ju dobili za E, je druga veliko vecéja od prve:
njuno razmerje je

55/ =210 98—2-107"-99a; _ 9780
os/ai+2-108  1+42-1078-99a; ~ 100’

pri demer smo v zadnjem koraku upostevali, da je 1 < a; < 10%. Z drugimi besedami,
E(r;) je pri vsakem napacnem r; vsaj 97,8-krat toliksna kot pri vsakem pravem r;.

Nalogo lahko torej resimo tako, da po vrsti preizkusamo r; = 1,2,3,... in pri
vsakem izra¢unamo E(r;). Tisti r;, pri katerem je vrednost E(r;) najmanjsa, je
potem gotovo neki veckratnik a;; zanj izraGunamo vse r; = r;x;/z;, zaokrozimo
vsakega na najblizje celo Stevilo in jih Se delimo z njihovim najve¢jim skupnim
deliteljem (za primer, da na$ r; ni enak a;, ampak je neki veéji veckratnik Stevila
ai).

V resnici tudi ni nujno, da pri vsakem r; res izra¢unamo E(r;); ¢e pri trenutnem
r; za neki j opazimo, da je e(r;z;/z;) vedja od najmanjSe doslej znane vrednosti
E(+), potem bo trenutni E(r;) gotovo veédji od tiste najmanjsSe doslej znane, zato
lahko nad trenutnim 7; takoj obupamo. Poleg tega, seveda, ¢e opazimo, da je
rj > 10% + %, lahko zakljuc¢imo, da je trenutni r; ze prevelik, in postopek konc¢amo.
Se ena izboljsava pa je tale: zgoraj smo videli, da je pri ,napacnih“ r; vrednost
E(r;) gotovo > % -10™%; &e torej pri nekem r; dobimo manj$o vrednost E(r;) od
te, je ta r; gotovo eden od ,pravih® in lahko pri njem tudi konc¢amo.

podprogram DENORMI1(vhod: z1,...,%y; izhod: 7r1,...,75):
1:=1; for j :=2 ton do if z; < z; then i := j;
E* := o0

for r; := 1 to 10000:

E :=0; ok := true;

for j:=1ton do if j #i:
ri=Tc Ty /%
if r; > 10* + % then ok := false; break;
e :=|r; — [r;]|; if e < E then continue;
E :=¢; if E > E* then break;

if not ok then break; (* r; je Ze prevelik *)
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if E< E* then E* := E, r] :=r;;
if £ < % -10™* then break;
for j:=1tondo r; :=[rjz;/z];
deli vsa stevila r1,...,7r, z njihovim najmanjsim skupnim deliteljem;

Ta postopek bi sicer deloval ne glede na to, kateri ¢ si izberemo; v zgornji psevdokodi
smo izbrali i tako, da je x; najmanjsi, saj to pomeni, da je tudi a; najmanjsi in bo
nasa zanka tem prej dosegla kaksnega od ,pravih“ r;-jev (= veckratnikov a;).

Nalogo lahko resimo tudi tako, da pri vsakem r; izracunamo vse r; po formuli
rs - x5 /%3, jih zaokrozimo na cela Stevila, normaliziramo in pogledamo, ¢e po norma-
lizaciji odstopajo od vhodnih z; za manj kot 10~°%; to mejo namreé¢ besedilo naloge
navaja kot pogoj za to, da bo nasa resitev sprejeta. Cim najdemo tako resitev, se
ustavimo:

podprogram DENORM2(vhod: z1,...,Zys; izhod: r1,...,74):
t:=1; for j := 2 to n do if z; < z; then i := j;
for r; := 1 to 10000:

d =r;-r
for j:=1tondo if j #i:
rji=[ri-xj/mi); d =d +rj-ry;

ok := true; d' := Vd';
for j :=1 to n:

if |r;/d’ — ;| > 107% then ok := false; break;
if ok then return;

Ce ne prej, se ta postopek ustavi pri r; = a;; takrat namreé, kot smo videli zgoraj, po
zaokrozanju gotovo dobimo r; = a; (za vse j), zato potem pri normalizaciji (torej pri
deljenju z d’, v katerem smo si pripravili vrednost (Z;;l 7“]2)1/2) dobimo vrednosti,
ki se od z; razlikujejo le zato, ker so bile slednje pri izpisu zaokrozene na 12 decimalk;
razlika |r;/d’ —z;| bo torej <n = % -107"'?, kar je veliko manj od 10~°. To pa tudi
pomeni, da si lahko zaradi varnosti privo$é¢imo prag 107° v naSem ustavitvenem
pogoju malo zmanjSati (npr. na 1077): drugace bi nas namrec¢ lahko skrbelo, da
bi nasa resitev po normalizaciji odstopala od z; za malo ve¢ kot 10~°, vendar bi
na$ program zaradi zaokroZitvenih napak pri ra¢unanju korena in deljenju z d’
pomotoma dobil vtis, da je odstopanje malo manjse od 10™° (ocenjevalni streznik
take napake ne more narediti, ker ne racuna s plavajoco vejico, ampak z ulomki z
neomejeno natanénostjo — razred Fraction v pythonu).

Slabost te resitve je, da mora iti pri vsakem 7; po ¢isto vseh j, preden lahko
izracuna d’ in zadéne normalizirati dobljene r; ter tako preverjati, ali so rezultati
primerni. Lepo pri tej resitvi pa je, da ni nujno, da gre glavna zanka vse do r; =
ai; lahko se zgodi, da najde veljavno resitev ze prej. Na primer, ¢e bi imeli a =
(4321,10000), bi bila veljavna resitev ze r = (35, 81):

a=(4321,10000) — z=(0,396654047537, 0,917968172963)
r = (35,81) — (0,396653092549, 0,917968585613)

Doslej smo videli dve resitvi, ki naceloma delujeta ne glede na to, kako izberemo
indeks 4, vendar pa smo v praksi izbrali tistega, pri katerem je z; (in zato ai)20

200 tem, da je vrstni red a-jev enak kot vrstni red z-ov, se ni tezko prepriéati. Recimo, da je
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najmanjsi. Zdaj pa recimo, da bi izbrali tisti ¢, pri katerem je x; (in zato a;)
najveéji. To pomeni, da pri vsakem j velja a; < a;, torej aj/a; < 1; poleg tega
je potem d = (357 a?)'/? < aiy/n < 100a;, zato B/a; = (dfa:)n < %1071
Uporabimo to v v meji (1):

Irj —riaz/ai| < (riaz/ai)(B(1/a; + 1/a;) +107"2)
= ri(B/a:)(1 +a;/a;) + 107 *ri(a; /ai);
upostevajmo a;/a; < 1, Bri/a; < 2107 in r; < 10%
<10*-1-107°1+1)+ 107" 10% - 1
=10°+10"°<2-107°

Vrednost 7; torej odstopa od r;a;/a; za manj kot 2 - 1075, Videli smo Ze, da je za
yhapacne“ r; (take, ki niso veckratniki a;) vrednost r;a;/a; gotovo pri vsaj enem j
ne-cela in je oddaljena od najblizjega celega Stevila vsaj za 1/a;, kar je vsaj 107%;
tedaj je torej ; oddaljena od najblizjega celega Stevila za vsaj 10™* —2-1075. Po
drugi strani pa je pri ,pravih® r; (veckratnikih a;) vrednost r;a;/a; = a; celo Stevilo
in r; je oddaljena od njega za manj kot 2 - 1075, Ni torej treba drugega, kot da
naga resitev preizkusa razli¢ne r;-je in preverja, ali je E(r;) < 2-10° Ce gremo
po narascajocih r;, bo prvi primerni ravno r; = a;, torej nam tudi ni treba skrbeti
glede krajsanja r-jev z najvecjim skupnim deliteljem.

podprogram DENORM3(vhod: z1,...,2zy; izhod: 71,...,74):
i:=1,; for j := 2 to n do if x; > z; then i := j;
for r; := 1 to 10000:
ok := true;
for j:=1tondo if j #i:
T =T Ty /%
if |r; — [r;]| > 2-107° then ok := false; break;
rj = [rg];
if ok then return;

Zunanja zanka se ustavi pri r; = a;, pri manjsih r; pa notranja zanka hitro odneha,
¢im opazi, da kaksen r; preve¢ odstopa od najblizjega celega stevila; zato je v praksi
ta resitev zelo hitra.

F. Razlike

Recimo, da bi za vsak polozaj v nizih j (od 1 do m) in za vsako ¢rko abecede ¢ (pri
nasi nalogi so mozne le Stiri ¢érke, od A do D) pripravili vektor z n komponentami,
ki bi kazale, kateri vhodni nizi imajo na j-tem mestu znak c. To je torej vektor
Zjc = (Zjel, -« -y Zjen), Kjer je zjei = [s:i[j] = €] (izraz [-] ima vrednost 1, e je pogoj
v oglatih oklepajih izpolnjen, sicer pa ima vrednost 0).

a; < aj. Alibise lahko zgodilo, da bibil z; > x;? Iz tega bisledilo a;/d4+n > z; > x; > a;/d—n,
torej 2dn > a; — a;; leva stran je (ker je n = % 21072 ind < my/n < 106) manjsa ali enaka
107%; desna stran pa je vecja ali enaka 1, ker je a; < aj in sta a; in a; celi stevili. Tako je torej
nemogoce, da bi bilo 2dn > a; — a;; predpostavka z; > x; nas je pripeljala v protislovje, torej
mora veljati z; < x;.
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Definirajmo se e; kot n-dimenzionalni vektor, ki ima povsod nicle, le na i-tem
mestu enico; in 1 kot n-dimenzionalni vektor samih enic, 1 = (1,...,1). Razlika
1 — z;. nam potem pove, kateri vhodni nizi na j-tem mestu nimajo znaka c.

Razdalja med nizi, definirana v besedilu naloge, se imenuje Hammingova razda-
lja. Recimo zdaj, da nas zanimajo Hammingove razdalje od nekega niza ¢ do vseh
si. Na j-tem mestu ima ¢ znak t[j], torej imamo v vektorju 1 — z;,; enice pri
tistih 4, za katere je s;[j] # t[j], torej kjer se s; razlikuje od ¢ pri j-tem znaku. Ce
to seStejemo (po komponentah) po vseh j, bomo dobili pri i-ti komponenti ravno
Stevilo mest j, na katerih se s; razlikuje od ¢; to pa je ravno Hammingova razdalja
med nizoma s; in t:

vektor h(t) :=ml — sz,t[j] je torej enak (H(t, $1)y..., H(t, sn)).
j=1

Naloga zahteva, da pois¢emo med vhodnimi nizi takega, ki ima Hammingovo razda-
ljo do vseh ostalih enako k. IsCemo torej tak s;, za katerega je h(sg) = k- (1 — e¢)
(torej vektor, ki ima povsod vrednosti &, le na ¢-tem mestu je nicla).

Tezava dosedanjega razmisleka je, da je delo z vektorji preve¢ zamudno. Pri
izrac¢unu h(s,) bi morali sesteti m vektorjev s po n komponentami, torej bi nam to
vzelo O(nm) Casa, in ker bi morali to narediti za vsak ¢ od 1 do n, bi bila ¢asovna
zahtevnost te reSitve O(n?m), kar je prepocasi.

Pomagamo si lahko tako, da s kaksno zgo$cevalno funkcijo (hash function) pre-
slikamo nase n-dimenzionalne vektorje v eno dimenzijo: vektorju x pripiSemo zgo-
SCevalno kodo f(x), ki ji pravimo tudi ,podpis“ ali ,prstni odtis“ (angl. finger-
print) vektorja x. Za preverjanje, ali sta dva vektorja enaka — na primer: ali je
h(s¢) = k- (1 — e/) — bomo potem najprej preverili, ¢e imata enak podpis; ¢e ga
nimata, lahko takoj zaklju¢imo, da sta razli¢na. Ce pa imata enak podpis, se sicer
naceloma se vedno lahko zgodi, da sta vektorja razlicna, toda ¢e primerno izberemo
f, je verjetnost taksnega ,,trka“ dovolj majhna, da se zaradi nje ni treba vznemirjati.
Lahko pa, ko pri nekem ¢ opazimo, da imata h(s¢) in k(1 —e;) enak podpis, posebej
izracunamo Hammingove razdalje med s, in vsemi ostalimi nizi, da se prepri¢amo,
Ce so res vse enake k. Verjetnost, da bi morali taksen preizkus opraviti pri ve¢ kot
enem /4, je neznatno majhna, ¢e pa bi do nje vseeno prislo, bomo tako vsaj zagotovo
vrnili pravilen rezultat.

Toda da bo od taksnih podpisov res kaksna korist, je pomembno, da znamo
podpis vektorja h(sg), torej vrednost f(h(s¢)), izra¢unati, ne da bi izracunali ta
vektor sam — kajti ¢e moramo najprej izracunati te vektorje v eksplicitni obliki,
je potem ze vseeno, Ce takrat Se preverimo, ali imajo res povsod vrednost k, le na
{-tem mestu niclo. Zelo koristno za nas namen je, e je funkcija f linearna, torej
ée je f(x+y) = f(x) £ f(y); potem lahko podpis vsote veé vektorjev izraGunamo
iz podpisov posameznih sestevancev, vsote same pa nam pri tem ni treba racunati.
Takrat bo na primer f(h(s;)) = f(m1 — Z;nzl Zj ) = mf(1) — Z;n:l f(zj4;) in
podobno f(k- (1 —er)) = k- (f(1) — f(er)).

Primerna oblika funkcije f (torej linearna, da lahko uporabimo razmislek iz prej-
$njega odstavka) je potem f(x) = (3.7 ; Aixi) mod M, kjer za M vzamemo kaksno
veliko prastevilo, npr. 10° 4+ 7. Z vrednostmi funkcije f ra¢unamo vedno znotraj
Z ., torej s celimi Stevili po modulu M; tako lahko na primer f(x +y) izra¢unamo
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kot (f(x)+ f(y)) mod M. Kaj vzamemo za konstante \;, ni tako pomembno, lahko
so tudi kar nakljucna sStevila med 1 in M — 1; posebej elegantna moznost pa je,
da si izberemo neko manje prastevilo p in uporabimo \; := p* mod M — tako do-
bimo znano Rabinovo zgoscevalno funkcijo. Zapisimo naso resitev Se s psevdokodo;
abecedo (mnozico vseh ¢rk, ki se lahko pojavijo v nasih nizih) oznac¢imo z A:

M1] :=p; for i := 2 to n do A[i] :== (p- Al — 1]) mod M;
v:=0; for i := 1 to n do v := (v + A[§]) mod M,
(* Zdaj je v = f(1) in A[i] = f(e;). *)
for j:=1tom do for c € A do Z[j,c] :=0;
for i :=1 ton do for j:=1 to m do Z[j, s:[j]] := (Z[J, si[4]] + A[¢]) mod M;
(* Zdaj je Z[j, c] = f(zjc). *)
for {:=1 to n:
H:=0;for j:=1tomdo H:=(H+v+ M — Z[j,s¢[j]]) mod M;
G:= (k~(l/+M—)\[€])) mod M;
(* Zdaj je H = f(h(s¢)) in G = f(k-(1—ep)). *)
if G = H then s; je (kandidat za) niz, po katerem sprasuje naloga;

Casovna zahtevnost te resitve je O(m|A| + nm), kar je naprej enako O(nm), ¢e je
abeceda majhna v primerjavi s stevilom nizov n; v nasem primeru to drzi, pa tudi
¢e ne bi drzalo, nastopa O(m|A|) v ¢asovni zahtevnosti le zaradi inicializacije tabele
Z, ¢emur bi se lahko izognili, ¢e bi jo predstavili z razprseno tabelo (ki bi hranila le
nenicelne elemente). Ce dobimo ve¢ kot enega kandidata za iskani niz, lahko k temu
dodamo Se O(nm) ¢asa na vsakega kandidata, da izra¢unamo prave Hammingove
razdalje med njim in vsemi ostalimi nizi; ali pa Se enkrat ponovimo gornji postopek
z drugacnima M in p in upamo, da bo tokrat ostal le en kandidat.

Oglejmo si se malo slabso resitev, ki pa je Se vseeno dovolj hitra za testne pri-
mere in casovne omejitve na nasem tekmovanju. Izberimo si neko podmnozico
I C {1,...,n}; za vsak polozaj j od 1 do m in za vsako ¢rko abecede ¢ € A nato
prestejmo, koliko nizov s; za ¢ € I ima na polozaju j ¢rko c¢; recimo temu (j.. To
lahko naredimo z enim prehodom é&ez vse te nize, torej v O(m(|A| + |I])) ¢asa.

Recimo zdaj, da nas za neki niz ¢t zanima, ali ima Hammingovo razdaljo do vseh
nizov s; za ¢ € I enako k. Pri vsakem polozaju j nam razlika |I| — (; ¢, pove, koliko
izmed tistih nizov se na tem polozaju razlikuje od niza t; ¢e to seStejemo po vseh
j, dobimo ravno skupno stevilo vseh neujemanj med ¢ in nizi s; za ¢ € I — to pa je
ravno vsota Hammingovih razdalj med ¢ in vsemi temi nizi:

h(t) :=m|I| — ZCN[J'] je torej enaka ZH(t,si).

j=1 iel

Ce je t niz, ki ga i5¢emo, mora biti vsota na desni enaka |I|-% (ali pa (|I| — 1) -k, e
je tudi t eden od nizov s; za i € I). Ce torej neki ¢ temu pogoju ne ustreza, vemo,
da to ni niz, po katerem sprasuje naloga. Vzdrzevali bomo mnozico kandidatov L
za iskani niz; na zacetku ta vsebuje vse vhodne nize, nato pa iz nje zavrzemo tiste,
ki ne ustrezajo opisanemu pogoju. To ponavljamo z razlicnimi mnozicami I, dokler
nam ne ostane le se en kandidat — zanj pa potem vemo, da mora biti iskani niz
ravno on.
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L:={1,2,...,n}
while |L| > 1:
I := mnozica, ki jo tvori nakljuéno izbranih n/2 elementov iz {1,2,...,n};
for { € K do H[{]:=0; (* V H[{] bo nastajala vsota h(sg). *)
for j ;=1 to m:
for c€ Ado Z[]:=0; (* V Z[c] bo nastajala vrednost jc. *)
for i € I do Z[s;[j]] := Z[si[4]] + 1;
for £ € L do H[{] := H[{] + |I| — Z[s¢[]]);
(* Obdrzimo kandidate, ki imajo pravo vsoto Hammingovih razdalj *)
L= {}; (* do sj zaieU. *)
for { € L:
if £ € I then g:= (|I| —1) -k else g := |I| - k;
if H[{] = g then dodaj ¢ v L;
L:=1

Vsaka iteracija glavne zanke vzame O(m(|A|+ |I|+]|L|)) ¢asa, kar je O(nm). Koliko
iteracij pa bo treba? Recimo, da za neki niz s; pogledamo vsoto Z?:l H(sg, si);
neugoden izid za nas nastopi, Ce seStevanci (pri ¢ # £) v tej vsoti niso vsi enaki
k, vsota pa je vendarle enaka (n — 1)k. To se zgodi na primer, ¢e je od dveh
seStevancev eden manjsi od k, drugi vedji, sestejeta pa se ravno v 2k. Ko razdelimo
sestevance na dve skupini — glede na to, ali je i € I ali ne — pride vsak od teh
dveh seStevancev z verjetnostjo 1/2 v skupino I (ker smo I izbrali tako, da je v
njej n/2 od n vhodnih nizov); z verjetnostjo 1/2 torej pride v I natanko eden od
njiju, zato vsota Zie] H(s¢, si) ne bo veckratnik k-ja in bomo torej niz s, zavrgli
iz mnozice kandidatov. (Ta razmislek je seveda le neformalen, saj je takih parov
sestevancev lahko vec, lahko pa tudi nastopijo vecje skupine npr. treh seStevancev,
od katerih ni nobeden enak k, se pa vsi trije seStejejo v 3k in podobno; toda pri takih
kombinacijah je verjetnost, da bi vsi seStevanci prisli v I ali vsi ostali zunaj njega,
Se manjsa kot 1/2.) Tako si torej lahko predstavljamo, da se mnozica kandidatov
L po vsaki iteraciji glavne zanke zmanjsa priblizno za polovico, torej bomo izvedli
O(logn) iteracij glavne zanke in Casovna zahtevnost resitve je O(nmlogn). Pri
nasih poskusih na testnih primerih s tekmovanja je bilo res treba najve¢ kaksnih
log, n iteracij, pri mnogih testnih primerih pa je Ze po prvi iteraciji ostal en sam
kandidat in se je postopek koncal.

Obe tu opisani resitvi sta si v tesnem sorodstvu; ¢e bi pri prvi resitvi vzeli
zgoScevalno funkcijo f(x) = >, ; s, bi dobili ravno koli¢ine iz druge resitve: (e =

f(zje) in h(t) = f(h(t)).

G. Pozresni predali

Pozresnemu algoritmu ne moremo povsem prepreciti, da bi nasel veljaven razpored
zvezkov v predale, &e tak razpored obstaja.?! Najveé, kar lahko naredimo, je torej
to, da sestavimo primer, v katerem bo verjetnost, da pozresni algoritem pride do

210 tem se lahko prepri¢amo takole. Ce osteviléimo zvezke in predale od 1 do n, si lahko
razpored predstavljamo kot permutacijo 7 nad mnozico {1,...,n}, pri ¢emer 7(z) pove, v kateri
predal bi dali zvezek z. Naj bo torej m neki veljaven razpored, torej tak, v katerem noben zvezek
z ni prevelik za v predal 7(z).

Potem lahko z indukcijo po ¢t pokazemo naslednje: ¢e pozresni algoritem v prvih ¢ —1 korakih ni
uporabil nobenega zvezka ali predala drugace, kot je tisti zvezek ali predal uporabljen v razporedu
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veljavnega razporeda, ¢im manjsa. Pri tem nam bo v pomo¢ dejstvo, da je Stevilo
zvezkov in predalov n pri tej nalogi precej veliko, vsaj 150. Pois¢imo najprej neki
majhen primer z m < n zvezki in predali, nato pa ga razmnozimo v k := |[n/m|
izvodov. Ce ima pozre$ni algoritem na vsakem izvodu verjetnost p, da najde veljaven
razpored, potem bo verjetnost, da mu to uspe v vseh k izvodih, le Se p*.

Iskanje majhnih primerov z rekurzijo. Kako poiskati majhen primer (nabor
m zvezkov in m predalov), ki bi ga lahko uporabili kot osnovo tak$ne konstrukcije?
Ena moznost je, da si napisemo preprost rekurzivni podprogram, ki za dani primer
izracuna verjetnost, da pozresni algoritem najde veljaven razpored. Pri tem ni treba
drugega, kot da preizkusimo vse moznosti, ki jih ima pozresni algoritem na izbiro
pri svojem delovanju:

podprogram VERJETNOSTUSPEHA(A):
vhod: A je mnozica parov (z,p), ki povedo, katere zvezke smo ze
razporedili v katere predale;
izhod: verjetnost, da pozresni algoritem dopolni A v veljaven
razpored vseh n zvezkov;

Ce je v A ze n parov, vrni 1;

(* Za vsak zvezek z doloci Stevilo kandidatov k[z]. *)
za vsak zvezek z:
¢e nastopa z v kakSnem paru iz A, naj bo k[z] := oo;
sicer naj bo k[z] Stevilo predalov p, ki Se ne nastopajo v nobenem paru iz A
in ki so dovolj veliki, da bi Sel zvezek z lahko vanje;

(* Za vsak predal p doloci tevilo kandidatov k'[p]. *)
za vsak predal p:
e nastopa p v kak$nem paru iz A, naj bo k'[p] := oc;
sicer naj bo k’[p] Stevilo zvezkov z, ki Se ne nastopajo v nobenem paru iz A
in ki so dovolj majhni, da bi lahko sli v predal p;

k := najmanjSa izmed vseh vrednosti k[1],...,k[n], k'[1],..., K [n];
v := $tevilo zvezkov oz. predalov, ki imajo k[z] = k 0z. k'[p] = k;
s:=0;
za vsak zvezek z, Ce je k[z] = k:

za vsak predal p, ki Se ne nastopa v nobenem paru iz A:

Ce gre z v p, pristej s := s + VERJIETNOSTUSPEHA(A U {(z,p)});

za vsak predal p, ¢e je k'[p] = &:

za vsak zvezek z, ki Se ne nastopa v nobenem paru iz A:

7, in ¢e se potem na t-tem koraku odloéi, da bo nekam razporedil zvezek z (oz. predal p), ima
med drugim na voljo zanj tudi predal 7(z) (oz. zvezek 7w~ 1(p)), in & ima sreco, bo izbral prav
tega, tako da se bo njegov nastajajoc¢i razpored tudi po t-tem koraku ujemal z razporedom 7.

Pri t = 1 trditev drzi, saj ni Se noben zvezek ali predal zaseden. Recimo potem, da se je v
prvih t — 1 korakih na$ pozresni razpored ujemal s 7 in da se je v t-tem koraku pozresni algoritem
odlo¢il razporejati zvezek z (¢e bi se odlocil za predal, je razmislek podoben). Ali je mogoce,
da predal 7w(z) takrat ni ve¢ na voljo? To bi pomenilo, da smo v enem od prejsnjih korakov
v ta predal dali neki drug zvezek z’; toda v 7 je v tem predalu zvezek z, ne pa z’, torej smo
v nasprotju s predpostavko, da se nas pozresni razpored v prvih ¢t — 1 korakih ni razlikoval od
razporeda 7. O

Po n taksnih korakih, ¢e imamo vsakic sreco, lahko dobimo torej s pozresnim algoritmom ravno
veljavni razpored .
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Ce gre z v p, pristej s := s + VERIETNOSTUSPEHA(A U {(z,p)});
vrni s/(v - k);

glavni klic: VERJETNOSTUSPEHA ({});

Zdaj lahko generiramo naklju¢ne majhne primere in jih preizkusamo s tem pod-
programom. Pri m < 4 se sicer izkaze, da se sploh ne more zgoditi, da pozresni
algoritem ne bi nasel veljavnega razporeda; pri m = 5 pa lahko hitro najdemo pri-
mere, kjer pozre$nemu algoritmu uspe z verjetnostjo le p = 5/6. Ce to razmnozimo
na 30 izvodov, da dobimo n = 150 predalov in zvezkov (kar je najmanjsi mozni n,
po katerem lahko naloga sprauje), bo verjetnost uspeha le (5/6)°, kar je priblizno
0,4 %. To je sicer Se vedno neprijetno veliko; ¢e se to zgodi ravno pri preizkusanju
na ocenjevalnem strezniku (in dovolj je Ze, da se zgodi to enkrat v dvajsetih testnih
primerih, kolikor jih je pri tej nalogi), bo nasa resitev zavrnjena.

Pri m = 6 lahko z naklju¢nim generiranjem hitro najdemo primere z verjetnostjo
uspeha p = 3/4 in celo 17/24, kar lahko razmnozimo na 25 izvodov (da dobimo
n = 150) in bo verjetnost uspeha le se (17/24)%°, kar je pribl. 0,02 %, kar je Ze
precej bolje. Do Se precej boljsih resitev pa lahko pridemo pri m = 7 ali 8; rezultate
povzemata tabela in slika na str. 147.

Sestavljanje majhnega primera z razmislekom. Lahko pa namesto generi-
ranja in preizkusanja nakljuénih primerov sestavimo majhen testni primer tudi z
razmislekom. To, kateri zvezek gre v kateri predal, lahko predstavimo z dvodelnim
(bipartitnim) grafom, v katerem ena vrsta tock predstavlja zvezke, druga predale,
povezave med njimi pa kazejo, kateri zvezek gre v kateri predal (gl. sliko spodayj).
(1) Za¢nimo torej z zvezkom z, ki naj gre (pri veljavnem razporedu, za katerega
upamo, da ga bo pozresni algoritem zgresil) v predal p. (2) Toda ¢e naj ima pozre-
$ni algoritem moznost zgresiti veljavni razpored, mora imeti pri zvezku z na izbiro
$e neki drug predal, recimo p’, tako da se bo imel moZnost odloéiti narobe, ée bo
imel smolo (in ta izbira ga mora potem séasoma pripeljati v slepo ulico, ne pa do
veljavnega razporeda vseh zvezkov v predale). (3) Ker imamo zdaj pri z na izbiro
dva predala, morata biti tudi pri p na izbiro (vsaj) dva zvezka, saj drugace pozresni
algoritem ne bo zacel pri z, pa¢ pa pri p (in ga pravilno sparil z z, ker druge moznosti
sploh ne bo imel); recimo torej, da je p povezan ne le z z, pa¢ pa Se z nekim drugim
zvezkom z’. (4) Koristno je, ¢e imajo vsi drugi zvezki in predali vsaj tri povezave,
tako da pozresni algoritem ne bo v skusnjavi, da bi zacel kje drugje kot pri z ali p.
Postavimo torej na vsako stran po eno gruco treh zvezkov in treh predalov, ki so
povezani vsi z vsakim; eni taki gruéi naj pripada prej omenjeni zvezek z’, drugi pa
predal p'.
z z z Z’ z Z/
P o e v 0 0 - RPN
P p p'p

P ' p
(1 () 3) 4
Razmislimo, kaj se lahko pozresnemu algoritmu zgodi na tem primeru. Na za-
cetku si lahko izbere z ali p, ker imata po dva kandidata, ostali zvezki in predali pa
vsaj tri. Recimo, da si izbere z; z verjetnostjo 50 % ga polozi v predal p’ namesto
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Nekaj majhnih primerov, kjer se lahko zgodi, da pozresni algoritem ne najde prave resitve.
Nasli smo jih z generiranjem in preizkusanjem naklju¢nih primerov. Pri vsakem je napisana
verjetnost p, da pozresni algoritem najde resitev. Vsak primer je predstavljen z dvodelnim
grafom, kjer zgornja vrstica toCk predstavlja zvezke, spodnja predale, povezave pa kazejo,
kateri zvezek gre lahko v kateri predal. Nad vsakim zvezkom in pod vsakim predalom je
napisan par Stevil, ki pomenita Sirino in visino tistega zvezka oz. predala. Naslednja tabela
kaze, kako lahko te majhne primere razmnozimo do 150 zvezkov in predalov in kaksna je
potem verjetnost, da pozresni algoritem najde pravo resitev:

st. zvezkov verjetnost

in predalov | verjetnost §t. izvodov uspeha po
m uspeha p | k= |150/m] | mnozitvi, p*
5 5/6 30 4,21-103
6 17/24 25 1,80-10—%
7 1/2 21 4,77-1077
8 1/4 18 1,46 - 1011

v p. Zdaj prideta v postev za leve tri zvezke le leva dva predala, torej se razporeda
oc¢itno ne bo dalo sestaviti do konca. Podobno bi bilo, ¢e bi pozresni algoritem na
zacetku izbral p; z verjetnostjo 50 % polozi vanj zvezek 2z’ namesto z, potem pa
prideta v postev za desne tri predale le desna dva zvezka, torej se razporeda ne bo
dalo sestaviti do konca. Vidimo torej, da ima pri tem primeru pozresni algoritem
50 % moznosti, da ne pride do veljavnega razporeda.

Doslej smo nas primer predstavljali z grafom, v resnici pa potrebujemo konkre-
tne Sirine in visine zvezkov in predalov. Delo si bomo olajsali z opazanjem, da je
pri primeru, ki smo ga sestavili, vsak zvezek povezan z neko strnjeno skupino vec
zaporednih predalov, vsak predal pa z neko strnjeno skupino ve¢ zaporednih zvez-
kov. Predal p (za 1 < p < m) naj ima Sirino p in vi§ino 2m + 1 — p; tako torej Sirine
predalov naraséajo, visine pa padajo, pri ¢emer so vse visine veéje od vseh §irin (tega
slednjega se bomo drzali tudi pri zvezkih: viSina vsakega zvezka bo vecja od sirine
vsakega predala; tako se bomo izognili komplikacijam z moznostjo, da se sme zvezek
zavrteti za 90 stopinj, kar naloga drugace sicer dopus¢a). Pri zvezku potem Sirina
a pomeni, da so zanj dovolj siroki le predali od a do m; viSina 2m 4+ 1 — b pa pri
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zvezku pomeni, da so zanj dovolj visoki le predali od 1 do b. Zvezek teh dimenzij (e
vzamemo 1 < a < b < m) gre torej lahko le v predale od a do b, v ostale pa ne. Tako
lahko za vsak zvezek enostavno izberemo, v kateri ,interval“ predalov (skupino veé
zaporednih predalov) lahko gre. Kot smo videli na sliki (4), imamo torej pri prvih
treh zvezkih a = 1, b = 3; pri Cetrtem a = 3, b = 4; pri petem a = 4, b = 7; in pri
zadnjih dveh a =5, b =T7.

Priprava vecjih primerov iz manjsih. Zdaj smo torej na dva nacina prisli do
majhnih primerov, recimo z m zvezki in predali. Recimo Se, da so njihove Sirine z
obmocja od 1 do m, visine pa od m + 1 do 2m (kot pri primerih, ki smo jih zgoraj
dobili z razmislekom; ampak tudi pri generiranju nakljuc¢nih primerov ni tezko paziti
na to omejitev).

Naloga od nas zahteva primer z n zvezki in predali za neki vecji n (vsaj 150).
Pripravimo za zacetek k = |n/m| izvodov nasega majhnega primera, pri ¢emer pa
v i-tem izvodu povedajmo Sirine vseh zvezkov in predalov za (i — 1) - 2m, njihove
visine pa za (k —1) - 2m. Tako bomo poskrbeli, da posamezni izvodi ne bodo vplivali
drug na drugega. Ce namreé poskusimo poloZiti zvezek iz i-tega izvoda v predal
iz j-tega izvoda, bomo ugotovili, da je zvezek bodisi presirok (¢e je j < i) bodisi
previsok (&e je j > 4). Ce poskusimo tak zvezek prej e zasukati za 90 stopinj, pride
sicer po dimenzijah blizu predalom iz j-tega izvoda za j = k + 1 — i, vendar Se
vedno ne bo Sel vanje: pri nasih predalih — pa tudi pri zvezkih, ¢e jih ne zavrtimo
za 90 stopinj — je namrec Sirina vedno iz spodnje polovice nekega intervala oblike
{2mt + 1,...,2m(t + 1)}, viSina pa iz zgornje polovice nekega takega intervala (ne
nujno za isti t); pri zvezku, ki smo ga zavrteli za 90 stopinj, pa je ravno obratno:
Sirina je iz zgornje polovice nekega takega intervala, zato bo tak zvezek presirok za
predale iz j-tega izvoda.

Zdaj imamo torej k izvodov nasega majhnega primera, ki ne vplivajo drug na
drugega; to je skupaj k-m zvezkov in predalov. Do n, kolikor jih zahteva naloga, nam
jih manjka Se r := n mod m. Povecajmo Sirine in visine vseh dosedanjih zvezkov in
predalov za eno enoto ter dodajmo Se novih r zvezkov in r predalov Sirine 1 in visine
1000. Novi predali so preozki za vse prejsnje zvezke, novi zvezki pa previsoki za vse
prej$nje predale, zato na delovanje pozresnega algoritma ne bodo vplivali (prisiljen
bo razporediti nove zvezke v nove predale, njegove moznosti za uspesno razporeditev
prvih k - m zvezkov v prvih k - m predalov pa se s tem ne bodo ni¢ povedale).

Se boljsa resitev. Ce si ogledamo Se enkrat sliko na vrhu str. 147, lahko opazimo,
da sta si primera za m = 7 (z verjetnostjo p = 1/2, da pozresni algoritem najde
resitev) in za m = 8 (s p = 1/4) precej podobna,; in ¢e bi iskanje majhnih nakljuénih
primerov izvedli Se za m = 9, bi lahko podoben primer nasli tudi tam (s p = 1/8).
To pa je ze dovolj, da lahko opazimo vzorec, ki ga je moci posplositi na poljuben
m > 7, kot kaze slika na str. 149.

Tako kot prej naj bo p-ti predal sirok p in visok 2m+1 —p, tako da lahko za vsak
zvezek preprosto izberemo, v katere predale lahko gre: ¢e hocemo, da gre zvezek
z v predale od a. do b, (ne pa v ostale), mora biti Sirok a. in visok 2m + 1 — b..
Vrednosti a, in b, si izberimo takole:
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Primeri z m zvezki in m predali,
m= kjer ima pozresni algoritem le 26—
p= moznosti, da najde pravilno resitev.

Crno pobarvani tocki oznacujeta zve-

zek 4 in predal m — 4, med katerima
m=38 lahko pozresni algoritem izbira v pr-
p=1 vem koraku.

o= g

Kaj to pomeni za predale? Predal p lahko sprejme zvezke od o, do (p, drugih pa
ne; te vrednosti kaze naslednja tabela:

p‘l,Q‘ 3 ‘4,...,m74‘m73‘m72,m71,m

Qp
Bp

Primeru, ki ga za m zvezkov in m predalov sestavimo po teh pravilih, recimo G, .
Razmislimo, kako deluje na njem poZresni algoritem iz nase naloge. Na zacetku
lahko izbira med zvezkom 4 in predalom m — 4 (slednja moZnost sicer pri m = 7
odpade), kajti tadva imata po dva kandidata, drugi zvezki in predali pa po tri ali
vec.

(1) Ce se odlodi za zvezek 4, ga lahko d4 v predal 3 ali 4. (1.1) Ce ga d4 v predal
3, bosta potem za prve tri zvezke na voljo le prva dva predala, torej do resitve gotovo
ne bomo prisli. (1.2) Ce pa ga dé v predal 4, lo¢imo dve moznosti. (1.2.1) Ce je bil
m = 7, nam zdaj ostaneta dve loceni skupini: eno tvorijo prvi trije zvezki in prvi
trije predali, drugo pa zadnji trije zvezki in zadnji trije predali. V vsaki skupini
gre lahko vsak zvezek v vsak predal, zato se pozresni algoritem ne more zmotiti in
bo gotovo nasel veljavno resitev. (1.2.2) Ce pa je m > 7, lahko v mislih pobriemo
zvezek 4 in predal 4, tistim z viSjimi Stevilkami pa zmanjSamo stevilke za 1; to, kar
imamo po tej spremembi pred seboj, pa je ravno primer G,,—1 in je torej verjetnost,
da pozresni algoritem zdaj pride do resitve, tocno taka, kot ce zacnemo resevati
Gm—1 od zacetka.

(2) Ce pa se pozresni algoritem v prvem koraku odloéi za predal m—4 (poudarimo
Se enkrat, da je ta moznost na voljo le pri m > 7), lahko d4 vanj zvezek m — 3 ali

1 1 p m—3 m — 2
3 m—3 m—3 m m
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m—4. (2.1) Ce d4 vanj zvezek m — 3, nam potem za zadnje §tiri predale ostanejo le
zadnji trije zvezki, torej do resitve gotovo ne bomo prisli (ker mora na koncu vsak
predal dobiti to¢no en zvezek). (2.2) Ce pa di vanj zvezek m — 4, lahko potem v
mislih pobrisemo zvezek m — 4 in predal m — 4 ter zmanjsamo Stevilke zadnjih Stirih
zvezkov in predalov za 1; tako imamo pred seboj spet ravno primer Gp,—1.
Povzemimo rezultate tega razmisleka; verjetnost, da pozresni algoritem na G,,
najde pravo resitev, ozna¢imo s p,,. Pri m = 7 smo videli, da imamo na prvem
koraku na voljo le zvezek 4, pri Cemer nas izbira predala 4 gotovo pripelje do resitve,
izbira predala 3 pa gotovo ne; tako imamo p7 = 1/2. Pri m > 7 pa smo videli, da ne
glede na to, ali v prvem koraku izberemo zvezek 4 ali predal m — 4, imamo potem
dve moznosti, od katerih nas ena zagotovo ne pripelje do resitve, druga pa nas
postavi pred problem G,,—1; ker se pozresni algoritem med tema moznostma odlo¢i
nakljuéno (vsaka ima verjetnost 1/2, da bo izbrana), imamo torej (za m > 7) pm, =
% -0+ % “Pm—1 = Pm—1/2. Tako je torej p7 = 1/2, ps = 1/4, ps = 1/8 in v sploSnem
pm = 26=™. Ker bo nasa naloga zahtevala primere z vsaj 150 zvezki in predali, je
verjetnost, da bi pozresni algoritem pri posameznem testu nasel veljaven razpored
(in bi zato ocenjevalni streznik zavrnil naso resitev) kvedjemu 2714 ~ 4,48 . 107*4.

H. Vrivanje

Preden se lotimo resitve, najprej nekaj opomb glede notacije. Dolzino niza x ozna-
¢imo z |z|, razen v zapisu z velikim O(-) ali pod korenom +/+, kjer bomo znaka | - |
opuscali. Uporabljali bomo pythonovski zapis za posamezne znake in podnize. Niz
z tvorijo znaki z[0],. .., z[|z| — 1]; podniz z[i:j] obsega znake z[i],...,z[j — 1]; Ce v
tem zapisu ¢ manjka, si mislimo ¢ = 0; ¢e j manjka, si mislimo j = |z|; ¢e je i ali
Jj negativen, mu v mislih priStejemo |z|. PoloZaj ¢ v nizu  nam pomeni mejo med
znakoma z[i — 1] in z[i] (polozaj 0 je levi rob prvega znaka, polozaj |x| pa desni
rob zadnjega znaka). Zapis " nam bo pomenil niz, ki ga dobimo, ¢e znake niza x
preberemo od desne proti levi, torej x”[i] = x[|x| — 1 — i]; prefiksi in sufiksi nizov x
in 2" so si seveda v tesnem sorodstvu: z8[i:] = (z[:|z| — i) in 2°[:4] = (x[|z| — ;).

Pri resevanju te naloge nam bodo veckrat prisle prav tabele prefiksov, kot jih
poznamo iz Knuth-Morris-Prattovega algoritma, zato si za zacetek osvezimo spomin
nanje. Za niz x definirajmo tabelo P, ki nam bo za vsak prefiks niza x povedala, na
kako dolg krajsi prefiks niza x se koné¢a; z drugimi besedami, element P.[i] vsebuje
najvecje stevilo j < 4, za katero je x[:j] sufiks niza z[:4]. To lahko poceni ra¢unamo
po naras¢ajocih i: z[:j] je neprazen sufiks niza z[:i] natanko tedaj, ko je z[:j — 1]
sufiks niza x[:i—1] in je z[j — 1] = z[i —1]. Pregledati moramo torej tiste sufikse niza
z[:4 — 1], ki so tudi njegovi prefiksi, in za vsakega preveriti, ali se ga dd podaljsati
Se za en znak, da bo prefiks in sufiks niza z[:i]. Ker nas zanima najdaljsi tak, bomo
kandidate pregledovali od daljsih proti krajsim. Najdaljsi kandidat je torej z[:7] za
r = P.[i — 1]. Ce se pri njem ne izide, kateri je potem drugi najdaljsi kandidat? To
bo torej neki z[:u] (za u < r), na katerega se konc¢a niz x[:7 — 1]; toda ker se slednji
konc¢a tudi na z[:7], ki je daljsi od z[:u], to pomeni, da se tudi z[:r] sam konca
na z[:u]; in ker sta tadva niza oba prefiksa niza z in je drugi krajsi od prvega, to
pomeni, da se z[:7] tudi za¢ne na z[:u]. Slednji je torej hkrati prefiks in sufiks niza
z[:7]; najdaljsi tak pa je, kot vemo, dolg P;[r] znakov, torej moramo vzeti u = Py[r].
Kandidati, ki jih moramo pregledati, so torej dolgi Py[i — 1], Py[P:[i — 1]] in tako
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naprej.
P:[0] := —1; P;[1] :=0;
for i := 2 to |z|:
r:=P[i —1];

while true:
if z[r] = «[i — 1] then P,[i] := r + 1; break;
else if r = 0 then P.[i] := 0; break;
else r := P.[r];

V notranji zanki gledamo kandidata z[:r], ki se pojavlja na koncu niza z[:i — 1]; levi
rob te pojavitve je na na polozaju ¢ — 1 — r v nizu z in ta polozaj se iz iteracije v
iteracijo premika le v desno, nikoli v levo, tudi ko se ¢ v zunanji zanki poveca za 1.
Zato je Casovna zahtevnost tega postopka le linearna, O(z).

Recimo zdaj, da imamo poleg x Se neki drug niz y; definirajmo potem se tabelo
Pyz, ki nam bo za vsak prefiks niza y povedala, na kako dolg prefiks niza = se konca.
Z drugimi besedami, Py.[¢] naj bo najvecje tako stevilo j < |z|, za katero je x[:j]
sufiks niza y[:¢]. RazmiSljamo lahko zelo podobno kot zgoraj in dobimo zelo podoben
postopek:

Pye (0] := 0;
for i :=1 to |y|:
ri= Pyt — 1];
while true:
if r < |z| — 1 and z[r] = y[i — 1] then P,;[i] := r + 1; break;
else if r = 0 then P, [i] := 0; break;
else r := Py [r];

Ta tabela je koristna na primer pri iskanju pojavitev niza x kot podniza v nizu y:
te pojavitve se kon¢ajo na tistih polozajih ¢ (spomnimo se, da je polozaj i meja med
znakoma y[i — 1] in y[é]), kjer je Pyz[i — 1] = || — 1 in y[i — 1] = z[ — 1]. Tudi to bo
koristno imeti v tabeli; naj bo torej Oy, [i] = 1, ¢e se z pojavlja v y z zadetkom na
polozaju i (torej Ce je y[i : ¢ + |x|] = x), sicer pa naj bo Oy.[i] = 0. Definirajmo Se
tabelo delnih vsot: Oy.[i] = Z;:O Oyz[j], ki torej Steje vse pojavitve x kot podniza
v y na polozajih od 0 do i. Vse te tabele znamo torej izracunati v linearno mnogo
Casa.

Podobno kot doslej za prefikse lahko naredimo tudi za sufikse; vpeljimo tabeli
S; in Sy, ki nam za vsak sufiks niza x oz. y povesta, kateri je najdaljsi sufiks niza x,
ki se pojavlja na zacetku omenjenega sufiksa. Natancneje: naj bo S;[i] najmanjsa
vrednost j > ¢, pri kateri je x[j:] prefiks niza z[i:]; in naj bo Sy.[i¢] najmanjsa
vrednost j > 0, pri kateri je x[j:] prefiks niza y[i:]. Obe tabeli lahko izracunamo po
podobnem postopku kot P, in Py, le da gremo po nizih od desne proti levi.??
Lotimo se zdaj naSe naloge. Da jo resimo, bomo za vsak k = 0,...,|s| presteli
pojavitve p-ja v nizu s[:k]ts[k:], ki nastane, ko vrinemo ¢ v s na polozaju k. Te
pojavitve lahko razdelimo na: (1) tiste, ki lezijo v celoti znotraj s[:k] ali v celoti
znotraj s[k:]; (2) tiste, ki lezijo v celoti znotraj ¢; (3) tiste, ki se za¢nejo v s[:k] in

22Lahko pa tudi niza obrnemo in uporabimo dosedanja postopka za tabele prefiksov; velja
namre¢ Sg[i] = |x| — Per[|2| — 4] in Sy.[i] = x| — Pyrar[|y| — ).
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koncajo v t; (4) tiste, ki se za¢nejo v ¢ in koncajo v s[k:]; in (5) tiste, ki se zacnejo
v s[:k] in konc¢ajo v s[k:], vines pa se raztezajo Se ¢ez celoten ¢. Vsako od teh petih
skupin bomo presteli posebej in rezultate na koncu sesteli. Skupina (2) pride seveda
v postev le, ¢e je |p| < |t], skupina (5) pa, Ce je |p| > |t| + 2.

(1) Recimo, da se p pojavi na polozaju i v s, torej da je s[i : ¢ + |p|]] = p. Ta
pojavitev lezi v celoti znotraj s[: k], ¢e je i+ |p| < k, torej ¢ < k—|p|; takih pojavitev
je vsega skupaj Osp[k — [p]].

Ce pa ho&emo, da pojavitev lezi v celoti znotraj s[k:], to pomeni, da mora biti
i > k; take pojavitve lahko prestejemo tako, da od Stevila wseh pojavitev p-ja v s
odstejemo tiste, ki se zaénejo nekje od 0 do k— 1. Tako dobimo Os,||s|] — Osp[k —1].

(2) Drugo skupino tvorijo vse pojavitve p-ja v t; teh je torej Oqp[|t]]. Ta rezultat
uporabimo pri vsakem k.

(3) Tretjo skupino tvorijo take pojavitve p-ja, ki se za¢nejo v s[: k] in koncajo v t.
Recimo, da levih j znakov p-ja lezi v s[: k], preostanek pa v t; torej se s[: k] konéa na
p[:4], niz t pa se zaéne na p[j:]. Vemo ze, da je najdaljsi prefiks p-ja, ki se pojavlja
na koncu s[:k], tisti dolzine ¢ = Psp[k] znakov; za potrebe nasega razmisleka lahko
torej namesto s[: k] uporabimo pl[:1].

Naj bo torej D[i] stevilo takih pojavitev p-ja v nizu p[:i]t, ki se zacénejo ze v
prvem delu, torej v p[:7]. Ena moznost je, da stoji taka pojavitev Ze na zacetku
niza (v tem primeru se mora ¢ zaceti na p[i:]); druga moznost pa je, da se zacne
malo kasneje, tako da v p[:¢] lezi le prvih j < i znakov nase pojavitve. Torej se pl:1]
konéa na pl:j]; in vemo ze, da je prvi naslednji (najvecji) j, pri katerem je ta pogoj
izpolnjen, j = P,[i]. Dobili smo torej naslednji postopek:

DI0] := 0;
for i :=1 to |p|:
Dli] := D[P,i]]; (* pojavitve, ki imajo v p[:i] manj kot i znakov *)

if se t zacne na p[i:] then
DI[i] := D[i] + 1; (* pojavitev p na zacetku niza p[:i]t *)

Tabelo D si pripravimo vnaprej (za kar porabimo linearno mnogo ¢asa), nato pa pri
vsakem k vemo, da se D[Psp[k]] pojavitev p-ja zacne v s[:k] in konca v .

Toda v gornjem postopku moramo znati hitro preverjati, ali se ¢ zacne na p[i:]
za dani i. Kako to naredimo? Pripravimo si vnaprej tabeli S, in Syp. Zdaj nam
Jj = Sip|0] pove, da je p[j:] najdaljsi sufiks p-ja, ki stoji na zaletku ¢-ja; drugi
najdaljsi tak sufiks je potem p[S,[j]:], tretji p[Sp[Sp[j]]:] in tako naprej. Lahko si
torej vnaprej pripravimo tabelo E, ki za vsak mozni zacetni indeks j pove, ali p[j:]
stoji na zacetku t-ja:

for j :=1 to |p| do E[j] := false;
J = Sup[0];
while j < |p|:

E[j] := true; j := Sp[j;

Pogoj ,ali se ¢t zatne na p[i:]“ v naSem postopku za izracun tabele D lahko torej
zdaj preverjamo tako, da pogledamo vrednost E[i].

(4) Cetrto skupino tvorijo pojavitve p-ja, ki se zaénejo v t in koncajo v s[k:]. To
lahko resujemo po prav takem postopku kot (3), le da prej v mislih obrnemo vse tri
nize od desne proti levi.
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(5) Ostanejo nam Se tiste pojavitve p-ja, ki se zacnejo v s[:k] in koncajo v s[k:],
vmes pa seveda vsebujejo Se celoten ¢. To pomeni, da se mora s[: k] kondati na neki
prefiks p-ja in vemo Ze, da je najdaljsi tak prefiks dolg @ := Psp[k] znakov; in podobno
se mora s[k:] zaceti na neki sufiks p-ja, najdaljsi tak sufiks pa je dolg |p| — j znakov
za j := Sgplk]. Vidimo torej, da lahko v nadaljevanju nasega razmisleka namesto
nizov s[:k] in s[k:] gledamo le p[:i] in p[j:]. (Ta i in j sta seveda pri razlicnih k-jih
lahko razli¢na in ju bomo kasneje, kjer bo to relevantno, pisali kot ¢ in j.) Ogledali
si bomo veé nacinov, kako lahko prestejemo pojavitve p v nizih oblike p[:4] ¢ p[j:],
od preprostejsih in manj ucinkovitih do ucinkovitejsih, a bolj zapletenih. Vse, kar
smo doslej poceli pri skupinah od (1) do (4), je imelo linearno ¢asovno in prostorsko
zahtevnost, O(s +t+ p), zato bo zahtevnost resitve kot celote odvisna predvsem od
tega, kako bomo zdaj resili nalogo za skupino (5).

Kvadratna resitev. Naj bo torej f(i,5) Stevilo pojavitev p-ja v nizu p[:¢]tp[j:],
seveda le takih, ki se za¢nejo ze v p[:i] in koncajo Sele v p[;j:]. Ta funkcija je zanimiva
za 0 < i < |p|in 0 < j < |p| (da bosta prvi in tretji del, p[:4] in p[j:], krajsa od
p). Robni primeri so p(0,7) = p(, |p|) = 0, kajti takrat je prvi ali tretji del prazen
in se torej pojavitev p-ja ne more prekrivati z njim. Razmislimo zdaj o splosnem
primeru.

Ena pojavitev p v p[:i]tp[j:] stoji morda Ze na zaCetku tega niza; ostale pa
se morajo zaleti kasneje, torej imajo znotraj prvega dela niza, p[:i], le neki krajsi
prefiks, recimo p[:i'], ki je torej tudi sufiks niza p[:i]. Najdaljsi tak prefiks pa je,
kot vemo, dolg i’ := P,[i] znakov; vse te kasnejse pojavitve torej leZijo ne le znotraj
pl:i]tp[j:], pa¢ pa tudi znotraj p[:i']tp[:j], torej jih je f(i’,j). Tako smo dobili
naslednji postopek za racunanje vseh moznih vrednosti funkcije f z dinami¢nim
programiranjem:

1 fori:=1to|p|—1do forj:=1to|p|—1:
2 fli, 5] := 05
(* Ali se p pojavlja na zacetku niza p[:i]tp[j:]? *)
3 if se ¢ pojavlja v p na mestu ¢ (torej ¢e je p[i : i + [t|] = t) then

4 if je i + |t] < |p| in se p[j:] zaCne na p[i + |¢|:] then
5 Flivg] =15

(* Pristejmo Se kasnejse pojavitve. *)
6 i = Pli];

7 fli, 51 = £l 3]+ f1 55

Preden bo gornji postopek za izrac¢un funkcije f res uporaben, moramo premisliti
Se o nekaj podrobnostih v njem. Pogoj v vrstici 3 preverimo tako, da pogledamo,
Ge je Opefi] = 1.

V vrstici 4 smo najprej s pogojem 7 + |t| < |p| preverili, ali bi pojavitev p-ja,
ki bi se zacela na zadetku niza p[:¢] ¢t p[j:], sploh dosegla tisti p[j:] na koncu, kajti
zanimajo nas le take pojavitve — tiste, ki lezijo v celoti znotraj p[:7] t, smo namreé¢
Steli ze pri skupini (3). Nato pa moramo v vrstici 4 preveriti, ali se neki sufiks p-ja
zaéne z nekim krajSim sufiksom p-ja. Spomnimo se, da je najdaljsi p[j’:], ki stoji
na zadetku niza p[j:], tisti za j° = Sp[j]; naslednji je potem p[j”:] za j” = S,[j'] in
tako naprej. V vrstici 4 se torej pravzaprav sprasujemo, ali to zaporedje vse krajsih
sufiksov s¢asoma pride tudi do p[i + |¢|:]. Pri tem si lahko pomagamo z drevesom,
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kakrsno bomo, kot bomo videli, tako ali tako potrebovali tudi v nadaljevanju nasega
razmisleka. Zgradimo torej drevo Ts, v katerem je po eno vozlisce za vsak u od
1 do |p|; koren drevesa je vozlis¢e |p| (spomnimo se, da nam Stevilka pri sufiksu
predstavlja indeks, na katerem se ta sufiks zacne; krajsi sufiksi imajo torej vecje
indekse, najvecji med njimi pa je |p|, ki predstavlja prazen sufiks), za vsak u < |p|
pa naj bo vozlisée u otrok vozliséa Sp[u]. Vrstica 4 zdaj pravzaprav sprasuje, ali je
v drevesu Ts vozlisce i + |¢t| prednik vozliséa j.

To lahko uéinkovito preverjamo, ¢e si pripravimo premi vrstni red (preorder)
vseh tock v drevesu — to je tak vrstni red, v katerem najprej navedemo koren,
nato pa rekurzivno dodamo premi vrstni red vsakega od njegovih poddreves. Za
vsako tofko w si zapomnimo njen polozaj v tem vrstnem redu (recimo osfu]) in
polozaj zadnjega izmed njenih potomcev (temu recimo 7s[u]). Potem so potomci
u-ja natanko tiste tocke, ki so v premem vrstnem redu na indeksih od os[u] do 7s[u].

podprogram PREGLEJPODDREVO(drevo T', tocka u, tabeli o in 7, indeks 4):
i:=i+1; ou] =1
za vsakega otroka v tocke u v drevesu T
1 := PREGLEJPODDREVO(T, v, 0, T, 1);
Tlu] := i; return ¢;

podprogram PREMIVRSTNIRED(vhod: drevo T izhod: tabeli o in 7):
naj bosta o in 7 tabeli z indeksi od 1 do |p|;
PREGLEJPODDREVO(T, koren T-ja, o, T, 0);
return o, 7;

glavni klic: os,7s := PREMIVRSTNIRED(T5);

Da preverimo, ali je neki p[¢:] prefiks niza p[j:], moramo torej le preveriti, ali je
oslf] < os[j] < 7s[].*°

Nas dosedanji postopek je izracunal f(i,j) tako, da je preveril, ali se p pojavlja
na zaetku niza p[:i] ¢ p[j:], kasnejSe pojavitve pa je dobil iz f(i’,j) za i’ = P,li].
Lahko bi §li seveda tudi z druge strani: najprej bi preverili, ali se p pojavlja na koncu
(namesto na zaCetku) niza p[:i] ¢ p[j:], nato pa bi pristeli Se zgodnejSe pojavitve, ki
jih je f(i,5') za j' = Sp[j]. Da preverimo, ali se p pojavlja na koncu pl:i] ¢ p[j:], bi
morali najprej preveriti, ali se ¢ pojavlja v p na indeksih od j — |t/ do j (z enako
tabelo kot Ze prej v vrstici 3), nato pa bi nas zanimalo, ali se p[:4] konca na p[:j—|t|].
Tu bi bilo dobro zgraditi drevo 7p, ki bi imelo po eno vozlis¢e za vsak u od 0 do
|p| — 1; vozlisée 0 bi bilo koren, za vsak u > 0 pa naj bo vozlis¢e u otrok vozlisca
Py[u]. Za to drevo bi s pravkar opisanim postopkom PREMIVRSTNIRED izrac¢unali
tabeli op in 7p. V tem drevesu bi morali potem preveriti, ali je j — [¢| prednik
vozlisca 1.

2386 en nacin, kako preveriti, ali je p[€:] prefiks niza p[j:], pa je z Z-algoritmom (z njim smo
se ze srecali lani; gl. Bilten 2021, str. 148 in tam navedeno literaturo). Za poljuben niz w lahko

v O(w) ¢éasa pripravimo tabelo Z,,, v kateri za vsak ¢ = 0,..., |w| element Z,,[i] pove dolzino
najdaljSega skupnega prefiksa nizov w in w[i:]. VpraSanje, ki nas zanima — torej ali je p[¢:]
prefiks niza p[j:] — je enakovredno vprasanju, ali je p[¢:] = p[j : j + |p| — £], to pa vprasanju, ali

je pR[:|p| — €] = pRl€ — j : |p| — j], to pa vpraSanju, ali se pR in pR[¢ — j:] ujemata v prvih |p| — ¢
znakih, torej ali je Z,r[¢ — j] > |p| — £. Za na$§ namen je sicer resitev z drevesom koristnejsa
od resitve z Z-algoritmom, ker bo prislo drevo prav tudi kasneje pri boljsih resitvah od te s
kvadratno casovno zahtevnostjo, ki jo opisujemo zdaj.
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Tako torej vidimo, da lahko f(4,7) hitro, v O(1) ¢asa, izracunamo bodisi iz
f(Pplé],7) bodisi iz f(i,Sp[j]); v nadaljevanju nam bo prislo prav oboje.

Na$ dosedanji postopek za izra¢un funkcije f bi porabil O(p) ¢asa za pripravo
dreves Tp in Ts ter tabel op, os, 7p in 75, potem pa O(p2) Casa za izracun vrednosti
f(i,j) za vse mozne pare (z,7). Tako imamo reSitev s ¢asovno zahtevnostjo O(s +
t+ pz)7 kar pa je za naSo nalogo 7al prepocasi, saj je lahko p dolg do 10° znakov.

Resitev v ¢asu O((s + p)+/P). Vrednosti f(i,7), ki smo jih izracunali pri kva-
dratni resitvi, v resnici ne potrebujemo za vse pare (7, j), pac¢ pa le za po en tak par
(ik, jr) pri vsakem k (torej vsakem moznem polozaju, kamor lahko vrinemo p v s),
torej le O(s) vrednosti in ne vseh O(p?). Kako bi lahko izra¢unali tiste vrednosti
funkcije f, ki jih res potrebujemo, ne pa ob tem Se vseh ostalih?

Sprehodimo se po drevesu 7p od spodaj navzgor in racunajmo velikosti poddre-
ves; kadarkoli pri nekem vozlis¢u u opazimo, da ima njegovo poddrevo (recimo mu
Tw; to je torej del drevesa, ki ga tvorijo w in vsi njegovi potomci) vsaj |/p vozlisc,
oznaCimo u in v mislih izrezimo poddrevo T, iz drevesa. To, da ga izrezemo, pomeni,
da vozlis¢ v njem ne bomo steli, ko bomo kasneje razmisljali o velikosti poddreves
u-jevih prednikov visje gor v drevesu. Ko nazadnje pridemo do korena, oznac¢imo
tudi njega, ne glede na to, koliko vozlis¢ je takrat Se ostalo v drevesu. Naslednji
postopek izracuna za vsako vozlisce u njegovega najblizjega oznacenega prednika
MTu]; ¢e je u ze sam oznacen, bo M[u] = u.

podprogram OzNACI(u):

(* V spremenljivki N racunamo stevilo vozlis¢ v u-jevem poddrevesu,
razen tistih, do katerih se iz u pride skozi oznacene potomce. *)

N :=1;

za vsakega u-jevega otroka v:
N := N + OzNACI(v);

if N> poru=0

then M[u] := u; return 0; (* Oznacimo u. *)

else MJu] :== —1; return N; (* Sicer bo u neoznacen. *)

glavni blok:
0OzNAC1(0); (* Zacénemo v vozliséu 0, ki je koren drevesa. *)
(* Podatke o najblizjem oznacenem predniku prenesimo dol po drevesu
(s starsev na otroke) Se na vsa neoznacena vozliséa. *)
for u:=1to |p| — 1 do if M[u] < 0 then Mu] := M[P,[u]];

Zdaj imamo torej oznacenih kvecjemu ,/p vozlis¢ (ker smo vsakic, ko smo oznadili
eno vozlisée, tudi izrezali vsaj /p vozlis¢ iz drevesa, vseh vozlis¢ skupaj pa je |p|); in
vsako vozlisce je oddaljeno manj kot /p korakov od svojega najblizjega oznacenega
prednika (kajti ¢e bi bilo oddaljeno vsaj ,/p korakov, bi se Ze pri nekem nizje lezeCem
predniku tega vozlis¢a moralo izkazati, da ima njegovo poddrevo vsaj /p vozlis¢, in
bi torej oznadili ze tega nizje lezeCega prednika in izrezali njegovo poddrevo).
Vemo, da je f(i,|p|) = 0 za vsak i. Nato lahko za vsak oznacen ¢ izra¢unamo iz
f(i,|p|) tudi vse vrednosti f(i,7) za 1 < j < |p|; ker je oznadenih vozlis¢ kvecjemu
/D, vzame to O(p,/p) Casa. Zdaj za vsako od O(s) poizvedb (ix, jx), ki nas v resnici
zanimajo, razmisljajmo takole: najblizji oznaceni prednik vozlis¢a ix je M|ix]; ker
je oznacen, zanj ze poznamo f(M|ix],j) za vse j, torej tudi za j = ji; in ker lezi
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i, v drevesu Tp najve¢ O(,/p) korakov pod vozlis¢em M[i], lahko iz f(M[i], jx)
v najve¢ O(,/p) korakih izracunamo f(ix,jx). Ker moramo to narediti za vsako
poizvedbo, porabimo skupno O(s,/p) ¢asa. Da prihranimo pri porabi prostora,
bomo poizvedbe resevali v skupinah glede na M|ix]; ko obdelamo vse poizvedbe z
istim vozliséem M [i], lahko rezultate f(M[ik],j) pozabimo.

Zapisimo dobljeno resitev podproblema (5) Se s psevdokodo:

(* Razurstimo poizvedbe (i, ji) glede na najbliZjega oznacenega prednika. *)
for u :=0 to |p| — 1 do if M[u] = u then L[u] := prazen seznam;
for k:=1to |s| — 1 do dodaj k v L[M[ix]];

(* Pojdi po oznacenih tockah u. *)
for u:=0to |p| — 1 do if M[u] = u:
(* V F[j] izracunaj f(u,j) za vse j. *)
Fllpl] = 0
for j := |p| — 1 downto 1 do v F[j] zapisi vrednost f(u,j), ki jo izracunaj
iz f(u,Sp[j]), ki je zapisana v F[S,[4]];

(* Odgovori na vse tiste poizvedbe (i, ji), kjer je ix-jev najblizji
oznaceni prednik ravno u. *)
za vsak k iz seznama Llu]:

(* Pripravimo si pot v drevesu od iy do njegovega prednika u. *)
S := prazen sklad; i := ix;
while ¢ # u: dodaj ¢ na vrh S in priredi ¢ := P,[i];

(* Racunajmo f(i,jx) za vse tocke i na poti od u do ix. *)
r = FLis (* to je f(u, je) *)
while S ni prazen:
(* @ je stars tocke, ki je trenutno na vrhu sklada S. *)
i := tocka na vrhu S; pobrisi jo iz S;
iz vrednosti f(Pp[i], jr), ki je trenutno zapisana v r,
izradunaj f (4, jx) in to potem zapisi v r;

(* r je zdaj enak f(ik,jr), torej odgovor na poizvedbo k; to je torej
Stevilo takih pojavitev p-ja v s[:k]t s[k:], ki se zacnejo v s[:k]
in koncajo v slk:]. *)

Vse, kar smo poceli pri podproblemih od (1) do (4), je imelo linearno ¢asovno
zahtevnost v odvisnosti od dolzine vhodnih nizov; vsega skupaj je torej Casovna
zahtevnost nase resitve O(t + (p + s),/p), prostorska pa O(s +t 4+ p). (Ta casovna
zahtevnost je sicer v primerih, ko je |s| > |p|,/p, lahko celo slabsa kot pri kvadratni
resitvi.) Ta resitev je za potrebe nasega tekmovanja ze dovolj hitra, vseeno pa si
bomo ogledali se dve boljsi.

Resitev v ¢asu O((s + p) logp). Presteti hofemo tiste pojavitve p-ja v nizu
pl:i] tplj:], ki se zacnejo ze v p[:i] in koncajo Sele v p[j:]. Taka pojavitev je torej
oblike p = p[:£]tp[l + |t|:], pri emer mora biti 0 < £ < i in j < £+ [t| < |p],
veljati pa morajo naslednji trije pogoji: (a) niz p[:¢] mora biti sufiks niza pl[:i], (b)
niz p[¢ + |t|:] mora biti prefiks niza p[j:], (¢) niz ¢ pa se mora pojavljati v p-ju kot
podniz z zafetkom na indeksu ¢, torej t = p[f: £ + |t]].



Resitve nalog s CERC 2022 157

| P[] ¢ ] Pl |

| ot [t ] ple+ltl] J=vp

Za preverjanje (c) si je koristno vnaprej pripraviti tabelo O, in preverjati, ali je
Opt[f] = 1.

Razmislimo zdaj o pogoju (a), torej da mora biti p[:£] sufiks niza p[:¢]. Vemo, da
je najdaljsi prefiks p-ja, ki je tudi sufiks niza p[:i], dolg P,[¢] znakov; drugi najdaljsi
je zato dolg P,[P[¢]] znakov in tako naprej. Pogoj, da mora biti p[: £] sufiks niza p|[:1],
torej pravzaprav sprasuje o tem, ali se £ pojavi nekje v zaporedju ¢, Pp[i], Pp[Pp[d]], - - - -
To pa je enakovredno vprasanju, ali je ¢ prednik i-ja v drevesu Tp, kar lahko, kot
smo ze videli, preverjamo s pogojem op[f] < op[i] < Tp[f].

Podobno lahko razmiSljamo tudi pri pogoju (b), torej da mora biti p[f + |¢|:]
prefiks niza p[j:], le da zdaj namesto tabele P, in drevesa Tp uporabimo tabelo S,
in drevo Ts. Pogoj (b) potem pravzaprav sprasuje, ali £+ |t| prednik j-ja v drevesu
Ts, torej ali je as[l + |t]] < os[j] < Ts[ + |t]].

Tako smo dobili dve neenacbi, ki si ju lahko nazorno predstavljamo z geome-
trijsko interpretacijo: preverjamo pravzaprav, ali tocka Qi := (op[ix], os[jk]) lezi v
pravokotniku Ry := [op[£], Tp[€]] X [os[€ + |t]], 7s[€ + |t]]]. Ali, bolje re¢eno, zanima
nas, v koliko takih pravokotnikih lezi tocka Qy; pri tem pridejo v postev pravoko-
tniki R, za vse tiste ¢, kjer se t pojavlja kot podniz v p (torej kjer velja p[€:£+|t]] =t
0z. Ope[f] = 1) — s tem, ko smo se omejili na taksne ¢, smo poskrbeli tudi za pogoj
(¢). To nas bo zanimalo za vse k od 1 do |s| — 1; imamo torej O(s) tock in za vsako
od njih nas zanima, v koliko izmed O(p) pravokotnikih lezi.

Tak geometrijski problem pa lahko ucinkovito resimo z dobro znanim prijemom
iz racunske geometrije — s preletom ravnine (plane sweep). Pomikajmo se v mislih
po ravnini z navpi¢no premico od leve proti desni (z-koordinate — torej vrednosti
iz tabele op — gredo pri nas od 1 do |p|) in vzdrzujmo neko podatkovno strukturo
s podatki o tem, katere intervale y-koordinat pokrivajo tisti pravokotniki, ki so
prisotni na trenutni z-koordinati. Ko dosezemo pri preletu ravnine levi rob nekega
pravokotnika, ga moramo v to podatkovno strukturo dodati, ko dosezemo njegov
desni rob, pa ga spet pobriSemo iz nje. Ker gredo tudi y-koordinate (torej vrednosti
iz tabele os) pri nas od 1 do |p|, je primerna podatkovna struktura na primer
Fenwickovo drevo. Predstavljajmo si tabelo h, v kateri element h[y] pove razliko
med $tevilom pravokotnikov (izmed tistih, ki so prisotni na trenutni z-koordinati),
ki imajo spodnji rob pri y, in tistih, ki imajo zgornji rob pri y — 1. Potem je vsota

Y_, hly] ravno stevilo vseh pravokotnikov, ki (pri trenutnem z) pokrivajo tocko
(z,y). Fenwickovo drevo nam omogoca racunati taksne vsote v O(logp) ¢asa, prav
toliko pa stane tudi popravljanje drevesa, ko se kaksna od vrednosti h[y] spremeni.?*
Zapisimo postopek preleta ravnine Se s psevdokodo:

naj bo F' Fenwickovo drevo, kjer so sprva vse vrednosti 0;
for z :=1 to |p|:
za vsak pravokotnik R, = [z1, 2] X [y1,y2], ki ima levi rob pri z; = a:
v F povecaj hlyi] za 1 in zmanjSaj hy2 + 1] za 1;

24y podrobnosti o Fenwickovem drevesu se tu ne bomo spuscali, saj je dobro znana podatkovna
struktura. Na nasih tekmovanjih smo jo Ze srecali na primer pri nalogi 2013.3.5 (gl. Bilten 2013,
str. 72).



158 17. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

za vsako tocko Qr = (zk,yr), ki ima zp = z:
v F izracunaj vsoto h[1] + ...+ hlyx]; to je Stevilo takih
pojavitev p v s[:k] ¢ s[k:], ki se zacnejo v s[:k] in konc¢ajo v s[k:];

za vsak pravokotnik Ry = [x1,22] X [y1,y2], ki ima desni rob pri zo = x:
v F zmanjsaj hy1] za 1 in povecaj h[yz + 1] za 1;

Pred tem si moramo seveda za vsak x pripraviti seznam pravokotnikov, ki imajo levi
rob pri x, seznam pravokotnikov, ki imajo desni rob pri x, in seznam tock Qx s to
z-koordinato. Priprava teh seznamov nam vzame O(p + s) Casa; vsaka operacija na
F nam vzame O(logp) Casa, te operacije pa so: O(p) dodajanj pravokotnikov, prav
toliko brisanj in O(s) rac¢unanj vsot. Ce pristejemo e vse, kar smo videli v todkah
od (1) do (4), je skupna Casovna zahtevnost nase resitve O(t + (p + s)logp). Ce
namesto Fenwickovega drevesa uporabimo korensko dekompozicijo na tabeli h (torej
razdelimo tabelo h na priblizno /p blokov s po ,/p elementi in vzdrzujemo vsoto
vsakega bloka), se nam implementacija resitve malo poenostavi, ¢asovna zahtevnost
pa naraste na O(t + (p + s)./p), kar je za naSe tekmovanje Se vedno dovolj hitro.

Linearna resitev. Za konec omenimo $e, da lahko nalogo resimo v linearnem casu,
O(s + p + t), ¢e malo prilagodimo nedavno objavljeni algoritem M. Ganardija in
P. Gawrychowskega.?® Podrobnosti te resitve bomo predvidoma objavili v enem od
prihodnjih biltenov, najbrz na koncu razdelka z resitvami neuporabljenih nalog.

I. Pranje denarja

Podatke o lastnistvu podjetij lahko predstavimo z grafom, v katerem je po ena tocka
za vsakega cloveka in za vsako podjetje, usmerjena povezava u — v pa pove, da je
v eden od (neposrednih) lastnikov podjetja u. Podjetja prepoznamo po tem, da
imajo njihove tocke vsaj eno izhodno povezavo, ljudi pa po tem, da nimajo nobene
izhodne povezave. Naloga pravi, da imamo c podjetij in p ljudi, obojih skupaj je
torej n := ¢ + p; ostevil¢imo tocke nasega grafa tako, da dobijo podjetja Stevilke od
1 do ¢, ljudje pa od ¢+ 1 do n.

Dobicki se v nasem grafu vedno prenasajo v smeri povezav, od podjetja k nje-
govim lastnikom. Ce bi bil graf aciklien, bi bilo mogoée to prenasanje dobitkov
zelo preprosto simulirati. Tocke grafa bi morali pregledovati v topoloskem vrstnem
redu (torej takem, pri katerem pride za¢etno krajisce vsake povezave pred njenim
kon¢nim krajis¢em), pa bi lahko pri vsaki prenesli njen dobicek na njene lastnike.
Topoloski vrstni red bi nam zagotovil, da ko pridemo do neke tocke, je do nje prisel
ze ves dobicek, ki jo sploh lahko doseze (ker smo dotlej obdelali ze vse tocke, iz
katerih je ona dosegljiva).

Iz besedila naloge vidimo, da sicer graf ni nujno aciklicen, pac¢ pa so lahko cikli le
taki, da vse tocke cikla pripadajo isti gospodarski panogi; to pa pomeni, da so cikli
kratki, kajti v posamezni gospodarski panogi je lahko najve¢ devet podjetij. Poi-
$¢imo torej v nasem grafu krepko povezane komponente (zanje vemo, da obsegajo po
najve¢ devet tock), nato pa topolosko uredimo te komponente, tako da bo za vsako

25M. Ganardi, P. Gawrychowski, “Pattern matching on grammar-compressed strings in linear
time”. Proc. of the 2022 Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA22), str.
2833-46; algoritem, ki ga potrebujemo, je v izreku 3.2, le malenkost ga je treba prilagoditi, da
bo pojavitve p-ja Stel namesto le preverjal, ali kaksna pojavitev sploh obstaja.
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jih pripada zacetno krajis¢e, v topoloskem vrstnem redu pred tisto, ki ji pripada
koncno krajisce.

V tem vrstnem redu moramo torej obravnavati komponente, da bomo lahko
prenasali dobicke med podjetji iz razlicnih komponent; kaj pa se zgodi znotraj po-
samezne komponente? Recimo, da neko komponento tvorijo podjetja ui, ..., us; naj
bo A = (as;) matrika velikosti ¢ X ¢, v kateri je a;; delez dobicka, ki ga podjetje
u; posilja svojemu lastniku wu;, ¢e oba pripadata trenutni komponenti. Poleg tega
naj bo matrika B = (b;;) matrika velikosti n X ¢, v kateri je b;; delez dobicka, ki
ga podjetje u; posilja svojemu lastniku 7, ce le-ta ne pripada trenutni komponenti
(sicer pa naj bo b;; = 0).

Recimo zdaj, da imamo pred seboj vektor x = (z1,.. .,xt)T, v katerem nam
x; pove, koliko denarja je prislo v podjetje u; iz podjetij, ki jim je u; posredni ali
neposredni lastnik (in ki lezijo v komponentah, ki so v topoloskem vrstnem redu
pred trenutno). Prenasanje dobicka znotraj komponente si lahko predstavljamo kot
iterativni proces. V prvi iteraciji dobi vsako podjetje u; na vhodu x; denarja in ga
poslje aijx; vsakemu svojemu lastniku u; v isti komponenti, poleg tega pa poslje
bijx; vsakemu svojemu lastniku ¢ iz drugih komponent. Vektor Ax torej pove,
koliko denarja dobijo podjetja trenutne komponente na vhodu iz naslova delitve
dobicka v prvi iteraciji, vektor Bx pa, koliko pri tem dobijo podjetja zunaj trenutne
komponente.

V drugi iteraciji razmisljamo popolnoma enako, le da prejete zneske po podjetjih
nase komponente zdaj opisuje vektor Ax namesto vektorja x. V drugi iteraciji torej
podjetja komponente posljejo drugim podjetjem svoje komponente vektor A(Ax) =
A?x, svojim lastnikom v drugih komponentah pa vektor B(Ax) = (BA)x.

Ce tako razmisljamo naprej, dobijo lastniki zunaj komponente v tretji iteraciji
(BA?)x, v Cetrti (BA®)x in tako naprej. Skupna vsota prejetih zneskov je torej
BSxza S =1+ A+ A%+ .... Privsoti S lahko opazimo, da ¢e jo pomnozimo z A,
dobimo A + A% 4+ A3 + ..., to pa je ravno ista vsota brez prvega &lena: velja torej
SA=S8—1,torej S(I—A) =1, torej S = (I—A)™*. Ker so te matrike majhne, reda
t x t, lahko S brez tezav pois¢emo npr. z Gaussovo eliminacijsko metodo (reSujemo
sistem linearnih ena¢b S(I — A) = I).

(Se en nadin za izraéun dovolj dobrega priblizka matrike S pa je naslednji. De-
finirajmo dvakrat ve¢jo matriko

wlp )

Zanjo se ni tezko z indukcijo po k prepricati, da velja:

r|AF T+ A4+ 4 AR
o A Tt

Zgornja desna etrtina matrike M* je torej priblizek S-ja, ki nastane, ¢e od S-jeve
neskonc¢ne vsote uporabimo le prvih k ¢lenov. Z zaporednim kvadriranjem lahko
po vrsti ra¢unamo M?, M* M? in tako naprej, ustavimo pa se, ko je zgornja desna
Cetrtina matrike M2* dovolj podobna tisti pri M*; tisto mora biti potem dober
priblizek S-ja.)
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Pri izra¢unu BSx potem najprej izraCunajmo zmnozek y := Sx (kar je spet
vektor s ¢ elementi), nato pa pri mnozenju z B upostevajmo, da ima B le toliko
nenicelnih elementov, kolikor je povezav, ki kazejo iz tock trenutne komponente v
tocke zunaj nje; za vsako tako povezavo, recimo u; — 4 (ki predstavlja lastniski
delez b;;), moramo potem tocki ¢ poslati b;;y; denarja.

V praksi sicer vektor x ne bo en sam, pac¢ pa nas bo hkrati zanimalo p razli¢nih
scenarijev: za vsako podjetje ¢ od 1 do p nas zanima scenarij, v katerem to podjetje
dobi 1 enoto dobicka in se ta potem pretaka naprej po grafu v smeri povezav.
Namesto stolpcnega vektorja x bomo imeli torej v resnici matriko X s p stolpci.

poisci v grafu krepko povezane komponente;
uredi jih v topoloski vrstni red;
X := matrika reda n X p, ki ima na diagonali enice, drugod nicle;
(* Vrednost x;; pove, koliko denarja ima trenutno tocka i v scenariju,
ki se je zacel s tem, da je podjetje j ustvarilo 1 enoto dobicka. *)
za vsako komponento v topoloskem vrstnem redu:
recimo, da tvorijo to komponento tocke ui, ..., u;
A := matrika reda t X ¢, ki ima povsod nicle;
za vsako tocko u; te komponente in za vsako njeno izhodno povezavo u; — v,
ki predstavlja recimo lastniski delez d:
Ce je tudi v v tej komponenti, recimo v = u;:
aij = d;
z Gaussovo eliminacijsko metodo izracunaj S := (I — A)~!;
Y := matrika reda t x p;
for i:=1tot do for k:=1to p do yix, := 22:1 85T ik;

za vsako tocko u; te komponente in za vsako njeno izhodno povezavo u; — v,
ki predstavlja recimo lastniski delez d:
¢e v ni del trenutne komponente:
for k:=1to p do vk := Tur + d - Yik;

Na koncu tega postopka imamo v spodnjih p vrsticah matrike X ravno rezultate, po
katerih sprasuje naloga: x.1;r pove, koliksen delez podjetja k obvladuje (posredno
ali neposredno) ¢lovek 4. Pri izpisu sicer pazimo na to, da moramo izpisati po eno
vrstico za vsako podjetje, v matriki X pa imamo po eno vrstico za vsakega cloveka,
torej jo moramo pri izpisu v mislih sproti Se transponirati.

V podrobnosti tega, kako najti krepko povezane komponente, kako jih topolosko
urediti in kako racunati matriko S z Gaussovo eliminacijo, se tu ne bomo spuscali,
saj so vsi trije postopki dobro znani in jih tu uporabljamo brez kaksnih posebnih
sprememb ali prilagoditev; kdor zeli, si lahko prebere ve¢ o njih v mnogih u¢benikih
ali na internetu.

Razmislimo Se o Casovni zahtevnosti nase resitve. Skupno Stevilo povezav v
grafu ozna¢imo z m (z vidika vhodnih podatkov pri nasi nalogi je to m =" | k).
Iskanje krepko povezanih komponent je mogoce izvesti v O(n + m) Casa, enako
tudi topologko urejanje; pri povezani komponenti velikosti ¢ porabimo O (%) Casa za
Gaussovo eliminacijo in O(tQp) za izracun matrike Y'; poleg tega za vsako povezavo
grafa porabimo O(p) ¢asa, ko obdelamo komponento, ki ji pripada zacetno krajisce
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° Slika 1. Primer, kako si lahko predstavljamo iskanje

Bu najvecjega obroka kredita ¢, ki ga Andrej Se lahko
odpla¢uje v mesecih od 241 do u. Iz tocke R, (kjer
je z zadnji mesec pred zacetkom odplacevanja) spe-
ljemo poltrak (¢rtkana ¢érta na sliki), ki sprva kaze
navpi¢no navzdol, nato pa ga pocasi obracamo v
smeri, nasprotni urinemu kazalcu. Ko se prvi¢ do-
takne ene od to¢k iz M = {R.41, ..., Ru}, je naklon
poltraka ravno iskani obrok posojila. Tocka, pri ka-
teri do tega prvega dotika pride, je vedno ena od
tock na spodnjem robu konveksne ovojnice mnozice
M; ta rob je na sliki narisan s polno ¢rto.

te povezave. Ce je komponent n/t, bo to skupaj O(n +m + (n/t)(t> +t*p) +mp) =
O(nt(t + p) + mp); ¢e upostevamo Se, da je t < p, je to naprej O(p(nt +m)).

J. Hipoteka

Naj bo Ay = a1 + a2 + ... + a; skupna vsota denarja, ki ga Andrej zasluzi v prvih
t mesecih. Recimo zdaj, da razmislja o posojilu, pri katerem bi od (z + 1)-vega do
u-tega meseca placeval po ¢ enot na mesec. Ce je t z obmodja z < t < u, to pomenti,
da do vkljuéno t-tega meseca zasluzi skupno A; — A, denarja (saj naloga pravi, da
ne sme racunati na prihranke iz casa pred prvim mesecem, v katerem odplacuje
posojilo), plaga pa ga (t — z) - c. Ce razlika med prihodki in odhodki pri kaksnem ¢
pade pod 0, si posojila ne more privosciti, sicer pa si ga lahko. Imamo torej pogoj
Ay — A, > (t — 2) - ¢, kar lahko zapiSemo tudi kot

7At_AZ >c
t—z

To si lahko predstavljamo geometrijsko: za vsak mesec ¢ definirajmo v ravnini tocko
R s koordinatami (¢, A;). Na levi strani nase neenac¢be imamo potem ravno naklon
premice iz R, skozi Ry; recimo mu ¢; := (A; — A;)/(t — z). Naloga torej sprasuje po
najvecjem c, ki ni vecji od nobenega c¢, to pa je ravno ¢ = min{c.41,...,cu}; 0z. ée
smo natanc¢ni, naloga pravzaprav zahteva celostevilski odgovor, torej |c|.

Lahko si predstavljamo, da bi zaceli s premico, ki bi kazala iz R. (skoraj) nav-
pi¢no navzdol (¢ = —o0), in jo pocasi obracali nasproti smeri urinega kazalca, dokler
se ne bi od spodaj dotaknila ene od tock iz M := {R.41,...,Ru} (gl sliko 1). Ta
tocka pa je lahko le ena od ,najbolj zunanjih“ tock M-ja, s ¢imer mislimo tiste, ki
tvorijo spodnji rob M-jeve konveksne ovojnice. O tem se lahko prepricamo takole:
recimo, da se nasa premica Se ni dotaknila nobene tocke z roba ovojnice; torej vse
tocke z roba lezijo Se vedno nad premico; premica deli ravnino na dve polravnini in
vsaka polravnina je konveksna mnozica; ker vse tocke z roba ovojnice lezijo v zgornji
polravnini in je ta konveksna, mora v tej polravnini lezati tudi celotna ovojnica, ta
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(a) ¢i <¢ (b) i > ¢
Slika 2.

Levo: ¢e je ¢; < ¢j, lezijo R; in vse kasnejSe tocke (desno od R; na robu ovojnice) nad
premico skozi R, in R; (ali na njej).
Desno: ¢e je ¢; > ¢j, lezijo R; in vse prejsnje tocke (levo od R; na robu ovojnice) nad
premico skozi R, in R; (ali na njej).

pa med drugim zajema tudi vse tocke iz M; torej vse tocke iz M lezijo Se vedno nad
premico in ni mogoce, da bi se bila nasa premica kaksne od njih Ze dotaknila. Tako
torej vidimo, da ko se premica prvi¢ dotakne kaksne tocke iz M, mora biti to ena
od tock z roba njegove konveksne ovojnice.

Spodnji rob konveksne ovojnice si lahko predstavljamo kot zaporedje daljic, od
katerih ima vsaka naslednja (Ce jih gledamo od leve proti desni) visji naklon kot
prejsnja: Ce in ko padajo, padajo vse polozneje, ¢e in ko narascajo, pa narascajo vse
strmeje. Recimo, da sta R; in R; dve zaporedni tocki na tem robu; primerjajmo
naklona ¢; in ¢;, pri katerih se ju dotakne nasa premica iz R. (gl. sliko 2). (1) Ce
je ¢i < ¢j, to pomeni, da lezi R; nad premico R.R; ali na njej, poleg tega pa
ima daljica R;R; visji ali enak naklon kot ta premica; zato imajo tudi vse kasnejse
daljice na robu ovojnice (desno od R;) visji ali enak naklon, zato pa so vsa krajisca
teh daljic tudi nad premico R.R; ali na njej. Zato se nasa premica ob obracanju
nasproti smeri urinega kazalca ne dotakne nobene od tock Rj, ..., R, prej kot tocke
R;. (2) Ce pa je ¢; > ¢j, to pomeni, da lezi R; nad premico R.R; ali na njej, poleg
tega pa ima daljica R;R; nizji ali enak naklon kot ta premica; zato imajo tudi vse
predhodne daljice na robu ovojnice (levo od R;) nizji ali enak naklon, zato pa so
vsa krajisca teh daljic tudi nad premico R, R; ali na njej. Zato se nasa premica ob
obracanju nasproti smeri urinega kazalca ne dotakne nobene od tock R.t1,...,R;
prej kot tocke R;.

Ta razmislek nam pove, da lahko tisto tocko Ry, ki se je nasa premica dotakne

bisekciji. Spodnji rob ovojnice tvori neka podmnozica mnozice M, recimo (od leve

proti desni) to¢ke Ry, Riy,...,Re, zaz+1 =1 <t2 <...<tr =u (tocki R.41
in R, kot najbolj leva in najbolj desna v M sta gotovo na robu ovojnice); toda da
ne bomo ves Cas pisali dvojnih indeksov, jih preimenujmo v Q1,..., Q.

podprogram NAIJMANJISINAKLON(R., H):

vhod: tocka R, tik pred zacetkom odplacevanja kredita ter
zaporedje H = (Q1,...,Q~-) tock, ki tvorijo (od leve proti desni)
spodnji rob konveksne ovojnice mnozice M;

izhod: najmanjsi naklon izmed premic R.Q1,..., R.Q+;

(:=1;d:=T;
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while ¢ < d:
(* Tocke Q1,...,Qe—1 leZijo nad premico R.Qy¢,
tocke Qa+1,-..,Qr pa nad premico R.Qq. *)
m = [(£+d)/2];

if ima premica R,Q+1 visji naklon kot premica R.Qm (%)
then d :=m (* Tocka Qm+1 lezi nad premico R.Qm, zato leZijo

nad to premico vse tocke Qm+1,...,Qr. ¥)
else {:=m+1; (* Tocka Qm leZi nad premico R.Qm+1, zato leZijo

nad to premico vse tocke Q1,...,Qm. *)

(* Vse tocke Q1,...,Q+ lezijo nad premico R.Q¢ ali na njej. *)
return (Q,.y — R..y)/(Qe¢.x — R..T);

Pri primerjavi naklonov v vrstici (x) je naceloma treba nekaj previdnosti. Nasa
naklona sta ulomka oblike «;/f; za a; = Qi.y — R..y in B; = Qi.x — R..z; pri tem
nase z-koordinate tejejo mesece in gredo zato do najved 2 - 105, nase y-koordinate
pa predstavljajo vsoto prihodkov po ved mesecih in gredo zato do najveé 2-10°-10°,
ker lahko Andrej v vsakem mesecu zasluzi do 10° enot denarja. Ce se Zelimo izo-
gniti delu z ne-celimi Stevili in zato pogoj ,m+1/Bm+1 > am/Bm* zapiSemo kot
»Qm+18m > Bm41am”, bosta zmnozka na obeh straneh lahko velika do 4 - 10197 kar
je naceloma ze preveC za 64-bitne celostevilske tipe. Mozne resitve: lahko upora-
bimo kak nestandarden 128-bitni celostevilski tip, ¢e ga nas prevajalnik podpira (v
C/C++ ponavadi __int128; mimogrede, v standardu za C bo od C23 naprej na voljo
_BitlInt(128), ki bo séasoma morda priSel tudi v standardni C++); lahko sami simu-
liramo 96-bitno mnozenje tako, da razdelimo a.,, 0z. am+1 na zgornjih in spodnjih
32 bitov in vsako polovico posebej mnozimo z Bp4+1 0z. Bm; lahko izvedemo celo-
Stevilsko deljenje in predstavimo a;/8; kot vsoto |as/Bi] + (a mod B;)/B;; lahko
pa preprosto izraunamo Gy /Bm in am+1/Bm+1 s plavajoco vejico in pricakujemo,
da so zaokrozitvene napake dovolj majhne, da ne bodo vplivale na izid nase primer-
jave.26

Zdaj torej znamo izracunati najvecji obrok posojila, ¢e imamo konveksno ovoj-
nico; toda pri nasi nalogi bomo morali odgovoriti na veliko poizvedb in si ne moremo
privosciti, da bi pri vsaki posebej ra¢unali konveksno ovojnico mnozice M. Poma-
gamo si lahko z neke vrste drevesom segmentov: vnaprej si pripravimo konveksne
ovojnice za skupine 1, 2, 4, 8 itd. zaporednih mesecev, potem pa lahko minimalni

26pri taksni primerjavi v resnici lahko pride do napak, vendar le v tem smislu, da se lahko pri
predstavitvi s plavajoc¢o vejico obe vrednosti &y, /Bm in &m41/Bm+1 zaokrozita na isto Stevilo,
zato nas program pomotoma misli, da sta enaki, ¢eprav je ena vec¢ja od druge. To lahko povzroci,
da se bisekcija ustavi pri napac¢ni od teh dveh tock (tisti, katere premica ima visji naklon kot
druga). Toda naloga bo na koncu tako ali tako zahtevala celostevilski rezultat — ne najnizjega
naklona «;/B;, ampak najnizjo vrednost |a;/B;|. Ce pomotoma $tejemo a, /B in Amt1/Bm+1
za enaki, v resnici pa sta razli¢ni, bo to na koncu povzrocilo napako le, ¢e je med njima kaksno
celo Stevilo in bosta zato razliéni tudi vrednosti |m/Bm ]| in |&m+1/Bm+1]. Toda imenovalci
B; teh nasih naklonov so cela stevila od 1 do 2 - 10° (stevilo mesecev), zato se ulomek «a;/3; od
najblizjega celega Stevila ne more razlikovati za manj kot 1/(2 - 105). Po drugi strani absolutna
vrednost ulomka «;/f; ne more preseci 10°, kolikor je Andrejev maksimalni meseéni prihodek.
Dve &tevili, ki sta veliki do 10° in se razlikujeta za vsaj 1/(2- 105)7 bomo lahko pri predstavitvi
s plavajoco vejico lo¢ili, ¢e imamo v mantisi prostora za vsaj 10g2(109 . 2.10%) ~ 47,5 bitov;
pri obicajnem tipu double je mantisa dolga 52 bitov, torej bomo taki dve Stevili gotovo lahko
locili med seboj. Do primerov, ko se dva razlicna naklona zaokrozita v isto vrednost tipa double,
bo torej prihajalo le takrat, ko dasta oba naklona po operaciji |-| isti rezultat, zato napaka pri
primerjavi naklonov ne bo povzrocila tudi napake v konc¢nih rezultatih nase resitve.
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naklon (in s tem najveéji mozni obrok posojila) za obdobje, ki nas zanima pri po-
samezni poizvedbi, dolo¢imo tako, da pregledamo pri vsaki velikosti po najve¢ dve
skupini. Naj bo torej Hy; (za 0 < € < [logyn] in 0 < i < |n/2¢]) zaporedje tock,
ki tvorijo spodnji rob konveksne ovojnice mnozice {R; : i- 2% < j < (i + 1) - 2F}.
Potem lahko na posamezno poizvedbo odgovorimo takole:

podprogram NAJVECIIOBROK(s, k):

vhod: zacetni mesec s, Stevilo mesecev k;

izhod: najveéji obrok, ki ga lahko Andrej placuje vsak mesec tega obdobja;

zi=s—lyi=2zj:=z+k;r:=00; £ :=0;

while i < j:
(* Vr je trenutno najmangjsi naklon po vseh premicah R.R: za

s<t<i-2%inzaj-2°<t<z4+k ¥

if ¢ mod 2 =1 then 7 := min{r, NAJIMANJSINAKLON(R, Hy;)}; i := i + 1;
if jmod 2 =1 then j:=j —1; r := min{r, NAIMANIJSINAKLON(R., H¢;)};
1:=1/2,5:=7/2; £:= L+ 1;

return r;

Preden za¢nemo odgovarjati na poizvedbe, moramo pripraviti vse ovojnice Hy;, kar
lahko naredimo z rekurzivnim razmislekom: pri £ = 0 pokriva Ho; eno samo tocko,
R;41, ki zato seveda tudi lezi na robu ovojnice, tako da je Ho; = (Ri+1); pri vi§jih
¢ pa pokriva Hy; unijo mnozic tock, ki ju pokrivata He_1,2; in He—1,2i4+1. Tidve
ovojnici lahko zato ,zlijemo* v Hy; s postopkom, ki pravzaprav ni ni¢ drugega kot

znani Grahamov algoritem za rac¢unanje konveksne ovojnice:%7

for i :=0ton—1do Hyp; := seznam z edinim elementom R;1;
for £:=1 to |log,n| do for i := 0 to [n/2] — 1:
(* Zdruzimo ovojnici He—1,2; in He—1,2i41 v He;. *)
H, ; := kopija seznama Hy_1 2;;
za vsako tocko @ iz Hy—1,2:+1 (od leve proti desni):
while ima H,; vsaj dve tocki:
naj bo U predzadnja, V' pa zadnja tocka seznama Hy ;;
if lezi V' nad premico UQ ali na njej (1)
then pobrisi V' s konca seznama Hy ;
else break;
dodaj @ na konec seznama Hy ;;

Pogoj v vrstici () preveri, ali bi bila ovojnica $e vedno konveksna, ¢e bi ji na koncu
dodali novo tocko Q; ¢e ne bi bila, moramo zadnjo tocko V' dosedanje ovojnice pobri-
sati (gl. sliko 3). Ta pogoj je enakovreden pogoju, da ima premica UV visji naklon
kot premica UQ); gre torej za Cisto tak pogoj kot (x) v postopku NAIMANJISINAKLON
in ga lahko tudi preverjamo na enak nacin.

27Nau‘can(:neje povedano gre za Andrewov algoritem, ki lo¢eno ra¢una spodnji in zgornji rob
konveksne ovojnice (za nas je zanimiv le spodnji rob), zato mu tock ni treba urediti po kotu
glede na izbrano zacetno tocko (kot pri Grahamovem algoritmu), paé¢ pa je dovolj ze, ¢e jih uredi
le po z-koordinati. V nasem primeru so tocke ze urejene po x-koordinati, zato tudi ni nujno,
da manjsSe ovojnice zlivamo v vecje na nacin, opisan v nasi resitvi; lahko bi preprosto izracunali
vsako ovojnico na novo iz seznama tock, ki jih mora ta ovojnica pokrivati. Pri ovojnici Hy; je
to 2 tock in ker jih ni treba urejati, bi nam priprava ovojnice tudi takrat vzela le 0(22) Casa,
skupaj O(n) za vse ovojnice na nivoju £, zato pa O(nlogn) za vse ovojnice sploh.
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(1) (2
Slika 3. Primer dodajanja nove tocke @ na konec konveksne ovojnice. (1) Dosedanja zadnja
tocka V' lezi nad premico med predzadnjo tocko U in novo tocko @), zato jo pobrisemo,
kajti ¢e bi ovojnico podaljsali z daljico V@, bi prenehala biti konveksna. — (2) Tudi po tem
brisanju velja, da je zadnja tocka (bivSa predzadnja) nad premico med predzadnjo in novo
tocko, zato pobrisemo tudi njo. — (3) Zdaj zadnja tocka lezi pod premico med predzadnjo
in novo, zato novo to¢ko @ dodamo na konec ovojnice (ki se zato podaljsa, kot kaze debela

érta VQ).

Razmislimo Se o casovni zahtevnosti nase resitve. Ovojnice na nivoju £ so dolge
po najved 2¢ tock vsaka, vse skupaj na tem nivoju pa najveé n tock; zato porabimo
na nivoju £ za vsako ovojnico po O(2%) ¢asa, da jo izra¢unamo iz dveh pol manjsih
ovojnic z nivoja £ — 1; za vse ovojnice na nivoju ¢ skupaj je to O(n) ¢asa. Ker
gre lahko ¢ do |log, n], porabimo torej za pripravo vseh ovojnic O(nlogn) Casa
(in pomnilnika). Pri odgovarjanju na poizvedbo pa izvede NAJVECIIOBROK po
najve¢ dva klica NAJMANJSINAKLON pri vsakem ¢; podprogram NAJMANJSINAKLON
pa takrat dela bisekcijo na seznamu dolzine kvedjemu 2°, zato porabi takrat o)
asa. Skupaj vzame torej poizvedba O((logn)?) ¢asa. Ker je poizvedb m, je ¢asovna
zahtevnost nase resitve vsega skupaj O((n + mlogn)logn).

K. Spretno tabletno

Ogledali si bomo ve¢ resitev, od preprostih in neuc¢inkovitih do u¢inkovitejsih, a bolj
zapletenih.

Kubi¢na resitev. Pomagamo si lahko z dinami¢nim programiranjem. Naloga
pravi, da imamo n dni in moramo jemati tablete na vsakih a oz. b dni. Naj bo
f (v, a, B) najboljsa resitev, ¢e imamo podoben problem za v dni z dodatno omeji-
tvijo, da moramo eno tableto tipa A vzeti Ze v prvih « dneh, eno tableto tipa B pa
v prvih 8 dneh. Ta funkcija je definiranaza 0 <v <n,1 <a<ainl < g <b; re-
zultat, po katerem spraSuje naloga, je potem f(n,a,b). Funkcije f ni tezko ra¢unati
z rekurzivno zvezo

f(l/,&,ﬁ) = min{f(l/_17a_17/8_1)7 1+f(1/—1,(1—1,,8_1)7 1+f(1/—17a—1,b—1)},

pri ¢emer se torej vsaki¢ odlocamo med tremi moznostmi: ali na prvi dan ne vza-
memo nobene tablete ali vzamemo tableto A ali pa tableto B. Robna primera sta
f(0,, 8) = 0 (v 0 dneh ni treba vzeti nobene tablete) in f(v,0,8) = f(v,a,0) =
(za v > 0; v prvih 0 dneh bi morali vzeti eno tableto, kar pa je seveda nemogoce
— do tega primera pridemo, ¢e bi morali neko tableto vzeti Ze prejsnji dan, pa je
nismo). Funkcijo f torej lahko ra¢unamo po narascajocih v, pri ¢emer lahko stare
rezultate sproti pozabljamo: ko smo pri v, potrebujemo rezultate za v — 1, tistih za
v — 2 pa ze ne ve¢. Tako porabimo O(nab) ¢asa in O(ab) pomnilnika.

Pozresni razmislek. Do boljsih resitev pridemo s pozresnim razmislekom. Ce je
a = b = 2, je lahko veljaven razpored samo tak, da izmenicno jemljemo tablete obeh
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tipov in jih skupaj vzamemo n (razen pri n = 1, kjer ni treba vzeti nobene tablete).
V nadaljevanju se bomo zato omejili na primere, ko je vsaj eden od a in b velji
od 2. Lahko si predstavljamo pozresen postopek za pripravo razporeda tablet po
narascajocih dnevih, pri katerem bi naslednjo tableto dolocenega tipa vzeli na zadnji
dan, ko je to Se mogoce: naslednjo tableto tipa A natanko a dni po prejsnji tableti
tipa A, naslednjo tipa B pa natanko b dni po prejsnji tipa B. Toda ¢e bi to pravilo
zahtevalo, da na dolo¢en dan vzamemo obe tableti, bomo morali eno od njiju vzeti ze
dan prej, torej dan bolj zgodaj, kot bi bilo sicer nujno (¢e nas ne bi omejevala druga
tableta); tako nastaneta dva zaporedna dneva, kjer prvi dan vzamemo eno tableto
dan pred njenim zadnjim moznim dnem, naslednji dan pa vzamemo drugo tableto
na dan, ki je zanjo zadnji mozni. Nobenega dobrega razloga pa ni, da bi kaksno
tableto vzeli dva ali ve¢ dni bolj zgodaj (pred njenim zadnjim moznim dnem), kakor
tudi ne, da bi dva zaporedna dneva vzeli tableti, od katerih ne bi nobena padla na
svoj zadnji mozni dan.

O tem se je primerno prepricati tudi malo bolj formalno. Tableti tipa A (oz. B),
ki jo (za neki k > 0) vzamemo a — k (oz. b— k) dni po prejsnji tableti istega tipa (ali
po zacdetku razporeda), bomo rekli, da je zgodnja, oz. Se natancneje, da je zgodnja
za k dni. Tableti, ki je zgodnja za ve¢ kot en dan (torej k > 1), bomo rekli zelo
zgodnja. Zgodnji tableti, ki ji naslednji dan ne sledi neka ne-zgodnja tableta (pac
pa Se ena zgodnja ali pa dan, ko ne vzamemo nobene tablete, ali pa naslednjega dne
sploh ni, ker se razpored ze konc¢a), pa bomo rekli problematicna.

Dokazali bomo, da je med optimalnimi razporedi (torej takimi z najmanj$im mo-
7nim §tevilom tablet) tudi tak, ki nima nobene zelo zgodnje in nobene problemati¢ne
tablete.

Pa recimo, da to ni res; torej ima vsak optimalni razpored vsaj eno tableto,
ki je zelo zgodnja in/ali problemati¢na. Za vsak optimalni razpored naj bo z prvi
dan, ko nastopi kaksna taka tableta; med optimalnimi razporedi izberimo tistega z
najveéjim z (¢e jih je ved, je vseeno, katerega vzamemo).

Tableta na dan z je vsekakor zgodnja; morda sledi v naslednjih nekaj dneh Se
nekaj zgodnjih tablet (ki niso nujno zelo zgodnje in/ali problemati¢ne); naj bo w
zadnji od teh dni. Na vsak dan od z do u vzamemo torej neko zgodnjo tableto
(lahko je tudi w = z), na dan u + 1 pa ne. Temu obdobju od z do u bomo rekli blok
zgodnjih tablet.

Ce je u = n (torej blok sega vse do konca razporeda), lahko vse tablete z dni
od z do n — 1 zamaknemo za en dan naprej; razpored ostane veljaven, ima pa eno
tableto manj kot prej, kar je protislovje.

Ce na dan u + 1 ne vzamemo nobene tablete, lahko vse tablete z dni od z do
u (cel blok) zamaknemo za en dan naprej; razpored ostane veljaven in ima enako
stevilo tablet kot prej, torej je Se vedno optimalen; poleg tega pa zdaj na dan z
ne vzamemo nobene tablete, torej nastopi prva zelo zgodnja in/ali problemati¢na
tableta v njem kasneje kot na dan z;?® to pa je spet v protislovju s tem, kako smo
izbrali nas prvotni razpored.

28Pred dnevom z ni mogla zaradi opisanega premika nobena tableta na novo postati zelo zgodnja
(saj se tam ni ni¢ spremenilo). Poleg tega pa tudi ni mogla nobena na novo postati problemati¢na;
to bi se namrec¢ lahko zgodilo le na dan z — 1, ¢e bi pred premikom tableta z dne z sc¢itila tableto
z — 1 pred problematicnostjo; a za kaj takega bi morala tableta na dan z biti ne-zgodnja, kar pa
ni bila. Enak razmislek velja tudi kasneje pri primerih 1.3, 1.4 in 2.
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1y a2 (13) (1.4)
dan z n z z z
prej B A B A B B A A B A
Z n z n 7 zZ n z Z n
potem A A B A B A A B
n n ? z z 7 n 7

Primer (1). Na dan z = u imamo zelo zgodnjo tableto tipa B, ki ji sledi ne-zgodnja tableta
tipa A na dan uw + 1. Znaki pod tabletami povedo, ali so zgodnje (z) ali ne (n) ali pa v
sploSnem ne vemo, kaj od tega dvojega so (7).

dan z u u+l u+2 uw+3 -+ v-—1 v (v+1)
prej B A Cut2 Cypz -+ Cyo1 Cy
Z Z n Zu+2 Zu+3 s Zy—1 Zy
potem A B A Cut2 -+ Cy—a Cy_1 Cy
n ? n Zu+2 to Z’U72 val ZU

Primer (2). Blok tvorita zgodnji tableti A (na dan z =u—1) in B (na dan u), ki jima sledi
ne-zgodnja A in potem Se nekaj (0 ali ve¢) zaporednih dni s tabletami do vklju¢no dneva
v; simbol C¢ predstavlja tip tablete, ki jo vzamemo na dan ¢, simbol pa Z; pa to, ali je
zgodnja ali ne. Stolpec v 4 1 je prisoten le, ¢e je v < n.

Ostane le Se moznost, da na dan u+1 vzamemo neko ne-zgodnjo tableto. Recimo
brez izgube za splosnost, da je to tableta tipa A. Torej smo na dan u vzeli tableto
B, sicer bi imeli v dneh u in u + 1 dve zaporedni tableti tipa A in bi bila tista na
dan u + 1 tudi zgodnja (ker je a > 2).

(1) Ce je z = u (torej ¢e je blok dolg en sam dan): na dan z oz. u imamo torej
zgodnjo tableto tipa B, na dan u 4+ 1 pa ne-zgodnjo tableto tipa A. Zato tableta
na dan z ni problemati¢na, torej mora biti zelo zgodnja (saj vemo, da je vsaj nekaj
od tega dvojega: problemati¢na in/ali zelo zgodnja). Lo¢ili bomo $tiri primere, kot
kaze slika zgoraj.

(1.1) Ce je u+1 = n: ker je tableta B na dan u zgodnja za vsaj dva dni, je
lahko tudi ne vzamemo in imamo Se vedno veljaven razpored z eno tableto manj;
protislovje.

(1.2) Ce na dan u+ 2 vzamemo B: ker je tableta B na dan u zgodnja za vsaj dva
dni, je lahko tudi ne vzamemo in imamo Se vedno veljaven razpored z eno tableto
manj; protislovje.

(1.3) Ce na dan v+ 2 vzamemo A: ne-zgodnjo A z dne u+ 1 lahko prestavimo na
dan u, s ¢imer postane zgodnja, vendar le za en dan (torej ne zelo zgodnja); zgodnjo
B z dne u (ki je bila zgodnja za veé kot en dan) pa prestavimo na dan u + 1, kjer
je Se vedno zgodnja, vendar ne nujno za vec kot en dan. Razpored ostane veljaven,
vendar se zdaj na dan z zacne blok vsaj dveh zgodnjih tablet, A na dan z in B na
dan z + 1, pri ¢emer je prva od njiju problemati¢na. Od tu nadaljujemo kot pri
primeru (2) spodaj.

(1.4) Ce na dan u 4+ 2 ne vzamemo nicesar: tableto B z dneva u, kjer je bila zgo-
dnja za vsaj dva dni, lahko premaknemo na dan u-+2; tableta A na dan u+1 pa naj
ostane, kjer je bila (in je Se vedno ne-zgodnja). Razpored ostane veljaven, pri ¢emer
do vklju¢no dne z ni nobene problematic¢ne ali zelo zgodnje tablete; protislovije.

(2) Ostane moznost, da je z < u, torej je blok dolg vsaj dva dni. Ce sta v
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bloku kdaj dva zaporedna dneva, ko vzamemo tableto istega tipa, recimo dneva v
in v + 1, lahko vse tablete z dni od z do v zamaknemo za en dan naprej (na dan
v+ 1 vzamemo enako tableto kot prej); razpored ostane veljaven, ima pa eno tableto
manj kot prej, kar je protislovje. Neizogibno je torej, da v bloku izmenicno jemljemo
vsak dan tableto drugega tipa.

Ker se blok konca s tableto B na dan u, smo morali na dan u — 1 vzeti tableto
A. Ker smo poleg tega na dan u + 1 tudi vzeli tableto A in je bila le-ta ne-zgodnja,
mora biti a = 2, zato pa b > 2 (saj smo primer a = b = 2 posebej obravnavali Ze
prej). Toda pri a = 2 je lahko tableta tipa A (na dan u — 1) zgodnja le tedaj, ce
jo vzamemo prvi dan celotnega razporeda (kar pomeni, da se blok tam tudi zacne:
z = u—1 = 1) ali pa takoj naslednji dan po prej$nji tableti tipa A. Ta druga moznost
bi pomenila, da smo Ze na dan u — 2 vzeli tableto tipa A; ¢e bi tudi ta dan pripadal
bloku, bi bila v njem dva zaporedna dneva z enako tableto, za to pa smo ze videli,
da je nemogoce; tudi v tem primeru je torej neizogibno, da se blok zacne Sele z dnem
u—1=z.

Zdaj torej vidimo, da je na$ blok neizogibno dolg le dva dni: na dan z vzamemo
zgodnjo tableto A, na dan u = z + 1 pa zgodnjo tableto B. Tista na dan z je
problemati¢na (ni pa zelo zgodnja, kajti pri a = 2 sploh ni mogoce, da bi tableto
A vzeli dva ali ve¢ dni pred zadnjim moznim dnem). Za blokom pride dan u + 1,
ko vzamemo ne-zgodnjo tableto tipa A. Mogoce sledi potem Se ve¢ zaporednih dni,
ko vsak dan vzamemo tableto; naj bo v zadnji tak dan (lahko je tudi v = u + 1).
To zaporedje se konca bodisi pri v = n bodisi takrat, ko na dan v + 1 ne vzamemo
nobene tablete (gl. sliko na str. 167).

Ce to zaporedje tablet z dni od z do v zamaknemo za en dan naprej, razpored
ostane veljaven: zaporedje se je zacelo z zgodnjima A in B na dneh u — 1 in wu, ki
ju torej smemo premakniti za en dan naprej in Se ne bosta prepozni; od tam naprej
pa je za vsako tableto v zaporedju ostal ¢as do prejsnje tablete istega tipa enak kot
pred premikom, ker se je premaknilo zaporedje kot celota (vse tablete za en dan);
za morebitne tablete po dnevu v + 1 pa se je zdaj ¢as do prejSnje tablete istega tipa
lahko le zmanjsal (ker so se tiste iz zaporedja premaknile za en dan naprej) ali ostal
enak.

V primeru v = n zaradi nasega premika tableta, ki smo jo prej vzeli na dan v,
celo izpade iz razporeda; novi razpored je torej veljaven in ima manj tablet kot prej,
kar je protislovje. Ostane le Se moznost, da je v < mn; tableta z dne v ob premiku
pride na dan v + 1, ki je bil prej prazen. Novi razpored je veljaven, pri ¢emer pa
zdaj na nobenem dnevu do vklju¢no z ni problematicne ali zelo zgodnje tablete; to
pa je spet protislovje.

Vidimo torej, da v vsakem primeru pridemo v protislovje z dejstvom, da je imel ze
nas prvotni razpored najmanjse Stevilo tablet in da je imel med tak$nimi razporedi
najvecji z. Predpostavka, da imajo vsi optimalni razporedi kaksno zelo zgodnjo
in/ali kaksno problemati¢no tableto, nas je neizogibno pripeljala v protislovje. O

V nadaljevanju se bomo torej omejili na razporede brez zelo zgodnjih in brez
problematicnih tablet, saj smo zdaj videli, da je med optimalnimi razporedi gotovo
tudi kaksen tak.

Kvadratna resitev. Pri dinamiénem programiranju se lahko zdaj omejimo na pri-
mere, ko smo eno tableto ravnokar vzeli: vpeljimo fi(v, 8) = f(v,a,8) in f2(v,a) =
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f(v,a,b). Funkcija fi torej resuje problem, pri katerem imamo pred seboj v dni,
tik pred tem smo vzeli tableto A (in moramo naslednjo Sele v prvih a dneh), eno
tableto tipa B pa moramo vzeti v prvih 5 dneh. Pri f2 je podobno, a z zamenjano
vlogo obojih tablet. Razmislimo, kako racunati fi:

e robni primer je fi(v,0) = 0o za v > 0, podobno kot pri f (Ze prej$nji dan bi
morali vzeti tableto tipa B, pa je nismo);

e lejev <ainwv < B, nitreba vzeti nobene tablete ve¢: fi(v,8) = 0;

e Cejev >a < fB: vprvih a —1 dneh ne smemo vzeti nobene tablete B, kajti ta
bi bila zelo zgodnja; iz enakega razloga tudi v prvih ¢ — 2 dneh ne smemo vzeti
nobene tablete A. Ce vzamemo tableto A na dan a—1, bo zgodnja, kar pomeni,
da bi morali na dan a vzeti neko ne-zgodnjo tableto, sicer bi bila tista na dan
a — 1 problemati¢na; toda ¢e na dan a vzamemo Se eno A, bo ta zgodnja; Ce
pa na dan a vzamemo tableto B, bo ta tudi zgodnja (kajti ne-zgodnja bi bila
Sele na dan 3, to pa je > a). Tablete A torej ne smemo vzeti prej kot na dan
a; kasneje kot takrat pa je tudi ne smemo, ker bo ze prepozno. Prva tableta,
ki jo moramo v tem scenariju vzeti, je torej tableta tipa A na a-ti dan, potem
pa nadaljujemo od (a 4 1)-vega dne naprej: fi1(v,8) =1+ fi(n —a, — a);

e Cejev > f < a, je stvar podobna kot v prejsnji tocki, le da moramo najprej
vzeti tableto B na S-ti dan: fi(v,8) =1+ fo(v — B,a — B);

e ostane Se primer, ko je v > a = 3. V prvih a — 2 dneh ne smemo vzeti nobene
tablete, ker bi bila zelo zgodnja; najkasneje do dneva a pa moramo vzeti vsaj
eno tableto vsakega tipa. Torej moramo v dneh a — 1 in a vzeti po eno A in
eno B; odloc¢iti se moramo le, katero tableto bomo vzeli dan prej, A ali B:

fl(VHB) = 2+min{f1(l/_a7b_ 1)7f2(l/_a7a_ 1)}

Prvi kandidat v min{. ..} se nanasa na moznost, da na (a — 1)-vi dan vzamemo
tableto B, na a-ti dan pa tableto A; pri drugem kandidatu pa je ravno obratno.

Razmislek za fs je analogen, le vloga obeh vrst tablet se zamenja. Rezultat, po
katerem sprasuje naloga, je na koncu fi(n,b) = fa2(n,a) = f(n,a,b). Funkciji f1 in
f2 lahko ra¢unamo po naras¢ajoc¢ih v in dobimo rezultat v O(n(a 4+ b)) ¢asa. Tudi
tu lahko naceloma stare vrednosti do neke mere pozabljamo: ko ra¢unamo f1 2(v, ),
ne potrebujemo veé¢ vrednosti f1(u, ) za u < v —a ali vrednosti fa(u, ) za p < v—1»b;
poraba pomnilnika je zato O(ab), enako kot pri prejinji resitvi. (Ce starih vrednosti
sproti ne pozabljamo, pa porabimo O(n(a + b)) pomnilnika.)

Linearna resitev. Zgoraj pri kvadratni resitvi smo videli, da ta ve¢ino ¢asa ni imela
nobene izbire glede tega, kdaj vzeti prvo naslednjo tableto (in katero): naslednjo
tableto vzame tako, da ta ne bo zgodnja. Edina izjema nastopi, ¢e bi morali obe
tableti vzeti na isti dan (torej ¢e npr. raé¢unamo f(v,«, ) za o = f8); temu pojavu
bomo rekli konflikt. Konflikt razresimo tako, da eno od tablet vzamemo en dan prej;
pri tem imamo na izbiro dve moznosti glede tega, katero tableto vzeti prej.

Nas postopek je imel torej moznost izbire le pri konfliktih, vmes pa ne. Na za-
cetku reSevanja to na primer pomeni, da jemljemo tablete tipa A na dan a, 2a, 3a, . ..
in tablete tipa B na dan b, 2b, 3b, . . . ; prvi konflikt nastopi Sele na dan ¢p := lem(a, b)
(najmanjsi skupni veckratnik Stevil a in b). Takrat vzamemo eno tableto dan prej
in smo potem v stanju, ko smo ravnokar v zadnjih dveh dneh vzeli obe tableti.
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Skupno stevilo tablet, ki smo jih vzeli v teh prvih ¢o dneh, je v vsakem primeru
t() = Co/a—|—60/b.29

Naj bo torej ¢1(v) = f(v,a,b — 1) najboljsa resitev za v dni pri predpostavki,
da smo na zadnji dan pred pred zacetkom teh v dni vzeli tableto tipa A, Se en dan
prej pa tableto tipa B; in podobno g2(v) = f(v,a — 1,b), le da smo tu zadnji dan
vzeli tableto B, dan prej pa A. Rezultat, po katerem sprasuje naloga, je torej enak
to + min{g1(n — o), g2(n — co)}: v prvih ¢p dneh vzamemo ¢y tablet, nato pa se
moramo odlociti, kako razresiti konflikt na dan co (katero tableto vzeti dan prej),
in v skladu s tem resiti preostalih n — ¢o dni z eno od funkcij g1 in g2.

Razmislimo zdaj o funkciji g1(v); kdaj nastopi prvi konflikt? Ker smo tableto A
vzeli zadnji dan pred opazovanim obdobjem, bomo naslednjo vzeli na dan a, potem
2a, 3a in tako naprej; tableto B pa smo vzeli Zze predzadnji dan pred opazovanim
obdobjem, zato bomo naslednjo vzeli Zze na dan b — 1, nato pana 2b — 1, 3b — 1 in
tako naprej. Konflikt nastopi torej takrat, ko za neki naravni Stevili z in y velja
a-x=b-y—1loz.a-z—b-y =1. To je linearna diofantska enacba z dvema
neznankama in jo lahko resimo z razsirjenim Evklidovim algoritmom.° Pri tem
dobimo tudi najmanji skupni delitelj d = ged(a,b). Ce je ta slucajno > 1, je leva
stran nase diofantske ena¢be vedno veckratnik d, desna pa nikoli, torej enacba nima
resitev; konflikt torej nikoli ne nastopi in lahko bomo do konca jemali vsako tableto
na zadnji mozni dan. Takrat je torej g1 (v) = [v/a] + |v/b].

Vec dela pa imamo pri d = 1. Razsirjeni Evklidov algoritem nam tam najde neko
resitev, recimo (zo,yo), poleg nje pa ima enacba Se neskon¢éno drugih resitev oblike
(w0 +kb, yo+ka) za vse k € Z. Ce v formulo za dan konflikta, to je ax (ali by — 1, kar
je isto), vstavimo te resitve, dobimo axo + kb. Nas zanima prvi konflikt, ki nastopi
v prihodnosti, torej najmanjsi axo + kb > 0. Vzeti moramo torej k := 1+ | —axo/b],
pri tem k pa dobimo datum prvega konflikta c¢1 := axo + kb.

Ce je v < c1, do konflikta ne pride in lahko neovirano jemljemo tablete vsako na
zadnji mozni dan; sicer pa na ci-ti dan nastopi konflikt in se spet lahko odlo¢imo,
kako ga bomo razresili, torej ali bomo dan prej vzeli tableto A ali B. Tako smo
dobili:

lv/a] + [v/b], ced>laliv<a
an(v) = { £+ i _ _ .
1+ min{gi(v —c1),92(v — c1)}, sicer.
Pri tem ¢ pomeni Stevilo tablet, ki jih vzamemo do konflikta: t1 = ¢1/a+(c1+1)/0b.

Razmislek za funkcijo g2 je seveda Cisto podoben, le vloga obeh vrst tablet je
zamenjana; dnevu, ko tedaj nastopi prvi konflikt, recimo c2. Vidimo torej, da
lahko obe funkciji racunamo po narasc¢ajocih vrednostih v od 0 do n — ¢, tako
da nalogo resimo v O(n) ¢asa. Pri tem porabimo naceloma tudi O(n) prostora,
kar pa lahko zmanjSamo na O(min{n,max{ci,c2}}), ¢e sproti pozabljamo stare

29Poseben primer nastopi, ¢e je n < ¢o. Takrat do konflikta sploh ne pride (e je n < ¢g) in
lahko neovirano jemljemo tablete vsaki¢ na zadnji mozni dan; ali pa pride do konflikta zadnji dan
in lahko eno tableto brez tezav premaknemo en dan nazaj, ne da bi se skupno stevilo pojedenih
tablet kaj povecalo; skupaj vzamemo v vsakem primeru |n/a| + |n/b] tablet.

30G1. npr. knjizico Jozeta Grassellija Diofantske enacbe (Ljubljana, DMFA 1984) od str. 29 naprej
in Wikipedijo s. v. Extended Euclidean algorithm. Testni primeri na nasem tekmovanju so sicer
tako majhni, da lahko prvi konflikt pois¢emo tudi naivno, z zanko: za¢nimo z z = 0, y = 0, nato
pa na vsakem koraku poglejmo, ali je a - * manjse ali ve¢je od b -y — 1; ¢e je manjse, povecajmo
x za 1; e je veCje, poveCajmo y za 1; ¢e pa je a-x = b-y — 1, smo nasli konflikt.
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rezultate, ki jih ne bomo ve¢ potrebovali. Poseben primer, kot smo videli, je d > 1,
ko porabimo le O(logn) ¢asa za Evklidov algoritem in potem O(1) za sam izra¢un
iskanega rezultata; poraba prostora pa je tedaj O(1).

Ta resitev je za nase tekmovanje ze dovolj hitra, prejsnji dve pa bi bili prepocasni.

Boljsa linearna resitev. Za primere, ko je n < ¢p ali d > 1, smo Ze zgoraj dobili
reSitev s ¢asovno zahtevnostjo O(logn) (zaradi Evklidovega algoritma) in tega ne
bomo ve¢ poskusali izboljSevati. Oglejmo si zdaj malo poblize primer, ko je n > co
in d = 1. Kot smo videli pri prejsnji resitvi, je optimalni razpored naslednje oblike:
najprej je obdobje co dni, ki se konca s konfliktom in v katerem vzamemo ¢ tablet;
preostanek do m dni je razdeljen na obdobja po c¢i dni (ko vzamemo po ¢ tablet)
in/ali obdobja po ¢z dni (ko vzamemo po t2 tablet); prav na koncu pa pride Se
obdobje recimo 7 dni, ko ni konflikta. Ce smo zadnji konflikt resili tako, da smo
tableto B vzeli dan prej, mora biti » < ¢1 (sicer bi ze prislo do novega konflikta) in
v teh zadnjih r dneh vzamemo g¢1(r) = [r/a| + |(r + 1)/b] tablet; ¢e pa smo pri
zadnjem konfliktu vzeli dan prej tableto A, mora biti r < c2 (da ne pride do novega
konflikt) in v zadnjih r dneh vzamemo g2(r) = |(r + 1)/a] + |r/b] tablet. Ce je r
manjsi tako od c; kot od c2, imamo na voljo obe moznosti in bomo seveda izbrali
manjso. V zadnjih 7 dneh torej uporabimo toliko tablet:

00 sicer.

h(’/‘) = min{hl (T)v hZ(T)} za hl(r) = { gi(r)’ Cer <c¢

V nadaljevanju razmisleka bomo brez izgube za splosnost predpostavili, da je ¢1 >
c2; Ce je obratno, je razmislek ¢isto podoben.

Vrstni red, v katerem si sledijo obdobja dolZzine ¢; in obdobja dolzine ca, prav-
zaprav ni pomemben; nanj vplivamo z odlocitvami o tem, kako razresiti posamezni
konflikt. Vprasanje je torej le, koliko obdobij vsake vrste imamo, ne pa tudi, v
kaksnem vrstnem redu si sledijo. Recimo, da bo u obdobij dolzine ¢1 in v obdobij
dolZine cp. Potem bomo vsega skupaj vzeli to + tiu + t2v + h(r) tablet. Stevil uo,
w1 in 7 si seveda ne smemo izbrati poljubno, saj jih povezuje omejitev, da je celotno
obdobje dolgo n dni in da v zadnjih » dneh ne sme priti do novega konflikta:

n=c+cautcw+r, 0<r<c.
Ce zapiSemo ta izraz kot
(n—co—cov)=cru+r, 0<r<e,

vidimo, da ¢im si izberemo v, sta potem w in r Ze enolicno doloc¢ena: to sta koli¢nik
in ostanek pri deljenju n — co — cav s stevilom c;. PiSimo 7 = n — ¢o; potem imamo

r= (i —cv)modcy, u=|(R—cw)/er] =(—cov—r)/ca.
Skupno stevilo tablet lahko torej zapisemo kot funkcijo v-ja:

T(v) = to + t1u + tav + h(r)
=to+t1 (R — cov — 1) /c1 + tav + h(r).
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Minimalno stevilo tablet torej dobimo tako, da gremo v zanki po vseh v od 0 do
Umax := |7/c2 ], pri vsakem v izra¢unamo r, h(r) in nato T'(v) ter med tako doblje-
nimi 7(v) obdrZimo najmanjso vrednost. Casovna zahtevnost te resitve je O(n/cz)
— kar je v najslabSem primeru $e vedno O(n), v praksi pa je $e vseeno bolje od
prejsnje linearne resitve — prostorska pa je le O(1).

Hevristika za predcasni konec iskanja. Kot zanimivost si oglejmo e hevristiko,
s katero lahko pri tej zadnji resitvi pogosto, ¢eprav ne vedno, prihranimo veliko casa.
Funkcijo T'(v) lahko preuredimo v

Tw)=8S-v+Z—rti/er +h(r) zaS=ts—tica/cr, Z =1to+tint/ca.

Zadnja dva ¢lena v formuli za T'(v) se deloma odstejeta. Pri tretjem ¢lenu uposte-
vajmo, da je t1 = c1/a + (c1 + 1)/b, zato je rti/cy = r/a+r/b+ r/(c1b). Cetrti
¢len, h(r), je enak enemu od gi(r) in g2(r); recimo za zacetek, da je enak g1 (r); ta
je naprej enak

g1(r) = [r/a] + [(r+1)/b]

= (r—(rmoda))/a+ (r+1—((r+1) modb))/b

=r/a— (rmoda)/a+r/b— ((r+1) modb)/b+1/b
Ko vstavimo to v izraz za T'(v), se r/a in /b v tretjem in Cetrtem ¢lenu odstejeta
in ostane nam

Tw)=85-v+Z—r/(c1b) — (r mod a)/a— ((r+ 1) mod b)/b+1/b
~——
<1/b <1-1/a <1-1/b
>S-v+7Z-2

Pri tem smo upostevali, da je r < ¢1, zato r/(c1b) < 1/b; in da je r mod a < a — 1,
zato (r mod a)/a <1 —1/a (in podobno pri b).
Ce je h(r) = ga2(r), je razmislek podoben in zakljuéek enak; dobimo
g2(r) = [(r+ 1)/a] + [(r+1)/b] = ...
=r/a— ((r+1)moda)/a+r/b— (rmodb)/b+1/a

in ko to vstavimo v T'(v), dobimo
Tw)=S-v+Z—r/(cib) — ((r +1) mod a)/a— (r mod b)/b+1/a
——

<1/b <1-1/a <1-1/b
>SS v+ 27 -2.

V vsakem primeru torej velja T'(v) > S - v + Z — 2. Iz naih formul za T'(v) lahko
opazimo tudi zgornjo mejo: T'(v) < S-v+ Z + max{1/a,1/b}. Z drugimi besedami:
vrednost T'(v) se nikoli ne odmakne prav dale¢ od linearne funkcije S-v+Z. Ta odmik
ozna¢imo z R(v) := T'(v) — (S-v+ Z); pravkar smo videli, da vedno velja R(v) > —2.
Dogovorimo se, da bomo v-je pregledovali v tisti smeri, v katero vrednost S -v + Z
narasca: ¢e je S > 0, bomo $li po narasc¢ajoc¢ih v od 0 do vmax, ¢e pa je S < 0, bomo
sli po padajo¢ih v od vmax do 0.
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Recimo zdaj, da smo nekaj v-jev ze pregledali in da je najboljSa doslej najdena
resitev enaka T'(v*). Recimo Se, da se pri nekem kasnejSem v (torej v > v*, ée je
S >0, 0z. v <v*, e je S <0) izkaze, da velja

S-v+Z>Tw)+1. (%)

Ce na obeh straneh pristejemo R(v), dobimo T'(v) > T(v*) + 1 4+ R(v); in ker je
R(v) > —2, dobimo T'(v) > T(v*) — 1. Ker sta T'(v) in T(v*) celi Stevili, je ta
neenakost mozna le tako, da je T'(v) > T(v*). ReSitev pri v torej ni ni¢ boljsa
od tiste pri v*, ki smo jo poznali Ze od prej. Toda e je pogoj (x) izpolnjen pri
trenutnem v, bo tudi pri vsakem naslednjem, saj smo rekli, da pregledujemo v-je
v takem vrstnem redu, da funkcija S - v 4+ Z nara$ca; leva stran pogoja (x) torej
naras¢a, desna pa se lahko le zmanjsuje (ko odkrijemo kaksno novo resitev s Se
manj$im Stevilom tablet). Ker bo pogoj (%) izpolnjen tudi v prihodnje, bo torej
tudi za prihodnje v veljalo T'(v) > T'(v*), torej najboljSe dosedanje resitve ne bomo
nikoli vec izboljsali in preostalih v-jev sploh ni treba pregledati.

Pri preverjanju pogoja (x) je koristno uposStevati, da je leva stran enaka T'(v) +
R(v); ¢e nesemo T'(v) na desno, dobimo R(v) > T'(v*) + 1 —T'(v); v tej obliki ga je
laze preverjati s celostevilsko aritmetiko (na levi strani imamo vsoto nekaj ulomkov
z imenovalcem a, b ali ¢1b, na desni pa je celo Stevilo).

Ta hevristika pogosto moc¢no zmanjsa stevilo v-jev, ki jih moramo pregledati, ne
pa vedno (npr. ker je vcasih S zelo blizu 0).

Logaritemska resitev. Spet se omejimo na primere, ko je n > ¢ in d = 1, saj
smo za ostale nalogo resili v logaritemskem ¢asu ze prej. Ce ne bi bilo konfliktov oz.
Ce bi smeli vzeti obe tableti na isti dan, bi vedno porabili |[n/a| + |n/b] tablet. Ko
neki konflikt razresimo tako, da tableto nekega tipa vzamemo dan prej, je ucinek na
Stevilo porabljenih tablet tega tipa enak, kot ce bi se opazovano obdobje podaljsalo
za en dan (npr. z n dni na n + 1 dni in tako naprej). Tako kot doslej recimo, da
zaCetnemu obdobju ¢ dni sledi Se u obdobij s po ¢i1 dnevi (tik pred vsakim od
teh obdobij pride konflikt, ki smo ga razresili tako, da smo tableto tipa B vzeli en
dan bolj zgodaj) in v obdobij s po ¢z dnevi (pred vsakim od teh pa je konflikt, pri
katerem smo vzeli en dan bolj zgodaj tableto A) ter na koncu Se obdobje r dni brez
konflikta. Ce smo zadnji konflikt pred temi r dnevi razresili tako, da smo vzeli dan
bolj zgodaj tableto B, je skupno Stevilo tablet enako:

T=|(n4+v)/a]+|(n+u+1)/b]. (1)
Ce pa smo takrat dan bolj zgodaj vzeli tableto A, je skupno Stevilo tablet:

T=l(n+v+1)/a] +[(n+u)/b]. 2)

Pri tem je prva moznost dopustna le, ¢e je 0 < r < ¢1, druga pale, e je 0 < r < ¢o.3!

310 pravilnosti teh formul za T se lahko prepri¢amo tudi bolj formalno; oglejmo si to na primeru
formule (1). Naj bo T (oz. T») $tevilo porabljenih tablet tipa A (oz. B); potem bo T' = Ty + T».
V prvih ¢p dneh vzamemo c¢p/a tablet tipa A; v vsakem cj-dnevnem obdobju c¢i/a; v vsakem
co-dnevnem obdobju (c2 +1)/a; in v r-dnevnem obdobju na koncu e |r/a|. PisSimo k = |[r/a] in
o =r—ka =r mod a (takoda je 0 < 0 < a); potem je T1 = co/a+u-c1/a+v-(ca+1)/a+k = (co+
ciu+ (c2+1)v+ka)/a. Upostevajmo, da je n = co+ciu+cev+7r, pa dobimo Ty = (n+v—o0)/a.
Vsota n+ v je naprej enaka co + ci1u+ (ca + 1)v+ ka+ o; vsi ti €leni razen zadnjega so veckratniki
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Posvetimo se zdaj moznosti (1); razmislek za (2) je analogen. Izbrati si moramo
u in v tako, da bo T' ¢im manjsa (pri tem pa seveda r = n — ¢y — ciu — c2v ne sme
biti > ¢1). Izraz [(n+v)/a] ima pri v =0,1,...,a — 1 — (n mod a) ves ¢as enako
vrednost; prvi¢ naraste (za 1) Sele pri naslednjem v, to je a — (n mod a); naslednji¢
naraste (spet za 1) pri 2a — (n mod a) in tako naprej. Najmanjsi v, o katerem je
smiselno razmisljati, je torej vo = a — 1 — (n mod a), saj ne bomo porabili ni¢ manj
tablet tipa A, Ce vzamemo Se manjsi v. Naslednji najmanjsi v, o katerem je smiselno
razmisljati, je v = vo 4+ a, saj bomo pri vseh v od vo + 1 do vy + a porabili enako
stevilo tablet tipa A. Omejimo se torej na v-je oblike v = vg + Va za V > 0; pri
takem v porabimo |(n 4+ v)/a] = |n/a] + V tablet tipa A.

Podoben razmislek za izraz [(n + 1 + u)/b| nam pokaze, da se lahko omejimo
nau=uy+UbzaU >0inu =b—1—((n+ 1) modbd); pri takem u porabimo
[(n+1+u)/b] = |(n+1)/b] +U tablet tipa B.

Skupna poraba tablet je torej zdaj

T=|n/a]+ |[(n+1)/b] +U+ V.

Na prva dva clena te vsote seveda ne moremo vplivati; minimizirati moramo torej
U + V. Pri tem moramo Se vedno upostevati omejitev

n<cotcutcw+r in 0<r<e. (3)

Tu torej nismo zahtevali, da mora biti nas scenarij dolg to¢no n dni, ampak sme biti
tudi daljsi, kajti ko se omejimo na u-je oblike u = ug+ Ub in v-je oblike v = vo+Va,
lahko nas scenarij podaljsujemo le v korakih po ¢1b ali coa dni, torej ni nujno, da
nam bo uspelo zadeti takega, kjer bi skupaj z r dnevi na koncu (za neki 0 < r < ¢1)
dobili toéno n dni. Ce dobimo scenarij z veé kot n dnevi, ni s tem nié narobe, dokler
nam to ne poveca vsote U + V| ki jo minimiziramo.

Ker r ni¢ ne vpliva na nasSo kriterijsko funkcijo, je smiselno vzeti najvecjega
moznega, r = ¢1 — 1; tako bomo najlaze izpolnili v (3) pogoj za n. Tega lahko zdaj
zapisemo kot

n < co+ci1(uo +Ub) + c2(vo + Va) +r (4)

in ga predelamo v
(n —¢o — crug — c2(vo + Va) + r)/(c1b) <U.

Ce si torej izberemo neki konkretni V, je najmanjsi primerni U enak [-] od leve
strani te neenacbe. Vecjega U od tega seveda nima smisla uporabljati, saj hocemo
minimizirati vsoto U + V. Pri tako izbranem U potem vsota U + V' postane

Hn —co — c1ug — c2(vo + Va) + r)/(clbﬂ +V
=[(n—co—crug — covo + 7+ V - (c1b — c2a)) /(c1b) |

a (ker so cg, ¢1 in co + 1 veckratniki a), zato je (n + v) mod a = o. Uporabimo to v formuli
za Ty, pa dobimo Th = (n+v —0) = ((n +v) — ((n +v) mod a))/a = |(n + v)/a]. Podoben
razmislek za tablete tipa B bi nas pripeljal do rezultata T> = |[(n + u + 1)/b]; vsota T + T» pa
je ravno tisto, kar smo za T zapisali v formuli (1). Na prav tak nacin lahko obravnavamo tudi
formulo (2).
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V Steveu je linearna funkcija V-ja, njen smerni koeficient pa je c1b — cpa. Ce je ta
pozitiven, moramo torej (da bomo minimizirali to funkcijo) vzeti najmanjs$i mozni
V, ¢e pa je smerni koeficient negativen, moramo vzeti najveéji mozni V. Tega nam
navzgor omejuje dejstvo, da je formula, po kateri smo izracunali U iz V, smiselna
le, dokler nam ne zacne predlagati negativnih U. Najmanjsi mozni U je U = 0 in
¢e ga vstavimo v neenacbo (4), jo lahko predelamo v

(n — Co — C1Ug — CaVy — 7")/(02@) <V.

Najvecji mozni V je torej enak [-] leve strani te zadnje neenacbe; recimo mu Viax.
Paziti moramo le na to, da ¢e na ta nacin dobimo negativen V (kar se lahko zgodi,
Ce sta npr. ciup in covo velika), moramo seveda vzeti Vimax = 0 (takrat bo potem
tudi U = 0).

Povzemimo naso resitev s psevdokodo:

(* Moznost 1: pri zadnjem konfliktu vzamemo B dan bolj zgodaj. *)
w=b—1—((n+1) modb); vo:=a—1—(nmoda); r:=c —1;
Vimax := max{0, [(n — co — cruo — cavo — 1) /(c2a)]};

if c1b > caa then V := 0 else V' := Vipax;

U :=max{0, [(n — co — cruo — c2(vo + Va) +1)/(c1b)]};

TW .= [n/a] + [(n+1)/b] + U + V;

(* Moznost 2: pri zadnjem konfliktu vzamemo A dan bolj zgodaj. *)
up=b—1—(nmodbd); vo:=a—1—((n+1)moda); r:=c—1;
izracunaj Vmax, V in U enako kot pri prvi moznosti;

T® = [(n+1)/b] + [n/b] + U +V;

return min{7T™M, 73},

Casovna zahtevnost te resitve je O(logn) in Se to le zaradi Evklidovega algoritma,
vse ostalo vzame le O(1) ¢asa.

L. Igra

Pri tej nalogi moramo le pazljivo slediti navodilom, odsimulirati potek igre in izpisati
koncno stanje. Med simulacijo vzdrzujemo seznam kart na kupu, seznam kart v roki
in sezname kart za vse Stiri vrste, v katere jih odlagamo. V vsaki iteraciji glavne
zanke najprej pobiramo karte, dokler jih nimamo v roki osem ali pa se kup ne
izprazni; nato izvedemo dve potezi. V spodnji resitvi uporabljamo spremenljivko
ok, da oznacimo, ¢e smo potezo res uspeli narediti; ¢e je nismo, se prekine tudi
glavna zanka in igre je konec.

Pri vsaki potezi najprej pogledamo, ce bi se dalo uporabiti vzvratni trik; pri tem
gremo z zanko po kartah v roki (od leve proti desni) in pri vsaki karti po vrsticah
(od zgoraj navzdol); ¢im naletimo na mozno potezo z vzvratnim trikom, jo tudi
izvedemo. Ce pa prideta tidve zanki do konca, ne da bi izvedli potezo, pogledamo
nato z novima dvema zankama, ali bi se dalo izvesti obi¢ajno potezo; tu moramo
iti spet po kartah v roki (od leve proti desni) in pri vsaki karti po vrsticah (od
spodaj navzdol), pri tem pa preverjamo, ali bi se karto dalo dodati v tisto vrstico
(pri V4 in V2 mora biti nova karta veéja od zadnje v vrstici, pri V3 in V4 pa manjsa)
in ¢e da, kaksna bi bila pri tem razlika med novo karto in doslej zadnjo v vrstici.
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Najmanjso razliko si zapomnimo (spremenljivka d*), ob tem pa tudi karto in vrstico,
kjer smo to razliko dosegli (k* in i*). Novo razliko si zapomnimo le, ée je strogo
manjsa od najmanjse doslej; tako poskrbimo, da ¢e minimalno razliko dosezemo pri
vec kartah, uporabimo med njimi najbolj levo in jo potem damo v najbolj zgornjo
mozno vrstico.

naj bo K seznam kart na kupu (iz vhodnih podatkov);
naj bodo R, Vi, Va, V3, V4 prazni seznami;
v Vi in V2 dodaj element 1, v V3 in Vj pa element 100;
do:
(* Poberimo Se nekaj kart. *)
while K ni prazen and |R| < 8:
pobrisi karto z zacetka K in jo dodaj na konec seznama R;

(* Izvedimo dve potezi. *)
for poteza :=1 to 2:
ok := false; (* pove, ali smo naredili potezo *)

(* Poskusimo uporabiti vzvratni trik. *)
za vsako karto k € R, od leve proti desni:
for i:=1to 4:
e je k za 10 manjsa (pri ¢ = 1,2) oz. veéja (prii = 3,4)
od trenutno zadnje karte v R;:
dodaj k na konec R; in jo pobrisi iz K
ok := true; break;
if ok then break;
if ok then continue;

(* Poskusimo narediti obicajno potezo. *)

k* :=—1; 4" := —1; d* := o0;

za vsako karto k € R, od leve proti desni:

for i :=1 to 4:

d := k — (zadnja karta v R;); if ¢ > 3 then d := —d;
(* Pri Vi in Vo mora biti nova karta vecja od doslej zadnje, *)
if d < 0 then continue; (* pri V3,4 pa manjsa. *)
if d < d* then d* :=d, k* :=k, " :=1;

if k¥ < 0 then break;

pobrisi karto k* iz R in jo dodaj na konec seznama V;x; ok := true;

while ok;

izpisi K, R, Vi, Va, Vi in Vi

RESITVE NALOG POSKUSNEGA TEKMOVANJA

X. Kronogram

Ta naloga je zelo preprosta; ni treba drugega, kot da beremo vhodne podatke vrstico
po vrstico, v vsaki prebrani vrstici pa gremo po znakih, pri vsakem znaku preverimo,
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Ce predstavlja kaksno stevilsko vrednost, in te vrednosti seStevamo, na koncu vrstice
pa vsoto izpisemo.

Tudi ni nujno, da beremo vhod po vrsticah; lahko bi ga brali znak po znak
in sestevali stevilske vrednosti znakov, ko pa naletimo na znak za konec vrstice,
izpiSemo trenutno vsoto in jo postavimo na 0.

Lahko bi si tudi vnaprej pripravili tabelo, v kateri bi za vsak mozni znak hranili
njegovo Stevilsko vrednost (ali 0, ¢e ta znak nima Stevilske vrednosti); nato bi pri
vsakem iz vhodne datoteke prebranem znaku preprosto odcitali njegovo vrednost iz
te tabele in jo pristeli k nasi vsoti.>2

Y. Permutacije

Enovrsti¢ni zapis permutacije si lahko predstavljamo kot tabelo (array), v kateri
element 7[i] (za ¢ = 1,...,n) vsebuje vrednost 7 (i), v katero permutacija preslika
stevilo i. Naloga sicer zahteva, da na podlagi tabele inverzij izpiSemo permutacijo v
ciklicnem zapisu, vendar bo lazje, ¢e najprej pretvorimo tabelo inverzij v enovrsti¢ni
zapis, nato pa le-tega v cikli¢ni zapis.

Vrednost b1 v tabeli inverzij pove, koliko je v enovrsticnem zapisu permutacije
levo od stevila 1 takih stevil, ki so veéja od 1. Toda vecja od 1 so vsa ostala Stevila,
torej by Cisto preprosto pove, koliko stevil je levo od Stevila 1; z drugimi besedami,
b1 nam pove, na katerem polozaju v enovrsti¢ni predstavitvi stoji Stevilo 1. Ali Se
drugace: w[b1 +1] = 1.

Vrednost b2 nam potem pove, koliko je v enovrsticnem zapisu levo od Stevila 2
takih stevil, ki so vec¢ja od 2, to pa so vsa razen Stevila 1. Lahko si predstavljamo,
da so v tabeli m vse celice Se prazne, razen celice w[b1 + 1], v katero smo ze vpisali
vrednost 1; potem nam by pove, da moramo vrednost 2 vpisati v (b2 + 1)-vo prazno
celico (gledano z levega konca). Podoben razmislek nam nato pove, da moramo v
naslednjem koraku vpisati vrednost 3 v (bs 4+ 1)-vo prazno celico in tako naprej.

V splosnem torej na k-tem koraku vpiSemo vrednost k v (bx + 1)-vo prazno
celico. Toda ¢e bomo iskali bx-to celico tako, da bomo sli v zanki po tabeli 7 od leve
proti desni in Steli prazne celice, bo imel nas postopek na koncu ¢asovno zahtevnost
O(n2), to pa je za naso nalogo zZe prevec. Boljso resitev dobimo, ¢e v mislih razdelimo
tabelo 7 na priblizno /n blokov s priblizno y/n celicami v vsakem bloku; za vsak
blok vzdrzujmo stevec praznih celic v njem. S pomocjo teh Stevcev lahko, ko iS¢emo
bi-to prazno celico, prvih nekaj blokov v celoti presko¢imo, podrobneje (celico po
celico) pa pregledamo Sele tisti blok, ki vsebuje by-to prazno celico. Tako imamo
pri vsakem k po O(y/n) dela in ¢asovna zahtevnost celotne resitve je O(n'°). To je
bilo za nase tekmovanje ze dovolj dobro.

(* Inicializacija. P[i] pomeni Stevilo praznih celic v i-tem bloku. *)
B :=|\/n]; N :=[n/B]; (* Imamo N blokov s po B celicami. *)
for i :=1 to N do PJi| := B;
for k:=1 to n:

(* Poiscimo blok, ki vsebuje by-to prazno celico v w. *)

32Mimogrede, latinski primer kronograma v besedilu naloge je napis iz leta 2000 na zvoniku ma-
riborske stolnice (Barbara Damjan (ur.), Posodobitve pouka v gimnazijski praksi — latinscina,
Zavod RS za Solstvo, Ljubljana 2010, str. 29).
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i:=1; B:=0; (* V prvih i — 1 blokih je B praznih celic, kar je < bg. *)
while 3 + P[i] < by do 8:= B+ P[i], i := i + 1;

(* (br + 1)-va prazna celica lezi v i-tem bloku. *)
ji=B-(G—1)+1; (* Od prvih j — 1 celic je B praznih, kar je < by. *)
while 7[4] ni prazna or 3 < bg:

if 7[j] ni prazna then 8 := (8 + 1;

J=i+1
7] == k; (* 7w[j] je (bk + 1)-va prazna celica; vpisimo k tja. *)
P[j] :== P[j]+1; (* Popravimo Stevec praznih v tem bloku. *)

Se boljso resitev dobimo, ¢e nad tabelo 7 zgradimo drevo intervalov: to je skupina
tabel Il za 0 < £ < L := |log, n], pri ¢emer je 11, dolga Ln/2[J elementov in v njej
element I1,[i] pove, koliko je praznih celic 7[j] na obmodju 2¢. (i-1)<j< 2f. 5 (na
zacetku inicializiramo vse elemente I1¢[i] na 22, ker so vse celice prazne). Ko is¢emo
(bx +1)-vo prazno celico, moramo na vsakem nivoju £ pregledati le en element tabele
ITy; in ko (bx + 1)-vo prazno celico najdemo ter vanjo vpiSemo Stevilo k, moramo
potem na vsakem nivoju ¢ zmanjSati en element tabele II, za 1, ker se je Stevilo
praznih elementov tam zmanjsalo. Tako imamo pri vsakem k po O(logn) dela in
¢asovna zahtevnost te resitve je O(nlogn).
(* Inicializacija. *)
for £:=0to L do for i := 1 to |n/2°] do IL,[i] := 2%
for k :=1 to n:
i:=1; :=0; (* Pois¢imo (by + 1)-vo prazno celico v w. *)
for ¢ := L downto O:
t:=2-1—1;
(* Od celic w[j] za 1 < j < 2% (i — 1) je praznih B celic, kar je < by,.
Od celic 7[§] za 1 < j < 2% pa je praznih vec kot by, celic. *)
if i < [n/2] and B+ i) < by:
B:=0+1IL[E];i:=1+1;
(* i je (bk + 1)-va prazna celica; vpisimo vanjo k in popravimo tabele I1,. *)
i) == k;
for /:=0 to L:
T[] := I¢fi] — 1; 4 := [i/2];

Ko smo (po enem ali drugem postopku) pripravili tabelo 7, torej enovrsti¢ni za-
pis permutacije, jo moramo izpisati v ciklicnem zapisu. To lahko storimo tako, da
gremo v zanki po m od leve proti desni; ko opazimo kak element ¢, ki ga Se nismo
izpisali, sledimo povezavam i — 7[i] — w[r[i]] — ..., dokler ne pridemo nazaj v i;
to je en cikel in njegove elemente lahko zdaj izpiSemo. (To, katere elemente smo Ze
izpisali, si lahko oznacujemo tako, da jih v tabeli w briSemo oz. postavljamo na —1.)
Ker z izpisom naslednjega cikla vedno za¢nemo pri najbolj levem Se neizpisanem ele-
mentu, bodo cikli vedno izpisani tako, da se bo vsak cikel zacel s svojim najmanjsim
elementom, cikli pa bodo urejeni narascajoce glede na najmanjsi element — torej
prav tako, kot naloga zahteva.

for i :=1 to n do if «[i] # —1:
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if ¢ > 1 then izpisi presledek; (* presledki med cikli *)

izpisi oklepaj in ¢; j := 7[d]; 7[i] := —1,;
while j # i:
izpisi presledek in j; t := w[j]; w[j] := —1; 5 :=1¢;

izpisi zaklepaj;
Z. Sokoban

Naj bo V mnozica tistih polj nase mreze, ki so po samih prostih poljih (med slednje
Stejemo tudi odlagalis¢a in polja, na katerih stojijo skatle) dosegljiva iz polja, na
katerem sprva stoji igralec. Teh polj je najvec¢ 36, ker se igra dogaja na mrezi
velikosti najvec 8 x 8 in ker naloga zagotavlja, da stoji igralec na obmocju, ki je vse
naokoli obdano z zidovi.

Nalogo lahko resujemo s preiskovanjem prostora stanj, pri ¢emer stanje igre
opisemo s parom (B, p), kjer je B C V, |B| = b (Stevilo skatel, ki je hkrati tudi
Stevilo odlagalis¢) in p € V — B; mnozica B pove polozaj skatel, p pa polozaj
igralca. Naloga zahteva resitev z najmanj premikanji skatel; premik igralca nas ni¢
ne stane, ¢e pri tem ne rine sSkatle. Zato definirajmo povezave med nasimi stanji
takole: igralec se lahko najprej nekaj ¢asa premika po poljih iz V — B, nato pa stopi
na eno od polj iz B in pri tem porine skatlo, ki je prej stala na tem polju. Vse
to bomo Steli za en korak pri pregledovanju prostora stanj. Iz posameznega stanja
je torej moznih ve¢ nadaljevanj odvisno od tega, katero skatlo premaknemo in v
katero smer. To, kam je iz p sploh mogoce priti brez rinjenja skatel, bomo raziskali
z iskanjem v Sirino po na$i mrezi (oz. po mnozici V).

Naloga potem sprasuje, kako iz zaCetnega stanja priti s ¢im manj koraki (rinjenji
skatel) v eno od stanj oblike (O,p), kjer je O mnozica odlagalis¢, p pa je lahko
poljubno polje iz V — O; to so torej stanja, kjer so vse skatle na odlagalis¢ih. Ker
gledamo le Stevilo korakov (vsi koraki veljajo za enako dolge), lahko uporabimo
iskanje v sirino po prostoru stanj. Tako imamo torej dvoje iskanj v Sirino, vgnezdenih
eno v drugem: zunanje po prostoru stanj in notranje po poljih na mrezi V.

(@ := prazna vrsta; d := prazen slovar oz. razprsevalna tabela;
z := zaCetno stanje (glede na polozaj Skatel in igralca iz vhodnih podatkov);
if so v z vse skatle Ze na odlagaliscih then return 0;
dodaj z v Q; d[z] :== 0;
while ) ni prazna:
(B, p) := stanje na zacetku vrste @Q; pobrisi ga iz Q;
Q' := prazna vrsta; d’ := prazna mnozica;
dodajpv Q invd;
while @’ ni prazna:
r := polje z zadetka vrste Q’; pobrisi ga iz Q’;
za vsakega ne-zazidanega soseda s polja r:
if s # B: (* lahko se premaknemo z r na s *)
if s ¢ d’ then dodaj s v d’ in na konec Q’;
continue;
(* Sicer je na s $katla. Ali jo lahko porinemo? *)
t := sosed s-ja v isti smeri, v kateri je s sosed r-ja;
if t € B or t je zazidano then continue; (* ne moremo *)
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(* Lahko se premaknemo zr na s in pri tem Skatlo s s porinemo na t. *)
B’ := B — {s}U{t}; if B = O then return d[B,p] + 1;

if je (B', s) ze v slovarju in je d[B’, s] < d[B,p + 1] then continue; (%)
d[B’,s] :== d[B, p] + 1; dodaj (B’, s) na konec vrste Q;

Pri preiskovanju prostora se lahko ustavimo takoj, ko najdemo pot do kaksnega
polja, kjer so vse skatle na odlagalis¢ih (B’ = O). Ce bi se glavna zanka iztekla, ker
bi se @ izpraznila, pa bi vedeli, da vseh skatel ni mogoce premakniti na odlagalisca;
toda naloga tako ali tako zagotavlja, da se to ne bo zgodilo.

Kaksna je casovna zahtevnost te resitve? Pri vsakem stanju porabimo v naj-
slabsem primeru O(|V|) ¢asa, da dolo¢imo vsa mozna nadaljevanja. Moznih stanj je
kvec¢jemu (“;‘) min{4b, |V|—b}, pri Cemer prvi faktor pove, na koliko naéinov si lahko
izberemo izmed |V| polj polozaje b skatel, drugi pa, na koliko nacinov si lahko potem
med preostalimi |V| — b polji izberemo polozaj igralca, kjer smo upostevali tudi to,
da (razen v zacetnem stanju) igralec vedno stoji zraven ene od skatel (namre¢ tiste,
ki jo je v zadnjem koraku porinil). V najslabSem primeru je to (346) -16 = 913920; v
praksi nam sicer ni uspelo sestaviti primera, pri katerem bi opisana resitev preiskala
vec kot pribl. 487 tiso¢ stanj, torej dobro polovico vseh moznih.

Resitev lahko se malo izboljsamo, ¢e za preiskovanje prostora stanj uporabimo
algoritem A* namesto iskanja v §irino; pri tem kot lahko hevristi¢no oceno (spodnjo
mejo) dolzine najkrajSe poti (v prostoru stanj) od nekega stanja do najblizjega
konénega stanja (torej takega, pri katerem so vse skatle na odlagalis¢ih) uporabimo
vsoto dolzin najkrajsih poti (na mrezi) od vsake Skatle trenutnega stanja do njej
najblizjega odlagalis¢a. Pri nasih pokusih je ta reSitev pri najtezjih testnih primerih
pregledala pribl. 272 tiso¢ stanj.

Se ena koristna izboljSava pa je naslednja: e imata dve stanji (B, s) in (B,s’)
enak razpored skatel, vendar razlicen polozaj igralca, in Ce lahko igralec pri tem
razporedu $katel pride od s do s’, ne da bi premaknil kaksno &katlo, potem bodo
nadaljnji koraki iz teh dveh stanj popolnoma enaki in ni nobene koristi od tega, da
ju sploh obravnavamo kot dve razliéni stanji. Zato lahko pred vrstico (%) najprej
pogledamo (s Se enim iskanjem v $irino), katera polja so dosegljiva iz s, ¢e se omejimo
na premike znotraj V — B’; med temi polji recimo s’ tistemu z najmanjso Stevilko;
in potem v zadnjih dveh vrsticah gornje psevdokode uporabimo s’ namesto s.

S to izboljsavo se je stevilo pregledanih stanj pri najtezjem testnem primeru
zmanjsalo na priblizno 59 tiso¢ pri navadnem iskanju v Sirino oz. 37 tiso¢ pri prei-
skovanju z algoritmom A*).%3

Naloge so sestavili: denormalizacija, igra, kronogram, permutacije, sokoban — Nino Ba-
§i¢; kombinacijske kljucavnice, pozresni predali, razbojniki — Tomaz Hocevar; razlike —
Josip Klepec; hipoteka, spretno tabletno — Vid Kocijan; ozvezdja, razgozdovanje — Maks
Kolman in Tomaz Hocevar; pranje denarja — Jure Slak; vrivanje — Janez Brank.

33Resitev z manj kot eksponentno zahtevnostjo se pri tej nalogi tezko nadejamo, saj je ze
vprasanje, ali je pri danem zacetnem stanju mreze sploh mogoce spraviti vse skatle na odlagalisca,
PSPACE-tezko (Joseph C. Culberson, Sokoban is PSPACE-complete, Technical Report TR 97-02,
Dept. of Comp. Science, Univ. of Alberta, April 1997; objavljeno tudi v Fun with Algorithms:
Proceedings of the Int. Conf. (FUN 1998), str. 65-76). Obstaja pa precej idej na temo tega, kako
¢im ucinkoviteje preiskovati prostor moznih stanj igre; gl. npr. diplomsko nalogo Jake Klancarja
Resevangje problema Sokoban (FRI, 2016) in tam navedeno literaturo.
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1. Futosiki

Vrstice ostevil¢imo od 0 na vrhu do n—1 na dnu mreze, stolpce pa tudi od 0 na levem
do n — 1 na desnem robu mreze. Polozaj posameznega polja lahko zdaj opisemo s
parom (z,y), ki pove, da lezi to polje na preseku vrstice y in stolpca x.

Stanje mreze lahko predstavimo s tremi tabelami: eno za Stevila v poljih (ta
tabela ima n vrstic in n stolpcev, enako kot naSa mreza); eno za znake < in >
med sosednjima poljema v isti vrstici (ta tabela ima n vrstic in n — 1 stolpcev); in
eno za znake < in > med sosednjima poljema v istem stolpcu (ta tabela ima n — 1
vrstic in n stolpcev). V spodnji resitvi torej stevilaly][x] pomeni $tevilo v polju (z, y);
znakiVrstice[y][x] je znak med poljema (z,y) in (z + 1,y); znakiStolpcily][x] pa je znak
med poljema (z,y) in (z,y + 1). Ce med dvema sosednjima poljema ni nobenega
od znakov < ali >, pri¢akujemo na ustreznem mestu v znakiVrstice ali znakiStolpci
presledek ali poljuben drug znak, ki ni niti '<' niti '>'.

Da preverimo, Ce so vsa Stevila v vrstici razli¢na, pojdimo v zanki po vrsticah
in nato v gnezdeni zanki po poljih trenutne vrstice. V tabeli videno vzdrzujemo za
vsako Stevilo od 1 do n podatek o tem, v kateri vrstici smo ga nazadnje videli; tako
lahko pri vsakem polju mreze preverimo, ali smo Stevilo v njem videli ze kdaj prej
v trenutni vrstici (kar pomeni, da mreza ni pravilno izpolnjena). (Za vsak primer
prej preverimo Se, ali je to Stevilo sploh od 1 do n.)

Poleg tega pri vsakem polju tudi preverimo, ali je Stevilo na njem v takem
razmerju (ve¢je ali manjse) s svojim levim sosedom, kot ga zahteva ustrezni znak iz
tabele znakiVrstice. Pri tem si spodnja resitev pomaga z vgnezdenim podprogramom
Primerjaj, ki kot parametra dobi stevili iz obeh polj ter znak med njima.

Nato enako kot za vrstice naredimo 8e za stolpce. Ce pri nobenem od teh pre-
verjanj ne odkrijemo napake, lahko na koncu zaklju¢imo, da je mreza pravilno iz-
polnjena.

#include <vector>
using namespace std;

bool Preveri(const vector<vector<int>> &stevila,
const vector<vector<char>> &znakiVrstice,
const vector<vector<char>> &znakiStolpci)

int n = stevila.size();

// Preverimo, ali so vsa stevila z obmo¢ja od 1 do n.
for (auto &uv : stevila) for (int c : v) if (c < 1| ¢ > n) return false;

// Preverimo, ali so v vsaki vrstici vsa stevila razli¢na.

vector<int> videno(n + 1, —1);

for (inty = 0; y < n; y++) for (int x = 0; x < n; x++)
if (int ¢ = stevila[y][x]; videno[c] == y) return false;
else videno[c] = y;

// Podprogram, ki preveri, ali med $teviloma a in b velja relacija c.
auto Primerjaj = [] (char c, int a, int b) {
return c == '<' ? (a < b):c == '>"'7? (a > b) : true; };

// Preverimo, ali veljajo omejitve med sosednjimi znaki po vrsticah.
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for (inty = 0; y < n; y++) for (int x =0; x < n — 1; x++)
if (! Primerjaj(znakiVrstice[y][x], stevila[y][x], stevila[y][x + 1])) return false;
// Preverimo, ali so v vsakem stolpcu vsa $tevila razli¢na.
for (int x = 0; x < n; x++) for (inty = 0; y < n; y++)
if (int ¢ = stevila[y][x]; videno[c] == n + x) return false;
else videno[c] = n + x;
// Preverimo, ali veljajo omejitve med sosednjimi znaki po stolpcih.
for (inty =0; y < n — 1; y++) for (int x = 0; x < n; x++)
if (! Primerjaj(znakiStolpci[y][x], stevila[y][x], stevilay + 1][x])) return false;
// Ce smo prisli do sem, je mreZa pravilno izpolnjena.
return true;

2. Varnostnik

Za vsako pisarno, pa tudi za vsako skupino desetih pisarn, bomo vdzrzevali dve celo-
Stevilski vrednosti: trenutno zasedenost (Stevilo ljudi v pisarni ali skupini pisarn) in
omejitev (maksimalno dovoljeno zasedenost). Te podatke hranimo v dveh vektorjih,
pisarne in omejitve; pri branju vhodnih podatkov bodimo pozorni na to, da gredo tam
Stevilke pisarn od 1 naprej, indeksi v nasa dva vektorja pa od 0 naprej, zato bomo
vsako prebrano Stevilko pisarne najprej zmanjsali za 1. Na zacetku inicializiramo
vse zasedenosti na 0, omejitve pa preberemo s standardnega vhoda; nato pa v zanki
beremo podatke o prihodih in odhodih. Ko preberemo odhod iz pisarne, moramo le
zmanjsati zasedenost tiste pisarne in njene skupine; ko pa preberemo prihod, mo-
ramo najprej preveriti, e ni morda zasedenost te pisarne ali njene skupine ze dosegla
maksimalno dovoljeno; Ce jo je, to tudi izpisemo, sicer pa lahko prislek vstopi, mi
pa moramo povecati zasedenost pisarne in skupine za 1.

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int main()

// Struktura Par hrani trenutno in maksimalno zasedenost pisarne (ali skupine pisarn).
struct Par { int zasedenost = 0, omejitev; };

// Preberimo stevilo pisarn in omejitve.

int n; cin >> n;

vector<Par> pisarne(n), skupine((n 4+ 9) / 10);
for (auto &p : pisarne) cin >> p.omejitev;

for (auto &s : skupine) cin >> s.omejitev;

// Obdelajmo prihode in odhode.
int m; cin >> m;
while (m—— > 0)

// Preberimo naslednji dogodek.

int x; cin >> x;

// Ali je to odhod in na katero pisarno se nanasa?
bool odhod = (x < 0); x = (odhod ? —x : x) — 1;
auto &p = pisarne[x|, &s = skupine[x / 10];

/] Ce je odhod, moramo le zmanjsati podatek o zasedenosti.
if (odhod) { ——p.zasedenost; ——s.zasedenost; }
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// Pri prihodu preverimo, &e bi prekoracil kaksno omejitev.
else if (p.zasedenost >= p.omejitev) cout << "POLNA PISARNA" << endl;
else if (s.zasedenost >= s.omejitev) cout << "POLNA SKUPINA" << endl;

// Ce lahko vstopi, povecajmo podatek o zasedenosti.
else { ++p.zasedenost; +-+s.zasedenost; cout << "OK" << endl; }

return 0;

}

3. Funkcije

Ker so lahko v nizih, s katerimi imamo opravka, klici funkcij rekurzivno vgnezdeni
eden v drugem, je naloga primerna za resevanje z rekurzijo. V nasi spodnji resitvi
opravi vecino dela podprogram ObdelajKlic, ki prebere iz vhodnega niza naslednji
klic funkcije, pri tem pa za vsakega od njegovih parametrov, ¢e je le-ta tudi klic (in
ne Stevilska konstanta), rekurzivno kli¢e samega sebe. Pri tem mu spremenljivka p
oznacuje trenutni polozaj v nizu (kaze na naslednji znak, ki ga moramo obdelati).
Funkcija ObdelajKlic vrne false, ¢e naleti v nizu na sintakti¢no napako, sicer pa true.

Stevilu parametrov re¢emo tudi mestnost (angl. arity) funkcije. Da bomo lahko
opazili nedoslednosti v nizu, torej primere tega, da se isto funkcijo veckrat klice z
razlicnim Stevilom parametrov, moramo nekje hraniti podatke o imenih in mestnosti
doslej opazenih funkcij; spodnja resitev ima v ta namen razprseno tabelo mestnost.
Ko beremo klic funkcije iz vhodnega niza, moramo pri tem Steti parametre in ko
pridemo do konca klica (do zaklepaja), lahko preverimo, ali smo funkcijo z enakim
imenom prej ze videli in ali je imela takrat enako mestnost kot zdaj; ¢e ne, lahko
takoj zaklju¢imo, da niz ni dosleden (spremenljivka dosleden v spodnji resitvi). Ce
pa funkcije s tem imenom prej $e nismo videli, si jo zapomnimo zdaj (in jo vpiS§imo
v slovar mestnost).

#include <string>
#include <unordered_map>
#include <cctype>

using namespace std;

struct Obdelava

{
const char *p; // KaZe na naslednji znak, ki ga moramo obdelati (v vhodnem nizu).
bool dosleden = true; // Ali smo Ze opazili kaksno nedoslednost?
unordered_map<string, int> mestnost; // Imena in mestnosti doslej opaZenih funkcij.

void PreskociPresledke() { while (isspace(*p)) ++p; }

// Prebere naslednji vgnezdeni klic in pusti , p" takoj za zaklepajem.
// Vrne false, &e je prislo do sintakti¢ne napake.
bool ObdelajKlic()

// Preberimo ime funkcije.
PreskociPresledke();

const char *r = p; while (islower(*r)) ++r;
if (r <= p) return false;

string ime(p, r);

p = r; PreskociPresledke();

// Naslednji znak mora biti oklepaj.



184 17. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

if (*p != ' (') return false; else ++p;

// Preberimo parametre.
int stParametrov = 0;
while (true)

{
PreskociPresledke();

// Parametri se konéajo z zaklepajem.

if (*p == ")") { ++p; break; }

// Med parametri morajo biti vejice.

if (stParametrov > 0) { if (*p != "', ') return false; ++p; PreskociPresledke(); }
// Parameter je lahko stevilo ali vgnezden klic.

if (isdigit(*p)) while (isdigit(*++p)) ;

else if (! ObdelajKlic()) return false;

++stParametrov;

}

// Zapomnimo si Stevilo parametrov te funkcije oz. preverimo, ¢e smo
// jo prej Ze videli z drugaénim $tevilom parametrov.

auto [it, jeNov] = mestnost.emplace(ime, stParametrov);

if (! jeNov && it—>second != stParametrov) dosleden = false;
return true;

}
s

Glavni podprogram mora le poklicati ObdelajKlic od zacetka niza in preveriti, Ce je
prisel do konca (kajti ¢e je v nizu poleg klica Se kaj drugega, je to tudi sintakti¢na
napaka). Ce je v nizu sintakti¢na napaka, to tudi sporoéimo, sicer pa sporo¢imo,
ali je dosleden ali ne.

enum Rezultat { Dosleden, Nedosleden, Napaka };
Rezultat Analizirajlzraz(const char *p)

{

Obdelava obdelava; obdelava.p = p;

if (! obdelava.ObdelajKlic()) return Napaka;

// Preverimo, da ni v nizu $e Cesa drugega poleg klica.
obdelava.PreskociPresledke(); if (*obdelava.p) return Napaka;
return obdelava.dosleden ? Dosleden : Nedosleden;

4. Sestankovalna sova

Najprej si pripravimo podprogram, ki bo deloval podobno kot ObrniGlavo (torej ima
nalogo obrniti glavo za dolo¢en kot), vendar bo pri tem tudi pazil na to, da glava ne
bo prisla za ve¢ kot tri polne kroge (3 - 360 stopinj) stran od nevtralnega polozaja.
Ce bi prislo do tega, moramo két, za katerega bomo obrnili glavo, zamakniti za
360 stopinj (na primer: namesto za 60 stopinj v levo moramo glavo obrniti za 300
stopinj v desno). Trenutno smer glave hranimo v globalni spremenljivki.

extern void ObrniKamero(int kot);
int smerGlave = 0;

void Obrni(int kot)

// Poskrbimo, da bo , kot na obmodju (—180, 180].
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kot = kot % 360;
if (kot > 180) kot —= 360; else if (kot <= —180) kot += 360;

// Ce bi bila nova smer za ve¢ kot tri kroge od nevtralne smeri,
// zamaknimo , kot" za 360 stopinj.

int novaSmer = smerGlave + kot;

if (novaSmer > 3 * 360) kot —= 360;

else if (novaSmer < —3 * 360) kot += 360;

// Obrnimo kamero in si zapomnimo novo smer.
ObrniKamero(kot);
smerGlave += kot;

}

Ko imamo taksen podprogram, je potem lazja razli¢ica naloge res lahka. V zanki
bomo klicali funkcijo SmerZvoka in potem zahtevali obrat glave za razliko med smerjo
zvoka in trenutno smerjo glave; tako se bo glava obrnila ravno v smer, iz katere
prihaja zvok. Funkcija Obrni bo poskrbela, da pri tem obracanju glava nikoli ne bo
prisla za vec kot tri kroge od nevtralne smeri.

extern int SmerZvoka();
int main()

while (true) Obrni(SmerZvoka() — smerGlave);
return O;

}

Pri tezji razli¢ici s tremi mikrofoni ne vemo toc¢no, iz katere smeri prihaja zvok,
pac pa lahko razmisljamo takole: ¢e zaznava levi mikrofon mocnejsi zvok kot de-
sni, je izvor zvoka levo od trenutne smeri glave in jo moramo premakniti malo v
levo (recimo za eno stopinjo, saj je to majmanj$i mozni premik); podobno pa, ce
zaznava desni mikrofon mocnejsi zvok kot levi, premaknemo glavo malo v desno.
Ce zaznavata oba enako modan glas, to pomeni, da prihaja zvok bodisi prav iz tiste
smeri, v katero je obrnjena glava (in glave v tem primeru ni treba obracati), bodisi
iz nasprotne smeri (tu pa je vseeno, v katero smer obrnemo glavo); tidve moznosti
lo¢imo tako, da preverimo, ali zaznava sprednji mikrofon mocénejsi zvok kot stranska
dva (Ce da, je izvor zvoka spredaj, v smeri glave).

extern int Jakost(int mikrofon);
int main()
while (true)
int L = Jakost(—1), S = Jakost(0), D = Jakost(1);
if (L > D) Obrni(—1); // malo v levo

else if (D > L) Obrni(1); // malo v desno
else if (S < L) Obrni(smerGlave > 0 ? —1 : 1); // kamorkoli

return 0;

}

Ker se premikamo vedno v korakih po eno stopinjo, je moznih smeri glave le 360;
lahko se zgodi, da je izvor zvoka med dvema takima smerema in se bo glava zato
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ves Cas premikala izmeni¢no levo in desno po eno stopinjo. To bi lahko poskusili
prepreciti tako, da bi si zapomnili zadnjih nekaj premikov; ¢e smo na primer v zelo
bliznji preteklosti ze izvedli premik v eno smer in nato v drugo, potem ta hip morda
ni pametno takoj izvesti Se enega premika v prvo smer. Se ena moznost je, da bi
pogoje za premikanje kamere malo zaostrili: izberimo si neko konstanto ¥ > 0 in se
potem pogoj ,L > D“ (za premik v levo) spremenimo v ,L > D + ¥“, podobno pa
tudi ostala dva.

Pri tretji razli¢ici naloge, kjer imamo le levi in desni mikrofon, ne pa tudi spred-
njega, je tezava v tem, da ko sta jakosti na obeh mikrofonih enaki, ne moremo
vedeti, ali prihaja zvok iz smeri glave ali iz nasprotne smeri. Recimo, da v prejsnji
iteraciji nase zanke zvok ni prihajal to¢no iz nasprotne smeri glave; glavo smo potem
premaknili za eno stopinjo blize k smeri zvoka, torej tudi v naslednji iteraciji zvok
ne prihaja iz nasprotne smeri glave. Do tega, da prihaja zvok iz nasprotne smeri,
pride lahko torej le tako, da se izvor zvoka nenadoma premakne za 180 stopinj glede
na sovo (npr. ker je dosedanji govorec utihnil, namesto njega pa se je oglasil nekdo iz
ravno nasprotne smeri). Spodnja resitev v primerih, ko je jakost na obeh mikrofonih
izenacena, obrne glavo za eno stopinjo; ce je prihajal zvok iz smeri glave, jo bomo
v naslednji iteraciji tako ali tako obrnili nazaj, ¢e pa je prihajal iz nasprotne smeri,
bodo v naslednjih iteracijah sledili se nadaljnji premiki glave, ki jo bodo scasoma
obrnili v smer zvoka.

int main()
while (true)

int L = Jakost(—1), D = Jakost(1);

if (L > D) Obrni(—1); // malo v levo

else if (D > L) Obrni(1); // malo v desno

else Obrni(smerGlave > 0 ? —1 : 1); // kamorkoli

return O;

}

Podobno kot pri prejsnji resitvi to pomeni, da bo se bo glava vcasih izmenic¢no
premikala po eno stopinjo levo in desno okrog smeri zvoka; lahko bi torej dodali
logiko, ki premik v tretji vrstici (,kamorkoli“) izvede Sele, ¢e je jakost na obeh
mikrofonih izenacena dovolj dolgo; to bi zagotovilo, da bi bilo ,,cikcakanje“ okrog
smeri zvoka redkejSe in zato manj motece, po drugi strani pa bi sicer sova pocasneje
odreagirala v primerih, ko se izvor zvoka nenadoma premakne za to¢no 180 stopinj,
vendar lahko domnevamo, da so taki premiki v praksi tako ali tako redki.

5. Ultranet

Za vsako napravo x v omrezju bomo vzdrzevali podatek o tem, kakSen status je imelo
zadnje prejeto sporocilo oblike (z;s) in ob katerem ¢asu je pri§lo; tema podatkoma
recimo s, (status) in ¢, (Cas).

Za vsako alarmno napravo a lahko zdaj razmisljamo takole: preglejmo a in njej
nadrejene prenosne naprave ter poglejmo, katera od teh naprav (recimo ji z) ima
najvecjo vrednost t; — z drugimi besedami, za katero od njih imamo najnovejsi
podatek o stanju. Ce je ta podatek (¢as t;) starejsi od 5 sekund, je smiselno napravo
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a Steti za nedosegljivo (to je naceloma znak, da smo izgubili stik z zgos¢evalnikom,
prek katerega gre pot od a do NC). Sicer pa lahko pripadajoéi status s, Stejemo
tudi za stanje alarmne naprave a: ena moznost je namrec ta, da je x zgoscevalnik in
s = 0, torej nam zgoscevalnik sporoca, da je v njemu podrejenem delu mreze vse
normalno, nobena naprava ni nedosegljiva ali v alarmu, torej je tudi a v normalnem
stanju; druga moznost je, da je x = a in s, = 2, torej vemo, da je naprava a v stanju
alarma; tretja moznost pa je, da je s, = 1 (pri Cemer je bodisi x = a bodisi je = ena
od a-ju nadrejenih naprav), kar pomeni, da je naprava x nedosegljiva, zato pa Steje
za nedosegljivo tudi njej podrejena naprava a.

#include <vector>
#include <cstdio>
using namespace std;

typedef enum { OK = 0, Nedosegljiva = 1, Alarm = 2 } Status;

struct Sporocilo
{
int zg, Iv, nv, an; // naslov
int cas; Status status;
I%
struct ZadnjeStanje

{

int cas = 0; Status status = OK;

// Skopira v trenutni zapis podatke iz Z, &e so tam novejsi.
ZadnjeStanje& operator << (const ZadnjeStanje &Z) {

if (Z.cas > cas) cas = Z.cas, status = Z.status;

return *this; }

b
void Obdelaj(const vector<Sporocilo>& sporocila, int trenutniCas)
{
const int nZG = 128, nLV = 512, nNV = 6, nAN = 8;
ZadnjeStanje zadnje[nZG + 1][nLV + 1][nNV + 1][nAN + 1];

// Za vsako napravo si zapomnimo zadnje sporocilo, ki se nanasa nanjo.
// Predpostavimo, da so sporocila Ze urejena po Casu.
for (auto &S : sporocila) {

auto &7 = zadnje[S.zg][S.IV][S.nv][S.an];

Z.cas = S.cas; Z.status = S.status; }

// Pojdimo po vseh alarmnih napravah.

for (int zg = 1; zg <= nZG; ++zg) for (int Iv = 1; Iv <= nLV; ++lv)
for (int nv = 1; nv <= nNV; 4++nv) for (int an = 1; an <= nAN; ++an)
{

// Poglejmo zadnje sporoéilo, ki se nanasa to napravo ali na eno od njej nadrejenih.
ZadnjeStanje Z = zadnje[zg][IV][nv][an];
Z << zadnje[zg][Iv][nv][0] << zadnje[zg][Iv][0][0] << zadnje[zg][0][0][O];
// Ce je to sporocilo prestaro, mora biti njen zgoséevalnik nedosegljiv
// in zato tudi ona sama.
if (Z.cas < trenutniCas — 5) Z.status = Nedosegljiva;
/] Ce je nedosegljiva ali v alarmu, to izpisimo.
if (Z.status != OK) printf("Alarmna naprava (%d, %d, %d, %d) je %s.\n",
zg, Iv, nv, an, (Z.status == Alarm) ? "v alarmu" : "nedosegljiva");
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}

Podprogram Obdelaj predpostavlja, da se ¢asi Stejejo v sekundah od 0 naprej (zato
tudi v tabeli zadnji inicializiramo vse ¢ase na 0), da so sporo¢ila Ze urejena po ¢asu
in da trenutni ¢as dobi kot parameter (druga moznost bi bila, da bi ¢as najnovejsega
sporocila steli kot trenutni cas).

6. Avtomobili

Hitrost v posameznem koraku izracunamo kot razliko v koordinatah dveh zapore-
dnih polozajev. Za prvi korak potem ni treba drugega, kot da preverimo, ce je bil
avtomobil res v prvi prestavi, torej ¢e je max{|Az|,|Ay|} = 1. Za vsak nadaljnji ko-
rak pa moramo preveriti, ¢e sme hitrost v tistem koraku slediti hitrosti iz prejsnjega
koraka (glede na omejitve, ki jih opisuje besedilo naloge).

Recimo, da je bila hitrost v prejsnjem koraku (ug,uy), v trenutnem pa (v, vy).
Da nam ne bo treba obravnavati preve¢ primerov posebej, lahko za zacetek v mislih
obrnemo koordinatni sistem tako, da bo veljalo 0 < uy < ug (kar ustreza primerom
na sliki v besedilu naloge). To pomeni, da ¢e je bil prej u, negativen, pomnozimo
zdaj tako u, kot vy z —1 (kar ustreza temu, da obrnemo z-os proti levi namesto
proti desni); podobno tudi, ¢e je bil u, negativen, pomnozimo uy in vy z —1; in
konéno, Ce je uy > ug, zamenjamo koordinatni osi: (ug, uy) — (Uy, Uz) In (Ve, vy) —
(vy,ve). Slednje je koristno narediti tudi v primeru, ée je ugy = uy in vy > vy: ta
primer namre¢ pomeni zavijanje prek diagonale, kjer bi se potem v drugem koraku
moralo prestavo meriti v navpi¢ni smeri namesto v vodoravni; ¢e pa koordinatni
osi zamenjamo, bo drugi korak ostal pod diagonalo in nam kasneje na ta posebni
primer ne bo treba paziti.

Ko smo na ta nacin primerno postavili koordinatni sistem, je prestava v prvem
koraku kar ug, v drugem pa vy. Preveriti moramo torej, ali je |vy — uz| < 1 (ker
se od enega koraka do naslednjega prestava ne sme povecati ali zmanjsati za vec
kot 1) in ali je 1 < v, <5 (da prestava ostane od 1 do 5). Potem je tu Se omejitev
glede zavijanja: naloga pravi, da sme biti hitrost v drugem koraku najvec¢ za eno
enoto oddaljena od tocke, ki bi jo dosegla, ¢e bi nadaljevala v isti smeri. Stara
smer je bila (uz,uy) in ker je prestava v naslednjem koraku enaka v, bi isto smer
dosegli s hitrostjo (vs, uy - Ve /uz). Preveriti moramo torej, ali je |vy — uyve /uz| < 1;
da se izognemo racunanju z ne-celimi Stevili, lahko ta pogoj zapisemo tudi kot
[vyts — Uyva| < Ug.

#include <vector>
#include <algorithm>
F#include <utility>
using namespace std;

enum { MaxP =5 };

// Preveri, ali korak s hitrostjo (vx, vy) lahko sledi koraku s hitrostjo (ux, uy).
bool JeVeljavno(int ux, int uy, int vx, int vy)

// Obrnimo koordinatni sistem tako, da bo 0 < uy < ux.

// Pri ux = uy poskrbimo se, da bo vy < vx; tako ne bo treba posebej
// obravnavati zavijanja ¢ez diagonalo.

if (ux < 0) ux = —ux, vx = —vx;
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if (uy < 0) uy = —uy, vy = —vy;

if (ux < uy || ux == uy && vx < vy) { swap(ux, uy); swap(vx, vy); }
// Prestava se ne sme spremeniti za ve¢ kot 1.

if (vx < ux — 1 || vx > ux + 1) return false;

// Prestava mora biti med 1 in 5.

if (vx == 0 || abs(vx) > MaxP) return false;

// Ce bi nadaljevali v isti smeri kot doslej, bi bil drugi

// korak (vx, vy') za vy’ = uy vx/ux. Razlika med vy’ in pravim vy

// sme biti najve¢ 1, torej |vy — uy vx/ux| < 1, torej |vy ux — uy vx| < ux.
return abs(vy * ux — uy * vx) <= ux;

}

// Preveri, ali je dano zaporedje poloZajev veljavno.
bool JeVeljavno(const vector<pair<int, int>> &polozaji)

if (polozaji.size() < 2) return true;
// V prvem koraku mora biti prestava 1.
int ux = polozaji[1].first — polozaji[0].first, uy = polozaji[l].second — polozaji[0].second;
if (max(abs(ux), abs(uy)) != 1) return false;
// Preverimo ostale korake.
for (int i = 2; i < polozaji.size(); ++i)
{
int vx = polozaji[i].first — polozaji[i — 1].first;
int vy = polozaji[i].second — polozaji[i — 1].second;
if (! JeVeljavno(ux, uy, vx, vy)) return false;
ux = vx; uy = vy;

}

return true;

7. BinoXXO

Predpostavimo, da dobimo mrezo v dvodimenzionalni tabeli. Za zacetek pojdimo v
zanki po vseh poljih mreze; pri vsakem polju preverimo, ali je tam eden od znakov
»X“in ,,0“ in ali je znak na trenutnem polju enak kot na prejsnjih dveh levo od njega
ali nad njim (Ce je, je to napaka).

Nekaj ve¢ dela je s preverjanjem, ali so vse vrstice razlicne. Lahko bi imeli tri
gnezdene zanke: zunanji dve naj gresta po vseh moznih parih vrstic, notranja pa
naj gre po stolpcih in preverja, ali se opazovani dve vrstici v trenutnem stolpcu
kaj razlikujeta. Ce pridemo do konca, ne da bi opazili kaksno neujemanje, lahko
zakljucimo, da sta vrstici enaki in mreza ni pravilno izpolnjena. Na enak nacin lahko
preverimo tudi, ali so vsi stolpci razli¢ni, le vloga vrstic in stolpcev se zamenja.

bool JePravilno(char a[6][6])
for (inty = 0; y < 6; ++y) for (int x = 0; x < 6; ++x)

// Preverimo, &e so na vseh poljih znaki X in O.

if (aly][x] '= 'X' && aly][x] != '0") return false;

// Preverimo, Ce niso kje tri zaporedna enaka polja.

if (x> 1 && aly][x] == aly][x — 1] && a[y][x] == a[y][x — 2]) return false;
if (y > 1 && aly][x] == a[y — 1][x] && aly][x] == a[y — 2][x]) return false;



190 17. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

for (int yl = 1; y1 < 6; ++y1) for (int y2 = 0; y2 < y1; ++y2)
{

// Preverimo, ali se vrstici y1 in y2 kaj razlikujeta.

int x = 0; while (x < 6 && a[yl][x] == a[y2][x]) ++x;
if (x >= 6) return false;

// Preverimo, ali se stolpca y1 in y2 kaj razlikujeta.

x = 0; while (x < 6 && a[x][yl] == a[x][y2]) ++x;

if (x >= 6) return false;

}

return true; // Ce pridemo do sem, je vse v redu.

Ker je mreza majhna, je ta resitev cisto dobra; v sploSnem pa, ¢e bi imeli mrezo
velikosti w X h, bi opisani postopek porabil O(w - hz) Casa za preverjanje, ali so vse
vrstice razli¢ne, in podobno O(w?-h) za stolpce. Boljsa resitev za vedje mreze bi bila,
da bi npr. vsako vrstico obravnavali kot niz w znakov (in podobno tudi za stolpce)
in te nize shranjevali v razprseno tabelo (npr. razred set iz C++ove standardne
knjiznice); ob tem bi se dalo poceni opaziti, ali smo tako vrstico (oz. stolpec) kdaj
prej ze videli. Elegantna reSitev je tudi, da bi te nize zlagali v drevo (trie), v
katerem je vsaka povezava oznacena z enim znakom in vsak niz je predstavljen z
vejo od korena drevesa do enega izmed njegovih listov; ob dodajanju niza v tako
drevo bi spet opazili, ali smo tak niz neko¢ prej ze dodali vanj (ker bi prisli do
konca niza, ne da bi bilo treba dodati kak$no novo vozlis¢e). Tako bi bila ¢asovna
zahtevnost le O(wh) namesto O(wh(w + h)).

8. Trgovski potnik

Naloga pravi, da mora potnik obiskati vse hiSe na ulici med cestama, po katerih je
prisel na ulico oz. odsel z nje. To pomeni, da ce je med dvema zaporednima ulicama
vec¢ his, bo moral vedno obiskati ali vse te hiSe ali pa nobene; zato lahko tako skupino
his v mislih zamenjamo z eno samo, pri kateri je ¢as obiska enak vsoti casov ¢; po
vseh hisah v skupini, podobno pa je tudi njen zasluzek enak vsoti zasluzkov p; po
vseh hisah v skupini. V nadaljevanju nasega razmisleka bomo torej predpostavili,
da je med vsakima dvema zaporednima ulicama natanko ena hisa: med ulicama
§ — 1 in j je hisa, pri kateri Cas obiska traja t;, zasluzek pa je p;. (Ce v prvotnih
vhodnih podatkih med dvema ulicama ni bilo nobene hise, si lahko tam mislimo
tj=p; =0.)

Preprosta in malo manj ucinkovita resitev naloge je potem ta, da z dvema gnez-
denima zankama pregledamo vse kombinacije dveh cest, ki ju potnik lahko uporabi.
Recimo, da se njegova pot zacne z ulico k, za vrnitev pa uporabi ulico ¢; brez izgube
za sploSnost se lahko omejimo na primere, ko je k < £ (drugace lahko potnik opravi
isto pot v nasprotni smeri).

r*:=0; k* := —1; £* := —1; (* najboljsa znana resitev *)
for k:=1tom—1:
P :=0; T :=dy; (* skupni zasluzek in trajanje poti *)
for /:=k+ 1 tom:
P:=P+py T :=T+ tg
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r:= P/(T + d¢); (* razmerje zasluzek/cas, ée uporabimo cesti k in £ *)
if r > 7r* then r* :=r, k* =k, £* := ¢
return (k*,0);

V zunanji zanki (po k) si torej izberemo cesto, po kateri se potnik odpravi, v notranji
(po ¢) pa tisto, po kateri se vrne. Ko pri danem k postopoma povecujemo ¢, lahko
tudi sproti sestevamo case obiskov vseh his, mimo katerih gremo, ter skupni zasluzek
po vseh teh obiskih. Iz tega ni tezko izracunati razmerja med zasluzkom in ¢asom
(pri éemer ne pozabimo k ¢asu Steti tudi di, in d¢ za obe uporabljeni cesti). Najboljse
tako dobljeno razmerje si zapomnimo (v spremenljivki r*), skupaj z njim pa tudi
cesti, pri katerih smo to razmerje dosegli (k* in £*). Casovna zahtevnost te resitve
je O(m?), pred tem pa porabimo $e O(n) ¢asa, da preberemo vhodni seznam n his
in jih po potrebi sestejemo, tako da dobimo za vsaki dve zaporedni ulici le eno hiso.

Do boljse resitve lahko pridemo z geometrijskim razmislekom. Naj bodo P; :=
p1+...+p; in Tj :=t1 + ... + t; kumulativne vsote zasluzkov in ¢asov obiska za
prvih j his. Ce trgovski potnik odide po cesti k in se vrne po cesti £ (pri Gemer
je k < £), porabi za obiske hi§ med njima skupno 7; — T} ¢asa in pri tem zasluzi
P, — P; denarja. Razmerje med zasluzkom in porabljenim casom je v tem primeru
enako (P, — Py)/(Ty — Tx + di + d¢) — v imenovalcu smo seveda morali pristeti tudi
Cas potovanja po obeh uporabljenih cestah.

Pisimo U; := T; + d;; naSe razmerje lahko potem zapisemo kot (P, — Py)/(Us —
Uy + 2dy). To pa je pravzaprav naklon poltraka iz tocke (Ux — 2di, Px) skozi tocko
(Ue, Pr). Ker bi radi razmerje med zasluzkom in ¢asom maksimizirali, nas torej
zanima, pri katerem ¢ bo (za dani k) ta poltrak najstrmejsi.

Ta problem je zelo podoben tistemu, s katerim smo se v tem biltenu ze srecali
pri nalogi ,hipoteka“ na str. 161; razlika je le v tem, da smo tam iskali poltrak z
tu pa opidimo preostanek resitve le na kratko. Ce si izberemo neki konkreten k in se
vprasamo, katera izmed tock iz neke mnozice M nam bo dala najstrmejsi poltrak, se
smemo omejiti na tiste tocke, ki lezijo na zgornjem robu konveksne ovojnice mnozice
M; in na tem robu lahko tocko, ki nam da najstrmejsi poltrak, pois¢emo z neke vrste
bisekcijo v O(log m) ¢asa. Vnaprej si bomo pripravili zgornji rob konveksne ovojnice
za skupine po dveh, $tirih, osmih itd. zaporednih toc¢k (U, P;). Pri izbranem k nas
v resnici zanima najstrmejsi poltrak po vseh tockah iz M = {(U¢, Pe) : k < £ <
m}, kar pa lahko razbijemo na O(logm) mnozic s po 2' zaporednimi tockami (za
razliéne eksponente t), pois¢emo najstrmejsi poltrak pri vsaki od njih posebej (s
pomodjo vnaprej pripravljene konveksne ovojnice) in obdrzimo najboljSo izmed tako
dobljenih resitev. Casovna zahtevnost tega postopka je O(n) za zacetno predelavo
vhodnih podatkov o hiSah, nato O(mlogm) za pripravo vseh konveksnih ovojnic
in nato O((logm)?) pri vsakem k za izradun najstrmejsega poltraka; skupaj je to
O(n + m(logm)?).

9. Sprehod po mrezi I

Nalogo lahko resimo z iskanjem v Sirino, vendar ne po prvotni mrezi, pa¢ pa po
prostoru stanj, kjer je stanje sestavljeno iz naSega trenutnega polozaja na mrezi
in iz smeri zadnjega premika. Oba tadva podatka namre¢ potrebujemo, da lahko
doloc¢imo, kateri so mozni premiki v naslednjem koraku. Smeri lahko predstavimo s
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stevili od 0 do 7, recimo nasproti smeri urinega kazalca: 0 = —, 1= " 2=1, ...,
7 =\, (lahko si torej mislimo, da smeri merimo v enotah po 45°).

Recimo, da nas zanimajo poti od zacetnega polja (zz, zy) do koncnega (kg ky).
Potem za¢nemo iskanje v 8irino tako, dodamo v vrsto stanja (zx, zy, $) za vse mozne
smeri s, saj naloga pravi, da pri prvem koraku ni nobenih omejitev glede smeri
premika. Ustavimo pa iskanje v Sirino takrat, ko se znajde v vrsti kaksno stanje
(kz, ky, s) za poljuben s (saj naloga ne daje nobenih omejitev glede tega, iz katere
smeri moramo priti v kon¢no polje). Iz stanja (z,y,s) je mogoce v enem koraku
narediti premik v vse smeri razen s, (s + 1) mod 8 in (s + 7) mod 8, kajti pri teh
treh se smer spremeni za 45° ali manj.

Oglejmo si implementacijo taksne resitve v C++:

#include <queue>
#include <vector>
F#include <utility>
using namespace std;

// Podprogram pois&e najkrajso pot od (zx, zy) do (kx, ky) in jo shrani v , pot"

// Ce take poti sploh ni, bo vektor , pot" prazen.

// MrezZo opisuje vektor M, v katerem naj M[y * w + x| pove, ali je polje (x, y) prehodno.

void NajkrajsaPot(int w, int h, const vector<bool> &M, int zx, int zy, int kx, int ky,
vector<pair<int, int>> &pot)

{

struct Stanje { int prej = —1, d = —1; }; // prejSnje stanje in dolZina poti do trenutnega
vector<Stanje> S(w*h*8); // S[(y *w+x) *¥8+ smer] predstavlja stanje (x, y, smer)
const int DX[8] = {1, 1, 0, —1, —1, —1, 0, 1}; // mozZne smeri premikanja

const int DY[8] = {0, 1, 1, 1,0, -1, —1, —1};

queue<int> Q; // vrsta stanj, ki jih moramo se pregledati

int konec = —1; // tu si bomo zapisali prvo doseZeno konéno stanje

// Naslednji podprogram doda stanje (x, y, smer) v vrsto, &e je novo.

auto DodajVVrsto = [&, kx, ky, w] (int x, int y, int smer, int prej, int d) {
intu=(y*w+ x) *8 + smer; auto &U = S[u]; if (U.d >= 0) return;
Q.emplace(u); U.prej = prej; U.d = d; if (x == kx && y == ky) konec = u; };

// Najprej dodajmo v vrsto vsa stanja, ki se nanasajo na zaletni poloZaj.
for (int smer = 0; smer < 8; ++smer) DodajVVrsto(zx, zy, smer, —1, 0);
while (konec < 0 && ! Q.empty())
{
int u = Q.front(); Q.pop(); auto &U = S[u];
intux =(u/8) % w,uy=(u/8)/w, uSmer =u % 8;
// Poglejmo, kam se lahko premaknemo iz stanja u = (ux, uy, uSmer).
// MozZne spremembe smeri so od 90 do 270 stopinj.
for (int dSmeri = 2; dSmeri <= 6; ++dSmeri)
{
// lzraéunajmo novo stanje (vx, vy, vSmer) pri trenutni spremembi smeri.
int vSmer = (uSmer + dSmeri + 8) % 8;
int vx = ux + DX[vSmer], vy = uy + DY[vSmer];

// Ce je polje (vx, vy) prehodno, dodajmo novo stanje v vrsto.
if (vx >=0&& vx < w && vy >= 0 && vy < h && M[vy * w + vx])
DodajVVrsto(vx, vy, vSmer, u, U.d + 1);
}
}

// Rekonstruirajmo pot do koné&nega poloZaja. Pri tem si pomagajmo z vektorjem S,
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// kjer za vsako doseZeno stanje pise, iz katerega stanja smo prisli vanj.

pot.resize(S[konec].d + 1);

for (int u = konec; u >= 0; u = S[u].prej) pot[S[u].d] = {(u / 8) % w, (u/8) / w};
}

10. Sprehod po mrezi I

Naso karirasto mrezo lahko v mislih predelamo v usmerjen graf, pri ¢emer naj obstaja
usmerjena povezava od (x,y) do (z’,y’) natanko tedaj, ¢e sta tocki sosednji (torej
e se razlikujeta v eni koordinati za 1, v eni pa za 0) in Ce je druga visja od prve. V
graf vkljucimo le tiste tocke, ki so dosegljive iz (zz, zy).

Ce v tako dobljenem grafu pois¢emo najdalj$o naraséajoco pot (tako, pri kateri
se viSina na vsakem koraku poveéa) z zacetkom pri z := (24, 2y ), lahko potem to pot
obrnemo in dobimo najdaljSo padajodo pot s koncem v (zq, zy), prav to pa naloga
zahteva.

Predstavljajmo si najdaljso pot od z do u; zadnji korak na njej je recimo povezava
v — u. Vse, kar je na tej poti pred tem zadnjim korakom, mora gotovo tvoriti neko
najdaljSo pot od z do v, kajti Ce bi obstajala od z do v kaksna Se daljsa pot, bi jo
lahko podaljsali s korakom v — u in novo pot od z do wu, ki bi bila se daljsa od
dosedanje. Vidimo torej, da ¢e hocemo najti najdaljSo pot od z do wu, je koristno,
Ce najprej poiscemo najkrajse poti od z do vseh tistih tock v, iz katerih obstajajo
potem neposredne povezave v — u. Vsako tdko pot z ~» v lahko poskusimo potem
podaljSati v z ~~ v — wu in si med také dobljenimi potmi od z do u zapomnimo
najdaljSo. Za vsako tocko bomo pri tem vzdrzevali dolzino najdaljse doslej znane
poti od z do nje, pa tudi smer zadnjega koraka na tej poti (0z. Se bolje: nasprotno
smer, kar nam bo na koncu olajsalo izpis poti v nasprotni smeri, da se bo spuscala
in se koncala pri z, kot zahteva besedilo naloge).

Tocke grafa bi radi torej preiskali v takem vrstnem redu, da bo za vsako povezavo
v — u veljalo, da obdelamo zacetno krajisc¢e v prej kot koncno krajisce u. Tak vrstni
red se v teoriji grafov imenuje topoloski vrstni red; ima ga vsak aciklicen usmerjen
graf, torej tudi nas (ée bi v nasem grafu obstajal cikel, bi se dalo od neke tocke priti
po tem ciklu nazaj v to isto tocko po taki poti, pri kateri se viSina vsakem koraku
poveda; torej bi bila ta tocka vi§ja od same sebe, to pa je protislovje).

Nas graf bomo torej pregledali dvakrat: (1) najprej izvedemo iskanje v Sirino z
zacetkom pri z; s tem obiScemo vse tocke, ki so dosegljive iz z, za vsako od njih
pa izra¢unamo tudi vhodno stopnjo (torej prestejemo povezave, ki kazejo vanjo).
(2) Nato pa pregledamo graf v topoloskem vrstnem redu. Pri tem vzdrzujemo
vrsto, v katero odlagamo tocke z vhodno stopnjo 0. Na zacetku dodamo v vrsto
le tocko z; nato pa na vsakem koraku vzamemo iz vrste neko tocko v, pregledamo
povezave v — u (pri ¢emer morda odkrijemo novo najdaljSo pot do kaksne od teh
tock u) in jih v mislih pobrisemo iz grafa. To slednje pomeni, da se tocki v vhodna
stopnja zmanjsa; in ko se zmanjsa na 0, moramo taksno tocko u dodati v vrsto.

Oglejmo si primer implementacije taksne resitve v jeziku C++. Za vsako tocko
mreze bomo vzdrzevali strukturo tipa Tocka, ki hrani visino tocke (iz vhodnih po-
datkov), njeno vhodno stopnjo v nasem grafu, njeno oddaljenost od z (torej dolzino
najdaljse doslej znane poti od z do nje) in smer premika iz te tocke do njene nepo-
sredne predhodnice na tej najdaljsi poti od z.
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#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
#include <utility>
using namespace std;

int main()

{

const int DX[] = {0, 0, 1, —1}, DY[] = {1, 1, 0, 0}; const char *smeri = "SJVZ";

// Preberimo vhodne podatke.

int w, h, zx, zy; cin >> w >> h >> zx >> zy;

struct Tocka { int visina = —1, stopnja = 0, odd = —1, smer = —1; };
vector<Tocka> M(w * h); for (auto &tocka : M) cin >> tocka.visina;

// Namesto poti, ki se spus¢ajo do (zx, zy), bomo razmisljali o poteh,
// ki se vzpenjajo iz (zx, zy). Najprej oznacimo, katere to¢ke so na ta
// nacin dosegljive in kaksna je njihova vhodna stopnja.
queue<pair<int, int>> vrsta; vrsta.emplace(zx, zy);
while (! vrsta.empty()) {
const auto [x, y] = vrsta.front(); vrsta.pop(); const auto &t = M[y * w + x];

// Tocka je (x, y) je dosegljiva; kam se lahko premaknemo iz nje?
for (int smer = 0; smer < 4; ++smer) {

// Ali je premik iz (x, y) v (xx, yy) veljaven korak navkreber?
int xx = x + DX[smer], yy =y + DY[smer];

if (xx <0 lyy <0]|xx>=w || yy >= h) continue;

auto &tt = M[yy * w 4 xx]; if (tt.visina <= t.visina) continue;

/] Ce tocko (xx, yy) vidimo prvi¢, jo dodajmo v vrsto.
if (++tt.stopnja == 1) vrsta.emplace(xx, yy); } }

// Da najdemo najdaljSo pot, moramo ta graf preiskati v topoloskem vrstnem redu.
/] Pri vsaki tocki si bomo v ,,odd" zapomnili oddaljenost (po najdaljsi poti)
// od (zx, zy), v ,.smer" pa smer premika v prejSnjo tocko na tej poti.
vrsta.emplace(zx, zy); M[zy * w + zx].odd = 0;
while (! vrsta.empty()) {
const auto [x, y] = vrsta.front(); vrsta.pop(); const auto &t = M[y * w + x];
for (int smer = 0; smer < 4; ++smer) {

// Ali je premik iz (x, y) v (xx, yy) veljaven korak navkreber?
int xx = x + DX[smer], yy =y + DY[smer];

if (xx < 0] yy <O0]|xx>=w || yy >= h) continue;

auto &tt = M[yy * w 4 xx]; if (tt.visina <= t.visina) continue;

// Ce je to najdaljsa znana pot do (xx, yy), si jo zapomnimo.
if (t.odd + 1 > tt.odd) tt.odd = t.odd + 1, tt.smer = smer ~ 1;

// Ce smo obdelali Ze vse povezave, ki kaZejo v (xx, yy), jo dodajmo v vrsto.
if (——tt.stopnja == 0) vrsta.emplace(xx, yy); } }

// Pois¢imo tocko, ki je najdlje od (zx, zy).
int x=12x,y =zy,odd =0; for (inti =0; i <w*h; ++i)
if (M[i].odd > odd) odd = M[il.odd, x =i % w,y =i/ w;
// Izpisimo pot od te toéke do (zx, zy).
while (odd—— > 0) {
auto &t = M[y * w + x]; cout << smeri[t.smer];
x += DX[t.smer]; y += DY[t.smer]; }
cout << endl; return 0;
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11. Ocenjevanje nalog

Naj bo t; tezavnost, ki jo pripiSemo nalogi i. Naloga potem zahteva naslednje: ce je
neki ucenec uspesno resil nalogo i in neko¢ kasneje neuspesno poskusil resiti nalogo
J, potem mora biti t; < t;. Te omejitve si lahko predstavljamo kot graf, v katerem je
po ena tocka za vsako nalogo, povezava ¢ — j pa obstaja natanko v tistih primerih,
kjer imamo omejitev t; < t;.

Ce v tem grafu obstaja cikel, mora imeti vsaka naloga na ciklu visjo tezavnost od
prejsnje naloge na ciklu, ta od predprejsnje in tako nazaj, kar nas sCasoma pripelje
spet do naloge, s katero smo zaceli; ta mora biti torej tezavnejsa od same sebe, kar
je nemogoce, torej je problem v takem primeru neresljiv.

Ce pa v nasem grafu ni cikla, ga lahko topologko uredimo, torej postavimo tocke
v tak vrstni red, pri katerem za vsako povezavo i — j velja, da nastopi naloga ¢ v
izbranem vrstnem redu prej kot naloga j. Tocke lahko pregledamo v tem vrstnem
redu in jim sproti pripisujemo tezavnost. Ce v tocko j ne kaze nobena povezava,
lahko postavimo tezavnost t; na 1 — manjsa ne more biti, saj naloga zahteva, da
so tezavnosti naravna Stevila. Ce pa v tocko j kaZe kaksna povezava, recimo i — j,
stoji zacetno krajisce i te povezave v topoloskem vrstnem redu pred tocko j, torej
bomo tocki i ze pripisali tezavnost, Se preden se bomo zaceli ukvarjati s tocko j.
Najmanjsa primerna teZavnost tocke j je potem 1+ max;cp(;) i, pri cemer pomeni
P(7) mnozico vseh tistih tock ¢, za katere obstaja povezava i — j.

Naloga zahteva, da mora biti maksimalna ocena tezavnosti (po vseh nalogah)
¢im manjsa. Prepricajmo se, da ocene t1, ..., t,, dobljene po nasem zgoraj opisanem
postopku, ustrezajo tej zahtevi. Pa recimo, da bi obstajal neki drug nabor ocen
Ui, ..., Un, ki bi tudi ustrezal vsem omejitvam, obenem pa bi bila najvisja ocena pri
njem manjsa kot pri nasem naboru: max; u; < max;t;. Naj bo j* tista naloga, ki
ima v nasem naboru najvisjo oceno; torej je t;x = max;t; > max;u; > ujx. To,
da je t; > uj, se torej gotovo zgodi vsaj pri j = j*, morda pa tudi Se pri kaksnem
drugem j. Ce je taksnih j ve¢, vzemimo med njimi tistega, ki je prvi v topoloskem
vrstnem redu (tistem, ki ga je uporabljal nas postopek). Ko pride nas postopek
do tega j, lo¢imo dve moznosti. (1) Morda toc¢ka j v grafu nima nobene vhodne
povezave; torej ji je nas postopek dodelil tezavnost t; = 1; toda potem je nemogoce,
da bi bilo ¢t; > u; (ker tak u; ne bi mogel biti > 1 in torej ne bi bil naravno Stevilo);
prisli smo v protislovje. (2) Torej mora tocka j imeti kaksno vhodno povezavo.
Toda za vsako tako povezavo ¢ — j velja, da je ¢ v topoloskem vrstnem redu pred
Jj, torej gotovo velja t; < u; in ne ¢; > u; (to slednje se namreé prvi¢ zgodi Sele
pri tocki j, saj smo tako j sploh definirali). Na$ postopek je tedaj pripisal tocki j
tezavnost t; = 1 + max;ecp(j) ti, kar je potemtakem < 1+ max;ep(;) ui. Po drugi
strani je ocena u; gotovo vecja od vseh u; za ¢ € P(j), saj drugace nabor ocen ue ne
bi bil veljaven; torej je u; > max;cp(;) ui; in ker so ocene celostevilske, to pomeni
u; > 14+max;ep(;) us > 1+max;cp(j) ti = tj, torej u; > t;, kar je protislovje, saj smo

Jj izbrali tako, da je t; > u;. — Vidimo torej, da nas predpostavka max; u; < max; t;
v vsakem primeru privede v protislovje, torej je maksimalna ocena pri nasem naboru
najmanjsa mozna. d

Zapisimo naso resitev Se s psevdokodo. Za zacetek potrebujemo postopek, ki
pripravi graf; natanéneje povedano, za vsako nalogo j potrebujemo mnozico, ki smo
jo zgoraj imenovali P(j), torej tiste naloge 4, za katere mora biti ¢; < t;.
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for j :=1 to n do P[j] := prazna mnozica;
za vsakega ucenca v vhodnih podatkih:
R := prazna mnozica; (* naloge, ki jih je Ze uspesno resil *)
za vsako nalogo 7, ki jo je poskusal resiti (v takem vrstnem redu,
v kakr$nem jih je poskusal resevati):
Ce je ta ucenec to nalogo resil, dodaj j v mnozico R;
sicer P[j] := P[j]U R;

Pri topoloskem urejanju bo prislo prav, ¢e bomo imeli poleg seznamov predhodnikov
tudi sezname naslednikov: za nalogo 4 naj bo N (i) mnozica tistih nalog j, za katere
obstaja povezava i — j.

for i := 1 to n do N[i] := prazna mnozica;
for j :=1 to n do za vsako ¢ € P[j]: dodaj j v N[i];

Zdaj se lahko lotimo topoloskega urejanja. Za vsako nalogo j bomo vzdrzevali Stevec
d[7], ki pove, koliko nalogam iz P(j) Se nismo pripisali ocene tezavnosti. Ko ta Stevec
pade na 0, lahko pripiSemo tezavnost tudi nalogi j sami.

() := prazna vrsta;
for j:=1 to n:
3] == 0; d[j] := |P[j]l; if d[j] = 0 then dodaj j v @;
dokler @ ni prazna:
naj bo j poljubna naloga iz @Q; pobrisi j iz Q;
za vsako ¢ € P[j]: t[j] := max{¢t[j], t[{]};
tg] =t + 1 1)
za vsako i € N[j]:
d[i] :=d[i] — 1; if d[i] = 0 then dodaj i v Q;

Na koncu imamo v tabeli ¢[-] primeren nabor ocen; ée pa je kak$na od vrednosti
t[-] Se vedno 0, to pomeni, da nam grafa ni uspelo topologko urediti, torej je v njem
cikel in problem ni resljiv.

Razmislimo Se o razli¢icah naloge, ki ju omenja besedilo naloge na koncu. Spo-
mnimo se, da Ce obstaja povezava ¢ — j, to pomeni, da je nekdo uspesno resil nalogo
i in kasneje neuspesno poskusil resiti nalogo j; toda pri lazji razli¢ici naloge zdaj
vemo tudi, da je nalogo ¢ gotovo reseval na dan ¢, nalogo j pa na dan j; torej nastopi
dan j kasneje kot dan i, torej je i < j. Z drugimi besedami, za vsako povezavo i — j
velja ¢ < j; torej se nam ni treba truditi z iskanjem topoloskega vrstnega reda, saj
7e vnaprej vemo, da je primeren topoloski vrstni red kar 1,2,...,n.

Pri tezji razlicici, kjer so ocene nekaterih nalog predpisane vnaprej, pa moramo
v na$i resitvi spremeniti naslednje: ko nasa dosedanja resitev v vrstici (f) izra¢una
oceno t[j], mora Se preveriti, ali je za nalogo j morda v vhodnih podatkih podana
7e vnaprej predpisana ocena. Ce ni, nadaljujemo kot obi¢ajno. Ce pa je, recimo
tej oceni 7;; takrat razmisljajmo takole: e je 7; > t[j], priredimo t[j] := 7; in
nadaljujmo s postopkom; &e pa je 7; < t[j], je problem neresljiv, kajti ¢t[j] je naj-
nizja ocena, ki ne prekrsi nobene od omejitev na povezavah ¢ — j, torej bi dobili
neveljaven nabor ocen, ¢e bi namesto ¢[j] uporabili predpisano oceno 7;.
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12. Knjizna kazala

Nalogo lahko resujemo z dinami¢nim programiranjem. Naj bo f(m, P) cena najbolj-
Sega zaporedja premikov, ¢e se omejimo na prvih m ukazov in bi radi na koncu imeli
kazala na polozajih P = {p1,...,pr}. Pri tem si moramo P predstavljati ne kot
mnozico, pa¢ pa kot multimnozico (vreco), ker je lahko ve¢ kazal na istem polozaju
in ima torej P vec enakih elementov. Poleg tega mora biti vsaj en element P-ja enak
Zm, ostali elementi pa morajo biti iz mnozice {1, z1,...,Tm-1} (kajti na zacetku so
bila vsa kazala na polozaju 1, nato smo eno od njih premaknili na z1, nato eno na
22 in tako naprej, v zadnjem premiku pa smo neko kazalo premaknili na ).

Ce v taksni resitvi potem premaknemo eno od kazal na 11, dobimo veljavno
zaporedje premikov za prvih m + 1 ukazov: za vsak p € P je torej |p — Tm+1| +
f(m, P) kandidat za vrednost f(m+1, P—{p}U{zm+1}). Med vec tako dobljenimi
kandidati si moramo zapomniti najboljsega. Tako lahko s¢asoma racunamo resitve
vse vecjih podproblemov, dokler ne pridemo do m = u. Zapisimo dobljeni postopek
s psevdokodo; za vsak m bomo imeli slovar (razprseno tabelo) f,,, v katerem bomo
kot kljuce hranili multimnozice P, pripadajoCe vrednosti pa bodo cene najboljsih
resitev f(m, P).

fo := slovar, ki vsebuje le klju¢ {1,1,...,1} z ceno 0;
for m:=1 to w:
fm := prazen slovar;
za vsak klju¢ P (s pripadajoco ceno c) v slovarju fp,—1:
za vsak razlicen element p € P:
Pl= P {p}Ufam}; ¢ = c+ [om —pl
e kljuéa P’ e ni v f,,, ga tja dodaj s pripadajo¢o ceno c’;
sicer, ¢e je P’ Ze v fm, vendar s ceno, vi§jo od ¢/,
popravi v fm, ceno klju¢a P’ na c’;
slovar fm,,—1 lahko tu pobriSsemo, da porabimo manj pomnilnika;
vrni najmanjso ceno iz slovarja f;

Pri posameznem m dosezemo take P-je, pri katerih je vsaj en element enak x,,
drugi pa so iz {1,21,...,Zm_1}; torej je moznih kvedjemu min{m,n}*~' razliénih
P-jev. (Pri tem smo upostevali, da je za vsako kazalo moznih najve¢ n razli¢nih
polozajev; to je sicer pomembno le pri m > n.) Ce to sestejemo po vseh m, vidimo,
da ta resitev pregleda priblizno O(u - s*~!) podproblemov za s := min{n,u}. Pri
vsakem podproblemu imamo potem notranjo zanko po p (to je O(k) iteracij), v vsaki
iteraciji te zanke pa nam bo izraéun P’ in poizvedba z njim v slovar f,, nac¢eloma
vzela O(k) ¢asa. Casovna zahtevnost je torej vsega skupaj O(k* - u - s*7!). Da
bo to obvladljivo, moramo imeti ali zelo majhno $tevilo kazal (npr. &k = 2, da bo
eksponent majhen) ali pa zmerno majhno Stevilo kazal in majhno osnovo s (torej
mora biti knjiga tanka ali pa mora biti Stevilo ukazov majhno).

13. Drevesasti izrazi

Definicijo vsakega izraza bomo predstavili s strukturo, ki vsebuje ime izraza, ime
funkcije in vektor z argumenti. Argumente lahko predstavimo s celimi stevili, pri
C¢emer vrednost a > 0 pomeni, da je argument naravno Stevilo a, vrednost a < 0 pa
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nam bo pomenila, da je argument izraz, ki se v nasem seznamu definicij pojavlja na
indeksu —a.

#include <string>
#include <vector>
#include <iostream>
using namespace std;

struct Definicija { string imelzraza, imeFunkcije; vector<int> argumenti; };

Za izpis izraza v razviti obliki lahko uporabimo rekurziven podprogram: izraz iz-
pisemo tako, da izpiSemo najprej ime funkcije, nato oklepaj, nato vse argumente
(lo¢ene z vejicami) in na koncu zaklepaj. Argumente, ki so naravna Stevila, izpi-
Semo kar take, kot so; ¢e pa argument predstavlja podizraz, moramo bodisi izpisati
ta podizraz z rekurzivnim klicem (Ce ga doslej Se nismo izpisali) bodisi izpisati tri
pike (e smo ta podizraz kdaj prej ze izpisali). Vzdrzevati bomo morali torej tabelo
s podatki o tem, katere podizraze smo ze izpisali; v spodnji resitvi je to zelzpisan.

void Izpisilzraz(const vector<Definicija> &definicije,
int stlzraza, vector<bool> &zelzpisan)
{

// V vektorju zelzpisan si oznadujemo, katere izraze smo pri
// izpisu Ze razvili, da jih ne bomo kasneje Se enkrat.
zelzpisan[stlzraza] = true;
// lzpisimo ime funkcije in oklepaj.
auto &D = definicije[stlzraza]; cout << D.imeFunkcije << " (";
// lzpisimo argumente.
for (int i = 0; i < D.argumenti.size(); ++i)
{
if (i > 0) cout << ", "; // Med argumenti so vejice.
/] Ce je argument > 0, ga izpisemo kot naravno stevilo.
if (int a = D.argumenti[i]; a > 0) cout << a;
// Sicer je argument Stevilka nekega izraza, pomnoZena z —1.
// Ce smo ta izraz kdaj prej Ze izpisali, izpisemo le tri pike.
else if (zelzpisan[—a]) cout << "...";
// Sicer pa izraz izpiSemo z rekurzivnim klicem.
else Izpisilzraz(definicije, —a, zelzpisan);
}

cout << ")"; // Izpisimo Se zaklepaj na koncu.

}

Glavni podprogram lIzpisilzraze pa gre v zanki po vseh definicijah in za vsako izpise
ime izraza, enacaj in nato izraz v razviti obliki (za kar pokli¢e rekurzivni podprogram
Izpisilzraz).

void Izpisilzraze(const vector<Definicija> &definicije)

for (int stlzraza = 0; stlzraza < definicije.size(); ++stlzraza)
{
vector<bool> zelzpisan(definicije.size(), false);
cout << definicije[stlzraza).imelzraza << " = ";
Izpisilzraz(definicije, stlzraza, zelzpisan); cout << endl;
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}

int main()
{
// Primer iz besedila naloge.
Izpisilzraze({
{"foo", "b", {1, —1}}, // definicije[0]: foo
{"bar", "c", {0, 6}} }); // definicije[1]: bar

// Pri gornjem klicu se izpise:

b(1, bar)
c(foo, 6)

// foo =Db(, c(..., 6))
// bar = c(b(1, ...), 6)
return 0;

14. Gospodarska rast

Ker je mreza neskoncna in ker lahko vojak v okviru ene runde potuje poljubno dalec¢
in pri tem precka tudi zasedena polja, je pri tej igri popolnoma nepomembno, kje
na mrezi se kaj nahaja — katera polja so osvojena, kje stojijo vojaki in kje tovarne;
pomembno je le, koliko je takih polj, koliko vojakov in koliko tovarn. (Zato tudi kot
vhodni podatek dobimo le stevilo osvojenih polj &k, ne pa tudi polozaja oz. zemljevida
teh polj).

Opisimo torej stanje igre s trojico (p, v, t), ki pove, da imamo v vojakov, ¢t tovarn
in p praznih osvojenih polj. Skupno Stevilo osvojenih polj je potem p+ v +t. Lahko
se zgodi, da je isto stanje mogocCe doseci na ve¢ nacinov in imeti pri tem razli¢no
kolicino denarja; za nas so seveda zanimive resitve s ¢im vec¢ denarja, ker nam te
puséajo najbolj proste roke pri nadaljevanju igre. Naj bo torej fr(p,v,t) najvecja
koli¢ina denarja, ki jo lahko imamo, ¢e je igra ob koncu r-te runde v stanju (p, v, t).
Funkcijo f, si lahko predstavljamo kot slovar, v katerem so kljudi tista stanja (p, v, t),
ki so res dosegljiva po r rundah, pripadajoc¢a vrednost pri takem kljucu pa je najvecje
Stevilo kovancev, s katerim lahko to stanje dosezemo.

Ta prostor stanj lahko sistemati¢no preiskujemo po narascajocem stevilu rund
r; ustavili pa se bomo, ¢im dosezemo kaksno stanje s p + v +t > n. Pri osvajanju
novih polj upostevajmo Se to, da ni nobene koristi od tega, da kaksen vojak v kaksni
rundi ne bi osvojil novega polja; to lahko vedno stori, saj je mreza neskonc¢na; tudi
stane nas ni¢ vec, kot Ce bi vojak stal pri miru; Stevilo praznih osvojenih polj pa
se pri tem poveca za 1, kar nam bo dalo v nadaljevanju igre ve¢ moznosti glede
postavljanja novih vojakov in tovarn.

if d > n then return 0;
r:=0; fo := slovar, v katerem je kljuc le (k,0,0) z vrednostjo d;

while true:

g := prazen slovar;

za vsako stanje (p,v,t) iz slovarja f,:
z = fr(p,v,1);
z := z — v; if z <0 then continue; (* Placajmo vojake. *)
z := z + 5t; (* Poberimo denar od tovarn. *)
p:=p+v; (* Posljimo vse vojake osvajat nova polja. *)
if p+v+¢>n then return r + 1; (* Osvojili smo dovolj ozemlja. *)
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while true: (* Postavimo nekaj tovarn (lahko tudi nobene). *)
vpisi (p,v,t) z zneskom z v slovar g;
p=p—1Lt:=t+1;z:=2—-12;
if p <0 or z < 0 then break;

slovar f, lahko zdaj pozabimo, da prihranimo nekaj pomnilnika;
r:=r 4+ 1; f, := prazen slovar;
za vsako stanje (p,v,t) iz slovarja g:
z:=g(p,v,t);
while true: (* Postavimo nekaj vojakov (lahko tudi nobenega). *)
vpisi (p,v,t) z zneskom z v slovar fr;
p=p—Llv:=v+1; z:= 2z —10;
if p < 0 or z < 0 then break;

V vrsticah, ki vpisujeta v slovar g oz. f,, je seveda misljeno, da stanje vpiSemo v
slovar le, ¢e ga Se ni tam; Ce pa je Ze tam, moramo pogledati, ali je morda njemu
pripadajoci znesek v slovarju manjsi od z, in Ce je tako, ga povecamo na z.

15. Dekodiranje besedila

Pred dekodiranjem je koristno zloziti kode v trie — drevo, v katerem ima vsako
vozlisée (najved) dva otroka, oznaena z bitoma 0 in 1. Vsaka pot od korena do
kaksnega drugega vozlis¢a tako predstavlja neki niz bitov. Ce je ta niz ravno koda
kaksne érke, si to érko zapigimo v vozlisée na koncu te poti. Ce se ve¢ kod ujema v
prvih nekaj bitih, si tudi njim pripadajoce poti po drevesu delijo tistih prvih nekaj
vozlis¢, kasneje pa se razvejijo.

Primer drevesa, ki nastane, ¢e imamo kode a — 10, b — 0011,
c — 000 in d — 11.

Pri dekodiranju za¢nemo v korenu drevesa, beremo vhodni niz bit po bit in se
spuscamo po povezavah, ki ustrezajo prebranim bitom. Ko pridemo do vozlisca,
ki predstavlja kodo kaksne ¢rke, pa moramo to érko dodati v izhodni (dekodirani)
niz in zaceti pregledovati drevo spet od korena, da bomo razvozlali naslednjo kodo.
Tako nadaljujemo vse do konca vhodnega niza.

#include <vector>
#include <string>
using namespace std;

struct Vozlisce {
char crka = 0;
Vozlisce *otroka[2] = { nullptr, nullptr }; };

// Doda v drevo dani niz bitov , koda“ in v vozlis¢e na koncu tega niza vpise &rko , crka”
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void DodajKodo(Vozlisce *koren, const char *koda, int crka)

Vozlisce *v = koren; // Zaénimo pri korenu drevesa.
while (*koda)
{

// Poglejmo, v katerem v-jevem otroku moramo nadaljevati pot.
auto &otrok = v—>otroka[*koda++ — '0'];

/] Ce tega otroka $e ni, ga ustvarimo zdaj.
if (! otrok) otrok = new Vozlisce();

v = otrok; // Premaknimo se v tega otroka.

}

// Zapisimo si &rko, ki jo predstavlja koda, s katero smo dosegli trenutno vozlisce.

v—>crka = crka;

}

// Dekodira dani niz (zaporedje znakov '0' in '1'). Kode v vektorju , kode"
// naj predstavljajo po vrsti érke 'a', 'b', 'c' in tako naprej.
string Dekodiraj(const char *niz, const vector<string> &kode)

// Pripravimo si drevo in vanj vpisimo vse kode.

Vozlisce *koren = new Vozlisce();

for (int i = 0; i < kode.size(); ++i)
DodajKodo(koren, kode[i].c_str(), 'a' + i);

// Dekodirajmo niz.

Vozlisce *v = koren; string dekodiranNiz;

while (*niz) {
// Preberimo naslednji bit niza in se spustimo po drevesu.
v = v—>otroka[*niz++ — '0'];

/] Ce se v trenutnem vozliséu konéa koda kaksne Erke, jo dodajmo v izhodni
// niz in za&nimo pregledovati drevo spet od korena.
if (v—>crka) { dekodiranNiz.push_back(v—>crka); v = koren; } }

return dekodiranNiz;

16. Stresniki

201

Voda lahko zapusti daljico (v tem opisu resitve bomo besedi ,stresnik® in ,daljica®

daljico AD predstavljamo kot razdeljeno na tri ¢lene: AB, BC in CD. Ce se znajde
na daljici AD voda kjerkoli na intervalu [A, B), bo od tam dosegla tocko B; Ce se
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znajde voda kjerkoli na intervalu [B, C'), bo od tam dosegla tocko C; in ¢e se znajde
kjerkoli na intervalu [C, D), bo od tam dosegla toc¢ko D. Iz to¢ke D bo potem padla
navpi¢no navzdol in pri tem morda zadela kaksno drugo, nize leze¢o daljico (oz. neki
¢len te daljice); tam bomo potem nadaljevali s podobnim razmislekom. Ce pa voda,
ki pada iz D, ne naleti na nobeno nize lezeco daljico, to pomeni, da bo tam nastal
navpicen curek vode, ki bo v nasih konénih rezultatih (po katerih sprasuje naloga)
razmejeval dva suha intervala.

Nekaj vec pazljivosti pa bo treba pri razmisleku, kako se voda razsiri z ene daljice
na drugo, kjer se tidve stikata (gl. primere na spodnji sliki na str. 62). (1) Recimo,
da je tocka T krajisce ene ali vec¢ daljic, poleg tega pa Se lezi v notranjosti daljice
UV . Za zacetek je koristno daljice s krajis¢em T razdeliti glede na to, ali lezijo nad
ali pod daljico UV — z drugimi besedami, ali drugo krajis¢e daljice (tisto, ki ni v
tocki T') lezi nad ali pod premico skozi U in V; tako nastalima skupinama bomo
rekli zgornje in spodnje daljice.

(1.1) Ce zdaj voda pritede v tocko T po eni od zgornjih daljic ali po daljici UV
ali pa pade v tocko T od zgoraj z navpi¢nim curkom, se lahko iz T razsiri tudi na
druge zgornje daljice (seveda le tiste, ki jim je T zgornje krajisce ali pa so vodoravne,
ne pa tudi na tiste, ki jim je T spodnje krajisce), poleg tega pa tudi na daljico UV
(po kateri tece iz tocke T navzdol, ¢e pa je UV vodoravna, tece seveda voda po njej
v obe smeri); ne more pa se razsiriti na spodnje daljice, kajti pri tem jo ovira daljica
UV, ki — ne pozabimo — v tocki T nima krajisca, zato voda tu ne more prodreti
skoznjo. Iz enakega razloga voda v T tudi ne more pasti navpi¢no navzdol.

(1.2) Podobno pa, ¢e voda pritece v tocko T po eni od spodnjih daljic, se lahko
iz T raz$iri tudi na druge spodnje daljice (tiste, ki jim je T' zgornje krajisce ali pa so
vodoravne), poleg tega pa tudi pade iz T' v curku navpi¢no navzdol; ne more pa se
razsiriti na zgornje daljice, pa tudi ne na daljico UV, kajti voda v tocki T ne more
prodreti skozi daljico UV (kar bi morala storiti, da bi lahko potem tekla po zgornji
strani te daljice).

Tidve moznosti, (1.1) in (1.2), sta ¢isto neodvisni; lahko se zgodi ena, druga, obe
ali nobena. V mislih si lahko predstavljamo, kot da bi razdelili taksno tocko 7' na
dve, ,zgornjo“ T, in ,spodnjo“ Ts; za zgornje daljice bi lahko potem rekli, da imajo
krajis¢e T, ta tocka pa je tudi tista, ki lezi na UV (in razmejuje dva izmed njenih
¢lenov); spodnje daljice pa imajo krajisée Ts (in ta tocka sploh ne lezi na UV).

(2) Lazji primer nastopi, ¢e je T krajis€e ene ali ve¢ daljic, obenem pa ne lezi
v notranjosti nobene daljice. Tu torej ni nobene daljice, kot je bila prej UV, ki
bi vodi ovirala prehajanje med daljicami s krajis¢em 7T ali ji preprecevala, da bi iz
T padala v navpi¢nem curku. Ta primer zato lahko obravnavamo enako kot (1.2);
tocko T, ki ne lezi v notranjosti nobene daljice, si lahko predstavljamo kot spodnjo
(brez pripadajode zgornje tocke).

Preden lahko opisani razmislek uporabimo za resitev naloge (da sledimo gibanju
vode in ugotovimo, s katerih krajis¢ katerih daljic se na koncu sceja v navpic¢nih
curkih, ne da bi Se kdaj zadela kak stresnik), moramo doreci Se nekaj podrobnosti.
Na zacetku pada dez z neba (iz neskonéne visine) pri vseh z-koordinatah; ugotoviti
moramo, katere ¢lene katerih daljic pri tem zadene, poleg tega pa Se, na katerih
intervalih z-koordinat ne zadene dez nobene daljice (in torej pade neovirano mimo
vseh stresnikov). Poleg tega smo videli, da iz spodnjih toc¢k voda pada tudi v curku
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navpicno navzdol; zanimalo nas bo seveda vedeti, kateri ¢len katere daljice pri tem
zadene. In koncno, znati moramo tudi dovolj ucinkovito poiskati vse tocke, kjer se
dotikata dve ali ve¢ daljic (Se posebej tiste, kjer lezi krajisCe ene daljice v notranjosti
neke druge daljice).

Vse to lahko naredimo s preletom ravnine (plane sweep) z navpiéno premico
po narascajocih z-koordinatah. Med preletom ravnine z navpic¢no premico bomo
vzdrzevali podatke o tem, katere daljice so prisotne na trenutni z-koordinati; to
zaporedje daljic bomo vzdrzevali urejeno po y-koordinati od spodaj navzgor (ce
je ve¢ daljic prisotnih na isti y-koordinati, pa morajo biti urejene narascajoce po
naklonu). Ker se daljice ne sekajo, se ta vrstni red ne spreminja drugade kot tako, da
vanj obéasno vstopi kaksna nova daljica (ko dosezemo z-koordinato njenega levega
krajis¢a) in da obcasno kak$na obstojeca daljica izpade iz njega (ko dosezemo z-
koordinato njenega desnega krajisa). Da bomo lahko taksno urejeno zaporedje
popravljali dovolj u¢inkovito, ga je koristno hraniti na primer v rdece-crnem drevesu.
Zapisimo psevdokodo nasega preleta ravnine:

1 T := mnozica vseh tock, na katerih lezijo krajisca daljic;
2 za vsako daljico d naj bo Ly prazen seznam;
3 D := prazno drevo; z, 1= —o0;
4 za vsak xo, ki je x-koordinata kaksne tocke iz T' (v naraséajocem
vrstnem redu):
¢e je D trenutno prazno, si zapomni, da voda, ki pada z neba na
z-koordinatah (xp,zo), neovirano pada mimo vseh stresnikov;

6  sicer naj bo d najvisja daljica, ki je trenutno v D; zapomni si, da voda,
ki pada z neba na z-koordinatah (x,, o), najprej pristane na
|Lg4|-tem ¢lenu daljice d;

7  za vsako daljico d, ki ima desno krajis¢e na x = xzq:

8 dodaj to desno krajisc¢e na konec seznama L4 in pobrisi d iz D;

(* Trenutno so v D natanko tiste daljice, ki se zacénejo levo od g
in koncajo desno od xo; torej so prisotne na x = xo, vendar tam
nimagjo krajiséa. *)

9  za vsak yo, kjer je (zo,y0) € T

10 ¢e je v D prisotna daljica d, ki gre skozi (zo,yo),
to pomeni, da ta tocka lezi na daljici d, ni pa krajisce te daljice;
dodaj (zo,yo) na konec seznama Lg;

ot

11 med daljicami iz D, ki imajo pri x = xo visino y < yo, naj bo
y1 najvisja vrednost y in naj bo di daljica, ki gre skozi (xo,y1);
(e ni nobene take daljice, si mislimo y1 = —00);
12 naj bo yo := max{y : (zvo0,y) €T, y < yo};
13 za tocko T si zapomni, da voda, ki curlja iz nje navpi¢no navzdol:
14 (Ce je y1 = y2 = —o0) pada v nedogled, ne zadene nobenega stresnika;
15 (sicer, Ce je y2 > y1) pristane na tocki (zo, y2);
16 (sicer) pristane na |Lg, |-tem ¢lenu daljice di;

(* konec zanke po yo *)
17 naj bo d; tista daljica iz D, ki ima pri x = x¢ najvisjo y-koordinato,
in naj bo y1 ta y-koordinata (Ce je D prazen, naj bo y1 = —0);
18  mnaj bo y2 := max{y : (z0,y) € T};
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19  ce je y1 > y2, si zapomni, da voda, ki pada z neba pri x = xo,
najprej pristane |Lq, |-tem ¢lenu daljice di;

20  sicer si zapomni, da voda, ki pada z neba pri x = xo, najprej
pristane na tocki (xo, y2);

21 za vsako daljico d, ki ima levo krajis¢e na = = zo:

22 dodaj to levo krajisce na konec seznama L4 in dodaj d v D;

23 Tp 1= To;

(* konec zanke po xo *)
24 za vodo, ki pada z neba na z-koordinatah (z,,00), si zapomni,
da neovirano pada mimo vseh stresnikov;

Rezultat tega preleta ravnine je, da za nekatere odprte intervale z-koordinat ze
vemo, da voda, ki pada z neba pri teh intervalih, neovirano pride mimo vseh stres-
nikov (vrstici 5 in 24); poleg tega za vsako tocko vemo, ali lezi na kaksni daljici, ne
da bi bila njeno krajis¢e (vrstica 10); za vsako tocko vemo tudi, kje (¢e sploh kje) bi
pristala voda, ki bi curljala iz nje navpi¢no navzdol (vrstice 13-16); poleg tega pa
imamo za vsako daljico d seznam L4 vseh tock na njej, od leve proti desni. Poleg
tega smo za nekatere ¢lene nekaterih daljic, pa tudi za nekatere tocke, izvedeli, da
voda nanje pade neposredno z neba (ker nad njimi ni nobenega drugega stresnika;
vrstici 19-20).

Zdaj moramo gibanju te vode slediti od zgoraj navzdol po stresnikih, da bomo
ugotovili, pri kateri z-koordinati Se zadnji¢ pade s konca kakega stresnika. Da bomo
to laze naredili, predstavimo stresnike z usmerjenim grafom (V, E), ki ima po dve
tocki (,,spodnjo® in ,zgornjo*) za vsako krajisc¢e ¢t € T, poleg tega pa Se po eno tocko
za vsak ¢len vsake daljice. Povezave u — v bodo v tem grafu prisotne natanko tam,
kjer lahko voda iz c¢lena ali krajisca u teCe neposredno v ¢len ali krajisce v. Te
povezave pokrivajo tako primere, kjer se dve daljici dotikata in lahko voda tece z
ene na drugo, kot tudi primere, kjer voda curlja navpic¢no navzdol z ene daljice
na drugo (povezave za takSne navpi¢ne curke se vedno zacnejo v eni od spodnjih
tock, koncajo pa bodisi v enem od &lenov ali pa v eni od zgornjih tock). Ce kakina
t € T ne lezi v notranjosti nobene daljice (pac pa je le krajisce ene ali ve¢ daljic) in
torej ,,zgornje” tocke zanjo ne potrebujemo, jo bomo v spodnjem postopku vendarle
ustvarili, nato pa zanjo tudi dodali povezavo v pripadajoco ,spodnjo* tocko (tako
lahko voda, ki ob navpi¢nem padanju morda doseze zgornjo tocko, pride od tam
v spodnjo in je ufinek enak, kot ¢e bi imeli le spodnjo tocko). Oglejmo si zdaj
psevdokodo za pripravo grafa:

25 V:={(,9),(t,2):t€Tyu{(d,i):d € D,1<i<|Lg4l}; E:={};

26 za vsako v € V naj bo N[v] prazna mnozica;

27 za vsako daljico d € D:

28  k:=|Lq|; t := Lq[1]; u := Lqlk];

29  dodaj (d,1) v N[t,S] in (d,k — 1) v N[u,S];

30 za vsako daljico d € D, za vsak i =2,3,...,|Lq| — 1:

31 t:= Lq[i]; (* tocka t lezi na d, vendar ni njeno krajisce *)

32 Nt z] :=={(d,i—1),(d,q)}; (* clena daljice d, med katerima je tocka t *)
33 zavsak (d',i) € N[t,S]:

34 naj bo u tisto od krajis¢ daljice d’, ki ni enako ¢;

35 ¢e lezi u nad nosilko daljice d, premakni (d’,) iz N[t,S] v N[t, Z];



Resitve neuporabljenih nalog iz leta 2020 205

36 za vsako (t,c) € V, za vsako (d,i) € N[t,]:
37  clen (d,4) povezuje tocki Lg[i] in Lg[i + 1]; naj bo u tista od
teh dveh tock, ki ni enaka t;
38 e je u.y > ty, dodaj v E povezavo (d,i) — (t,c);
39  cejet.y > u.y, dodaj v E povezavo (t,c¢) — (d,1);
40 za vsako tocko t € T"
41  &e je NJu,Z] prazna, dodaj v E povezavo (t,Z) — (t,8);
42 Ce voda, ki curlja navpi¢no dol iz ¢, pristane v tocki u (vrstica 15):

43 dodaj v E povezavo (t,8) — (u, Z);
44 sicer, ¢e ta voda pristane na i-tem ¢lenu daljice d (vrstica 16):
45 dodaj v E povezavo (t,8) — (d,1);

Mnozica N[v] predstavlja ¢lene, ki so sosednji tocki v (torej imajo toc¢ko v za eno od
svojih krajis¢). Najprej dodamo clene, ki vsebujejo kaksno krajisée kaksne daljice
(torej prvi in zadnji ¢len vsake daljice), v mnozico N[v] za spodnjo tocko tistega
krajisca (vrstice 27-29). Nato za vsako tocko ¢ v notranjosti kaksne daljice d pogle-
damo, kateri od €lenov iz N|t,S] v resnici lezijo nad daljico d in jih bo treba zato
povezati z zgornjo tocko, ne s spodnjo; tiste potem premaknemo v N[t,Z] (vrstice
30-35). Nato lahko dodamo povezave med vsako tocko v in njej sosednjimi ¢leni
NJv], pri ¢emer morajo biti te povezave seveda usmerjene tako, da voda ne tede
navkreber (vrstice 36-39). Na koncu pa dodamo Se povezave, ki predstavljajo nav-
pi¢ne curke vode iz vsake spodnje tocke (vrstice 42-45) in ki v primerih, ko zgornje
tocke v resnici sploh ne bi smelo biti, omogocijo vodi, da pride iz nje v pripadajoco
spodnjo toc¢ko (vrstica 41).

Graf je zdaj pripravljen in v njem lahko z iskanjem v Sirino ugotavljamo, kam
vse se razlije voda; pri tem v mnozici R hranimo vse tocke grafa, za katere ze
vemo, da jih voda doseze, v vrsti () pa tiste, za katere Se nismo pogledali, kam se
potem voda razlije naprej iz njih. Na zacetku dodamo v @ in R tiste tocke grafa
(krajis¢a in ¢lene), za katere smo Ze ob preletu ravnine ugotovili, da pada voda z
neba neposredno nanje.

46 @ := prazna vrsta; R := prazna mnozica;
47 za vsako tocko t € T, v katero pada voda neposredno z neba (vrstica 20):
48  dodaj (t,2) v Q in v R;
49 kjerkoli pada voda neposredno z neba na i-ti ¢len daljice d (vrstica 19):
50 dodaj (d,i) v @ in v R;
51 dokler @ ni prazna:
52 naj bo u poljuben element Q; pobrisi u iz Q;
53 za vsako povezavo (u — v) € E, e v € R:
54 dodaj v v Q in v R;
55 P := prazen seznam;
56 za vsako t € T, ¢e voda, ki pada navpicno dol iz ¢, ne zadene
nobenega stresnika ve¢ (vrstica 14):
57  ceje (t,8) € R, dodaj t.x v P;
Zdaj imamo v P zbrane vse tiste z-koordinate, pri katerih se voda sceja s krajisca
kakega stresnika in od tam pada navpi¢no navzdol, ne da bi se kdaj zadela kak
stresnik. Skupaj z odprtimi intervali, kjer voda pada neovirano mimo vseh stresnikov
(vrstici 5 in 24), so to potem vse z-koordinate, kjer voda doseze tla.
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58 O := mnozica odprtih intervalov, kjer pada voda neovirano z neba,
ne da bi zadela kak stresnik (vrstici 5 in 24);

59 uredi P narascajoce;

60 za vsaki dve zaporedni koordinati z; in z;4+1 iz P:

61 ¢e (x4, it1) ni v O, potem je to suh interval;

Razmislimo Se o Casovni zahtevnosti nase resitve. Imamo n stresnikov, zato tudi
O(n) krajis¢; poleg tega vsako krajisce lahko lezi Se na najve¢ eni drugi daljici, ki tam
nima krajisca (kajti ¢e bi bili taki daljici dve, bi se sekali, naloga pa zagotavlja, da se
stre$niki ne sekajo). To pomeni, da je skupno Stevilo ¢lenov (po vseh daljicah skupaj)
tudi O(n). Za urejanje tock po z-koordinatah (za vrstico 4) porabimo O(nlogn)
Casa. Vsako daljico moramo enkrat dodati v drevo (vrstica 22) in jo enkrat pobrisati
iz njega (vrstica 7); za vsako tocko imamo Se O(1) operacij v drevesu v vrsticah 6,
10, 11; to je skupaj O(n) operacij v drevesu, vsaka od teh pa vzame O(logn) casa.
Vrstica 12 nas stane le O(1), ¢e pregledujemo tocke (pri vsakem xo) po narascajocih
Yo, za kar lahko poskrbimo, ko jih na zacetku urejamo. Tako nam torej prelet ravnine
vzame O(nlogn) Casa. Priprava grafa nam vzame le O(n) Casa: tock grafa je O(n)
(po ena za vsak ¢len in po dve za vsako krajisde), povezav pa tudi. Vsak ¢len namred
lezi med dvema krajiscema in povezave gredo lahko le iz tock, ki predstavljajo tidve
krajisca Se ena povezava, ki predstavlja padanje navpi¢no navzdol. Ker ima graf
O(n) tock in povezav, nam tudi iskanje v Sirino vzame O(n) ¢asa. Na koncu imamo
Se O(nlogn) ¢asa za urejanje mnozice P (vrstica 59). Vsega skupaj je torej ¢asovna
zahtevnost te resitve O(nlogn), prostorska pa O(n).

17. Predlaganje naslednje besede

Za zacetek razmislimo o lazji razli¢ici naloge, pri kateri predpostavimo, da se upo-
rabnik pri prejsnji besedi ni zatipkal. Pri poizvedbi (p;, ¢;) nas potem zanima, katera
med besedami, ki se za¢nejo na ¢; in so v preteklosti sledile besedi p;, je najpogo-
stejsa. Koristno bi bilo torej za besedo p; imeti drevo po érkah (¢rie — primer smo
letos ze videli pri nalogi ,,dekodiranje besedila“ na str. 200, le da smo imeli tam v
drevesu nize nicel in enic, tukaj pa bomo imeli nize malih ¢rk abecede), v katero
bi zlozili besede, ki so v preteklosti sledile besedi p;. Pri vsakem takem vozlisc¢u
drevesa, v katerem se konca kaksna od teh besed, pa bi zapisali tudi Stevilo njenih
pojavitev (torej kolikokrat je v preteklosti ta beseda sledila besedi p;); temu Stevilu
za vozlisée u recimo Nu].

Ce imamo taksno drevo — recimo mu T'(p;) — se lahko potem po njem spustimo
od korena navzdol po povezavah, ki po vrsti ustrezajo ¢rkam niza c;. Za vozlisce
(recimo mu z), v katerem se ustavimo (ko pridemo do konca ¢; ), nas potem naceloma
zanima, katero vozlisée v med z-ovimi potomci (lahko je tudi v = z) ima najvecjo
vrednost N[v]; tisto potem ustreza najpogostejsi besedi na ¢;, ki je doslej sledila
besedi p;. Vidimo torej, da je koristno, ¢e v vsakem vozlis¢u v nasega drevesa poleg
vrednosti N[u] hranimo tudi podatek o tem, pri katerem u-jevem potomcu v je
doseZena najvecja vrednost N[v]; recimo temu potomcu M[u]. V vsakem vozlis¢u
u bomo hranili tudi kazalec na njegovega starsa Plu] ter ¢rko C[u] na povezavi od
Plu] do u.

Zapisimo s psevdokodo postopek za dodajanje niza s = s152...5s] v drevo 71"
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podprogram Dobpaj(drevo 7', niz s):
u := koren drevesa T'; DODAJR(u, s, 1);

podprogram DoDAJR(vozlisée u, niz s, indeks 7):
if i > [s]:
Nlu] := Nu] + 1;
if N[u] > N[M[u]] then M[u] := u;
return;
v 1= tisti u-jev otrok, do katerega vodi povezava s ¢rko s;;
Ce takega otroka v Se ni, ga ustvari zdaj, ga dodaj pod u in vanj
vpisi Pv] := u, Clu] := s;, N[v] := 0 in M[v] := v;
DopaJR(v, s, i+ 1);
if N[M[v]] > N[M[u]] then M[u] := M[v];
Imamo torej rekurzivni podprogram DODAJR, ki se spusca po drevesu po ¢rkah s-ja
in pri tem dodaja morebitna manjkajoca vozlisca; ko pride do konca s-ja, poveca v
ustreznem vozlis¢u N[u] za 1, nato pa ob vracanju gor po drevesu v vsakem vozlis¢u,
ée je treba, popravi vrednost M[u].

Se preprostejsa je poizvedba v drevesu: spus¢amo se od korena navzdol po po-
vezavah, ki ustrezajo ¢rkam poizvedovalnega niza, in ko pridemo do konca le-tega,
nam vrednost M[u] v trenutnem vozliséu pokaze na vozlisce, v katerem se konéa
najpogostejsa beseda, ki se zaéne na poizvedovalni niz. Ce hoemo to besedo tudi
rekonstruirati, se lahko sprehodimo od M|u] gor do korena (pri tem uporabljamo
vrednosti P[], da se iz trenutnega vozlis¢a premaknemo v njegovega starsa) in sti-
kamo érke na povezavah (vrednosti C[-]), na koncu pa seveda tako dobljeni niz
obrnemo.

funkcija SPUSTISEPODREVESU(drevo T, niz s):
u := koren drevesa T}
for i :=1 to |s|:
u := tisti otrok u-ja, do katerega vodi povezava s ¢rko s;;
if takega otroka ni then return NIL;
return u;

funkcija N1zDoOVo0zLISCA (vozlisce u):
t := prazen niz;
while u # NIL:
dodaj C[u] na konec t-ja; u := Plu];
obrni niz ¢t (z desne na levo) in ga vrni;

funkcija POI1ZVEDBA(drevo T', niz s):
u := SPUSTISEPODREVESU(koren T-ja, s);
if v = NIL then return s
else return N1zDoVozLISCA(M [u]);

Pri spuscanju po drevesu se lahko izkaze, da otroka, v katerega bi se morali spustiti
po naslednji ¢rki s-ja, sploh ni; to pomeni, da se noben niz v drevesu ne zacne na
s. Naloga ne doloca zares, kaj naj v takem primeru naredimo, zato zgoraj vrnemo
kar s (uporabniku torej ne bomo predlagali ni¢esar razen tega, kar je tako ali tako
Ze sam natipkal).
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Doslej smo razmisljali o poenostavljeni nalogi, pri kateri se uporabnik pri prejsnji
besedi ne more zatipkati. Razmislimo zdaj, kaj moramo spremeniti, da bomo podprli
tudi moznost zatipkanja. Zdaj se torej lahko zgodi, da p; ni ,,prava‘ prejsnja beseda
(tista, ki jo je imel uporabnik v resnici v mislih), pa¢ pa je mozna katerakoli taka
beseda p;, ki se od p; razlikuje na enem mestu. Ce bi za vsako od teh p; izvedli
poizvedbo v T'(p;) in dobili najverjetnejSo naslednjo besedo, bi morali potem na
koncu od teh besed uporabiti tisto z najve¢ pojavitvami. Tezava je, da je moznih p;
precej (velikost abecede, pomnozena z dolzino niza p;) in je ta resitev pocasna.

Bolje je, ce si podatke vnaprej malo tudi poagregiramo. Nizu, ki ima na enem
mestu vprasaj namesto ¢rke, bomo rekli vzorec. Vsak vzorec tako predstavlja vec
nizov: tr?a na primer predstavlja nize trta, trma, trda in tako naprej. Ce je p
neki vzorec, ozna¢imo s P(p) mnozico vseh nizov, ki jih dobimo, ¢e vprasaj v p
zamenjamo z neko ¢érko. Oznacimo s T'(p, s) tisto vozlis¢e v T'(p), za katero ¢rke na
poti od korena do tega vozlis¢a tvorijo ravno niz s.

Za vsak vzorec p bomo vzdrzevali drevo T'(p), v katerem bodo obstajala vozlis¢a
T(p, s) za vse take nize s, za katere obstaja vozlisée T'(p, s) pri vsaj enem p € P(p).
Ce je zdaj u = T(p, s) neko tako vozlisée v T'(p), bomo v njem hranili kot M[u]
kazalec na tisto vozlisée v = M[T'(p, s)], ki ima (po vseh p € P(p)) najvecjo vrednost
N[v]. Vrednost M [u] nam torej pove, katera je najpogostejSa naslednja beseda na
s, ki jo lahko dobimo, ¢e vprasaj v vzorcu p zamenjamo z neko konkretno ¢rko po
svoji izbiri.

Pri poizvedbi p; bomo morali pregledati drevesa T'(p) za vse vzorce p, ki jih lahko
dobimo, ¢e v p; en znak spremenimo v vprasaj, in od tako dobljenih kandidatov za
naslednjo besedo vrniti najpogostejso.

Oglejmo si zdaj psevdokodo nase reSitve. Za zacetek je tu podprogram, s ka-
terim popravimo drevo T'(p) po tistem, ko smo v T'(p) dodali niz s. Za vzorec p
predpostavimo, da ga je mogoce dobiti iz p s tem, da spremenimo en znak v vprasaj.

podprogram DODAJV (niz p, vzorec p, niz s):

u := koren drevesa T'(p); @ := koren drevesa T'(p);

for i :=1to |s| + 1:
if N[M|u]] > N[M]a]] then Ma] := M]ul;
if ¢ > |s| then break;
u = tisti otrok u-ja, do katerega kaze povezava s ¢rko s;;
v := tisti otrok @-ja, do katerega kaze povezava s ¢rko s;;
Ce takega otroka v Se ni, ga ustvari zdaj, ga dodaj pod @ in vanj

vpisi Pv] := @, Clu] := s; in M[v] := MJu];

U 1= v;

Naslednji podprogram doda niz s v drevo T'(p) in popravi drevesa T'(p) za vse vzorce,
ki jih je mogoce dobiti iz p:

podprogram DoODAJVVSA(niz p, niz s):
DopaJ(T(p), s);
for j:=1 to |p|:
P := vzorec, ki ga dobimo, ¢e v p spremenimo j-ti znak v vprasaj;
DopaAJV(p, p, s);
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Nekaj, cesar zgoraj nismo eksplicitno pisali, na kar pa je vendarle treba paziti,
je, da ¢e drevesa T'(p) ali T(p) sploh Se nimamo, ga je treba pred dodajanjem
seveda Se ustvariti. Prazno drevo vsebuje le koren u, v katerem je N[u] = 0 in
Mu] = Clu] = Plu] = NIL. Vsa drevesa lahko hranimo v slovarju oz. razprseni
tabeli, kjer so klju¢i nizi (ali vzorci) p, pripadajoce vrednosti pa drevesa T'(p); lahko
pa bi nize p zlozili celo v Se en trie, kjer bi potem vozlisce, do katerega pridemo, ce
od korena navzdol sledimo povezavam, oznacenim s ¢rkami p-ja, vsebovalo kazalec
na koren drevesa T'(p).

Pri poizvedbi (p;, s;) moramo pogledati v drevesa T'(p) za vse take vzorce p, ki
jih je mogoce dobiti iz p; s spremembo enega znaka v vprasaj. Med rezultati, ki jih
tam dobimo, obdrzimo tistega z najve¢ pojavitvami:

funkcija PO1ZVEDBAPOVSEH(niz p, niz s):

u* := NIL; n* := 0;

for j:=1 to |p|:
P := vzorec, ki ga dobimo, ¢e v p spremenimo j-ti znak v vprasaj;
if drevesa T'(p) nimamo then continue;
u := SPUSTISEPODREVESU(T'(p), s);
if w = NIL or N[M[u]] < n* then continue;
u* = M[u]; n* := N[u*];

if «* = NIL then return s

else return N1zDoVozLISCA (u);

Besedilo naloge pravi, da na zacetku dobimo zaporedje z besed, ki jih je uporabnik
doslej ze natipkal; recimo jim wi,wa,...,w.. Iz njih lahko zdaj zelo preprosto
inicializiramo nasa drevesa, nato pa za¢nemo odgovarjati na poizvedbe in po vsaki
dopolnimo drevesa s pravkar natipkano besedo. Glavni blok nasega postopka bo
torej taksen:

for i := 2 to z do DODAIVVSA(w;—1, w;);
for i :=1 to ¢
izpisi POIZVEDBAPOVSEH(p;, ¢;);
DODAIVVSA(ps, ai);

Razmislimo Se o ¢asovni zahtevnosti te resitve. Besede so dolge po najve¢ m znakov,
zato traja dodajanje v eno drevo O(m) Casa; iz besede dolzine m lahko dobimo m
vzorcev, torej mora DoODAJVVSA dodati niz v O(m) dreves, za kar porabi O(m?)
¢asa. Podobno tudi spuséanje po drevesu vzame O(m) ¢asa in ker mora podprogram
Po1zvEDBAPOVSEH narediti to v O(m) drevesih, porabi tudi on skupno O(m?) ¢asa.
Vsega skupaj je torej ¢asovna zahtevnost nase resitve O((z + q)m?).

Naloge so sestavili: predlaganje naslednje besede — Urban Duh; sestankovalna sova — Ma-
tija Grabnar; funkcije, trgovski potnik, sprehod po mrezi I — Gregor Kikelj; ocenjevanje
nalog, dekodiranje besedila — Vid Kocijan; varnostnik, sprehod po mrezi II — Filip Ko-
privec; futosiki — Samo Kralj; ultranet, avtomobili, binoXXO — Mitja Lasi¢; gospodarska
rast, stresniki — Jure Slak; knjizna kazala, drevesasti izrazi — Janez Brank.



210

NASVETI ZA MENTORJE O IZVEDBI SOLSKEGA
TEKMOVANJA IN OCENJEVANJU NA NJEM

[Naslednje nasvete in navodila smo poslali mentorjem, ki so na posameznih Solah
skrbeli za izvedbo in ocenjevanje Solskega tekmovanja. Njihov glavni namen je
bil zagotoviti, da bi tekmovanje potekalo na vseh Solah na priblizno enak nacin
in da bi ocenjevanje tudi na Solskem tekmovanju potekalo v priblizno enakem
duhu kot na drzavnem.—Op. ur.]

Tekmovalci naj pisejo svoje odgovore na papir ali pa jih natipkajo z racunalnikom;
ocenjevanje teh odgovorov poteka v vsakem primeru tako, da jih pregleda in oceni
mentor (in ne npr. tako, da bi se poskusalo izvorno kodo, ki so jo tekmovalci napisali
v svojih odgovorih, prevesti na racunalniku in pognati na kaksnih testnih podatkih).
Cas reSevanja je omejen na 180 minut.

Nekatere naloge kot odgovor zahtevajo program ali podprogram v kaksnem kon-
kretnem programskem jeziku, nekatere naloge pa so tipa ,,opisi postopek®. Pri sle-
dnjih je naceloma vseeno, v kaksni obliki je postopek opisan (naravni jezik, psevdo-
koda, diagram poteka, izvorna koda v kak$nem programskem jeziku, ipd.), samo da
je ta opis dovolj jasen in podroben in je iz njega razvidno, da tekmovalec razume
resitev problema.

Glede tega, katere programske jezike tekmovalci uporabljajo, nase tekmovanje
ne postavlja posebnih omejitev, niti pri nalogah, pri katerih je resitev v nekaterih
jezikih znatno krajSa in enostavnej$a kot v drugih (npr. uporaba perla ali pythona
pri problemih na temo obdelave nizov).

Kjer se v tekmoval¢evem odgovoru pojavlja izvorna koda, naj bo pri ocenjevanju
poudarek predvsem na vsebinski pravilnosti, ne pa na sintakti¢ni. Pri ocenjevanju na
drzavnem tekmovanju zaradi manjkajoc¢ih podpicij in podobnih sintakti¢nih napak
odbijemo mogoce kveCjemu eno tocko od dvajsetih; glavno vprasanje pri izvorni
kodi je, ali se v njej skriva pravilen postopek za resitev problema. Ravno tako
ni ni¢ hudega, ¢e npr. tekmovalec v resitvi v C-ju pozabi na zacetku #includeati
kaksnega od standardnih headerjev, ki bi jih sicer njegov program potreboval; ali
pa ¢e podprogram main() napise tako, da vraca veoid namesto int.

Pri vsaki nalogi je mozno doseci od 0 do 20 tock. Od resitve pricakujemo pred-
vsem to, da je pravilna (= da predlagani postopek ali podprogram vraca pravilne
rezultate), poleg tega pa je zazeleno tudi, da je uéinkovita (manj uéinkovite resitve
dobijo manj tock).

Ce tekmovalec pri neki nalogi ni uspel sestaviti cele resitve, pa¢ pa je prehodil
vsaj del poti do nje in so v njegovem odgovoru razvidne vsaj nekatere od idej, ki jih
resitev tiste naloge potrebuje, naj vendarle dobi delez tock, ki je priblizno v skladu
s tem, koliksen delez resitve je nasel.

Ce v besedilu naloge ni drugace navedeno, lahko tekmovaleva resitev vedno
predpostavi, da so vhodni podatki, s katerimi dela, podani v taksni obliki in v
okviru taksnih omejitev, kot jih zagotavlja naloga. Tekmovalcem torej naceloma ni
treba pisati resitev, ki bi bile odporne na razne napake v vhodnih podatkih.

Ce oblika vhodnih podatkov ni natanéno dolo¢ena, si lahko podrobnosti tek-
movalec izbere sam. Na primer, ¢e naloga pravi, da dobimo seznam parov, je to
lahko v praksi tabela (array), vektor, linked list ali Se kaj drugega, pari pa so lahko
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bodisi strukture, ki jih je deklarirala tekmovalCeva resitev, ali pa kaj iz standardne
knjiznice (kot je pair v .C++ ali tuple v pythonu).

V nadaljevanju podajamo Se nekaj nasvetov za ocenjevanje pri posameznih na-
logah.

1.

Sestevanje ulomkov

Ker je ta naloga misljena kot lahka, ne pricakujemo, da bodo tekmovalci kaj
dosti razmisljali o tem, ali lahko pride pri uporabi aritmetike s plavajoco vejico
do kaksnih napak zaradi omejene natanc¢nosti pri predstavitvi ne-celih stevil.
Resitev, ki uporablja tip double (ali float v pythonu), lahko dobi vse tocke prav
tako kot resitev, ki racuna le s celimi stevili.

Naloga zahteva, da rezultat zaokrozimo na najblizji kilogram. Resitvam, ki
rezultata ne zaokrozijo ali pa vedno zaokrozijo navzdol, naj se zaradi tega
odsteje pet tock. Resitvam, ki napaéno zaokrozijo le poloviéne kilograme (npr.
navzdol namesto navzgor; ali pa ¢e uporabijo pythonovo funkcijo round, ki
zaokroza k najblizjemu sodemu $tevilu), naj se zaradi tega odsteje dve tocki.

. Slovar

V nekaterih programskih jezikih je morda Ze v standardni knjiznici kaksna
funkcija za preverjanje, ali se niz ujema s takim vzorcem, kakrsne uporabljamo
pri tej nalogi; v tem primeru ni ni¢ narobe, Ce si resitev pomaga s taksno
funkcijo, namesto da bi sama v zanki primerjala znake niza z znaki vzorca.
(Primer: v pythonu lahko uporabimo modul famatch, le da moramo v nasih
vzorcih spremeniti zvezdice v vprasaje; ali pa spremenimo zvezdice v pike in
potem uporabimo razrede za delo z regularnimi izrazi, ki so na voljo tako v
C++ kot v pythonu).

Pri podnalogi () je tezko vnaprej reci, Gesa vsega se utegnejo tekmovalci domi-
sliti. Zelimo si predvsem, da se uspejo nekako izogniti potrebi po preiskovanju
celega slovarja pri vsaki poizvedbi. Resitev, ki vedno pregleda vse tiste besede,
ki so enako dolge kot vzorec, naj dobi pri tej podnalogi 4 tocke od sedmih.

V primerih, ko ima vzorec ve¢ zaporednih ¢rk, bi se dalo dosedanjo resitev
podnaloge (b) Se izboljsati tako, da bi besede slovarja oz. njihove sufikse zla-
gali v drevesa po ¢rkah (trie) in s pomocjo takih dreves prisli do e manjsih
seznamov kandidatov (dobili bi vse besede, ki se ujemajo z vzorcem v veé
zaporednih ¢rkah, ne le v eni ¢rki kot pri dosedanji resitvi). Vendar pa od
tekmovalcev ne pricakujemo, da bodo razmisljali o ¢em takem.

Resitev sme narediti razumne predpostavke o tem, kaksne besede so v slovarju;
na primer, da niso daljse od nekaj 10 znakov.

Od tekmovalcev ne pricakujemo, da vedo, koliko ¢rk ima abeceda ali kaksne
so njihove kode v tabeli AsciII; resitvam, ki glede teh stvari vsebujejo napacne
konstante, naj se zaradi tega odsteje najve¢ eno tocko.
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3. Genialno

o Pri tej nalogi pri¢akujemo vecinoma resitve s ¢asovno zahtevnostjo O(wh(w +

h)); take naj dobijo najve¢ 15 tock, ¢e so sicer pravilne. ReSitve z manjso
¢asovno zahtevnostjo, kot je na primer naSa resitev v ¢asu O(wh), naj dobijo
vse tocke, Ce so sicer pravilne.

Ce bi resitev pri raéunanju, koliko to¢k dobimo ob postavitvi Zetona na dolo-
¢eno mesto, pristela zraven tudi stevilo dosedanjih Zetonov na tem mestu, naj
se ji zaradi tega odsteje tri tocke.

Resitev lahko prebere opis mreze s standardnega vhoda, iz datoteke ali pa
predpostavi, da ga dobi v neki tabeli, seznamu, vektorju ali ¢em podobnem,;
vse te moznosti so enako dobre.

4. Parkirisce

¢ Pri tej nalogi je pomembna predvsem ideja, da sledimo spremembam (priho-

dom in odhodom tovornjakov) naraséajofe po ¢asu. Ni pa misljeno, da bi
se tekmovalceva resitev kaj ukvarjala s tem, kaksen postopek uporabiti za
urejanje Casov sprememb.

Namesto urejanja casov bi se dalo tudi vsaki¢ preiskati celoten seznam tovor-
njakov, da ugotovimo, ob katerem casu pride do naslednje spremembe. To je
ekvivalentno resitvi, ki bi ¢ase prihodov in odhodov uredila z urejanjem z izbi-
ranjem ali kaksnim podobnim postopkom, ki ima ¢asovno zahtevnost O(nQ).
Ker ucinkovitost urejanja ni predmet te naloge, lahko tudi take resitve dobijo
vse tocke, Ce so sicer pravilne.

Naloga posebej omenja, da lahko hkrati pride in odide ve¢ tovornjakov in da
se v takem primeru Steje, kot da so se odhodi zgodili pred prihodi. Ce kaksna
reSitev tega ne uposteva in lahko zato dobi napacen rezultat (npr. ker se za hip
zdi, da so novi tovornjaki prisli, stari pa Se niso odsli in da zato potrebujemo
daljse pakririsce), naj se ji zaradi tega odsteje pet tock.

Cela stevila, s katerimi so predstavljeni Casi, so razmeroma velika, da bi spod-
budili regevalce k urejanju ¢asov. Ce bi kaksna resitev poskusala uporabiti te
Case kot indekse v neko gromozansko tabelo (in v njej oznacevati, kdaj pride
do sprememb v dolzini parkiris¢a), naj se ji zaradi tega odsteje Stiri tocke.

5. Barvanje stolpnic

e Pri tej nalogi je poudarek predvsem na opazanju, da je koristno stolpnice

barvati od visjih proti nizjim. Zazeleno je, da vsebuje tekmovalcev odgovor
tudi nekaksno utemeljitev, zakaj je to res, vendar prav veliko v tej smeri ne
moremo pri¢akovati. Ce resitev ne vsebuje niti poskusa take utemeljitve, naj se
ji zaradi tega odsteje Stiri tocke. V nasi resitvi je tudi dokaz, da nas postopek
vedno, ko je to mogoce, najde barvanje z dvema barvama namesto s tremi,
vendar tovrstnega dokaza od tekmovalCevega odgovora ne pricakujemo.
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o Ce barvamo stolpnice v kaksnem drugem vrstnem redu, na primer od leve proti
desni, se lahko zgodi, da bomo porabili veC kot tri barve; takim resitvam, ki
sicer vrnejo veljavno barvanje (tdko, pri katerem nista nobeni dve povezani
stolpnici pobarvani z isto barvo), vendar porabijo preve¢ barv, naj se zaradi
tega odsteje 5 tock. (To velja seveda za resitve, ki se vsaj trudijo uporabiti
¢im manj barv; ni pa misljeno, da bi dobili ljudje netrivialno stevilo tock npr.
za reSitev, ki preprosto pobarva vsako stolpnico s svojo barvo.)

o Resitve s asovno zahtevnostjo O(n?) naj dobijo najve¢ 18 tock, ¢e so dru-
gale pravilne; tiste s ¢asovno zahtevnostjo O(n?) najve¢ 16 tock; in tiste z
eksponentno casovno zahtevnostjo najve¢ 10 tock.

Tezavnost nalog

Drzavno tekmovanje ACM v znanju racunalnistva poteka v treh tezavnostnih skupi-
nah (prva je najlazja, tretja pa najtezja); na tem Solskem tekmovanju pa je skupina
ena sama, vendar naloge v njej pokrivajo razmeroma Sirok razpon zahtevnosti. Za
obcutek povejmo, s katero skupino drzavnega tekmovanja so po svoji tezavnosti
primerljive posamezne naloge letosnjega Solskega tekmovanja:

Kam bi sodila po tezavnosti

Naloga na drzavnem tekmovanju ACM
1. Sestevanje ulomkov | lazja naloga v prvi skupini
2. Slovar srednje tezka naloga v prvi ali lazja v drugi skupini®*
3. Genialno srednje tezka naloga v prvi ali lazja v drugi skupini®®
4. Parkirisce srednje tezka naloga v drugi ali lazja v tretji skupini

5. Barvanje stolpnic tezja naloga v drugi ali lazja v tretji skupini

Ce torej na primer neki tekmovalec resi le eno ali dve lazji nalogi, pri ostalih pa ne
naredi (skoraj) niCesar, to Se ne pomeni, da ni primeren za udelezbo na drzavnem
tekmovanju; pac pa je najbrz pametno, ¢e na drzavnem tekmovanju ne gre v drugo
ali tretjo skupino, pac¢ pa v prvo.

Podobno kot prejsnja leta si tudi letos zelimo, da bi ¢im ve¢ tekmovalcev s Sol-
skega tekmovanja prislo tudi na drzavno tekmovanje in da bi bilo Solsko tekmovanje
predvsem v pomoc¢ tekmovalcem in mentorjem pri razmisljanju o tem, v kateri te-
zavnostni skupini drzavnega tekmovanja naj kdo tekmuje.

Zadnja leta na drzavnem tekmovanju opazamo, da je v prvi skupini izrazito veliko
tekmovalcev v primerjavi z drugo in tretjo, med njimi pa je tudi veliko takih z zelo
dobrimi rezultati, ki bi prav lahko tekmovali tudi v kaksni tezji skupini. Mentorjem
zato priporocamo, naj tekmovalce, e se jim zdi to primerno, spodbudijo k udelezbi
v zahtevnejsih skupinah.

34Podnaloga (a) sama po sebi bi lahko bila lazja naloga za prvo skupino, podnaloga (b) pa bi
bila bolj za drugo skupino.

35Tezavnost te naloge je odvisna od tega, kako tockujemo resitve odvisno od njihove uc¢inkovi-
tosti. Naloga bi postala tezja, ¢e bi zahtevali resitev v ¢asu O(wh), ker pa smo predvideli 15 tock
(od dvajsetih) ze za veliko preprostejso resitev v ¢asu O(wh(w + h)), ta naloga ni tako tezka.
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Tabele na naslednjih straneh prikazujejo vrstni red vseh tekmovalcev, ki so sodelovali
na letosnjem tekmovanju. Poleg skupnega Stevila dosezenih tock je za vsakega
tekmovalca navedeno tudi Stevilo tock, ki jih je dosegel pri posamezni nalogi. V
prvi in drugi skupini je mogoce pri vsaki nalogi doseCi najve¢ 20 tock, v tretji
skupini pa najvec¢ 100 tock.

Naceloma se v vsaki skupini podeli dve prvi, dve drugi in dve tretji nagradi, letos
pa so se rezultati izsli tako, da smo v tretji skupini izjemoma podelili eno prvo in
tri druge nagrade. Poleg nagrad na drzavnem tekmovanju v skladu s pravilnikom
podeljujemo tudi zlata in srebrna priznanja. Stevilo zlatih priznanj je omejeno na
eno priznanje na vsakih 25 udelezencev Solskega tekmovanja (teh je bilo letos 188)
in smo jih letos podelili sedem. Srebrna priznanja pa se podeljujejo po podobnih
kriterijih kot pred leti pohvale; prejmejo jih tekmovalci, ki ustrezajo naslednjim trem
pogojem: (1) tekmovalec ni dobil zlatega priznanja; (2) je boljsi od vsaj polovice
tekmovalcev v svoji skupini; in (3) je tekmoval v prvi ali drugi skupini in dobil vsaj 20
tock ali pa je tekmoval v tretji skupini in dobil vsaj 80 tock. Namen srebrnih priznanj
je, da izkazemo priznanje in spodbudo vsem, ki se po rezultatu prebijejo v zgornjo
polovico svoje skupine. Podobno prakso poznajo tudi na nekaterih mednarodnih
tekmovanjih; na primer, na mednarodni ra¢unalniski olimpijadi (101) prejme medalje
kar polovica vseh udelezencev. Poleg zlatih in srebrnih priznanj obstajajo tudi
bronasta, ta pa so dobili najboljsi tekmovalci v okviru Solskih tekmovanj (letos smo
podelili 98 bronastih priznanj).

V tabelah na naslednjih straneh so prejemniki nagrad oznaceni z ,,1“, ,2“ in ,,3%
v prvem stolpcu, prejemniki priznanj pa z ,,Z% (zlato) in ,S“ (srebrno).
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PRVA SKUPINA
@
T o x4 Tocke
% *5 ‘E (po nalogah in skupaj)
Z 2 Ime 3 Sola 1 2 3 4 5 Yy
1Z 1 Nik Jeni¢ 4 SC N. mesto, SESTG 20 20 18 20 20 98
17 2 Bor Brudar 3  SC N. mesto, SESTG 15 20 17 20 19 91
2S 3 Rok Perko 2  Vegova Ljubljana 20 18 10 20 15 83
28 4 Jure Macek 2 Vegova Ljubljana 19 20 13 20 8 80
3S 5 Klemen Pregelj 3 SC N. Gorica, Teh. g. 15 14 18 20 10 77
3S Filip Trplan 4  Gimnazija Vi¢ 14 20 18 20 5 77
S 7 Luka Papez 4  Gimnazija Vié 8 20 8 20 19 75
S 8 Jaka Kovac 2 Vegova Ljubljana 18 20 7 20 5 70
S 9 Tristan Zore 2  SC N. mesto, SESTG 13 14 11 19 12 69
S Miha Sparl 2  Gimnazija Vic 15 20 4 20 10 69
S 11  Matic Vernik 3 SERS Maribor 8 15 17 20 8 68
S 12 Mark Skof 5 SSTS Siska 10 13 16 20 8 67
S Veno Jakomin 4 STS Koper 13 20 9 20 5 67
S 14 Lan Bajzelj 2 Vegova Ljubljana 15 19 8 19 5 66
S Gasper Nemgar 2  Vegova Ljubljana 15 17 8 17 9 66
S Zan Skopec 5 SSTS Siska 9 20 17 20 0 66
S 17 Domen Sedlar 3 SC N. mesto, SESTG 10 17 10 20 8 65
S 18 Enej Breskvar 1 ZRI 15 13 14 16 5 63
S 19 Domen Korenini 2  Gimnazija Vic 10 20 10 20 1 61
S Luka Logar 4  SC Celje, Gim. Lava 15 19 8 19 0 61
S Maj Zabukovnik 2  SC Celje, SSza KER 13 18 7 20 3 61
S 22  Sanja Dumencié 3 SC N. CGorica, ERS 15 8 15 19 3 60
S 23 Luka Prsina 3 SC N. mesto, SESTG 10 13 7 19 10 59
S 24 Tomaz Simunié 4 SERS Maribor 15 9 10 19 5 58
S Domen Trontelj 4 1. gimnazija v Celju 15 17 9 17 0 58
S 26 Tim Nahtigal 3  SC N. mesto, SESTG 10 10 17 20 0 57
S 27 Tevz Beskovnik 4 SERS Maribor 10 7 9 20 9 55
S Tomaz Cerne 4 SC N. mesto, SESTG 15 14 6 19 1 55
S 29 Bor Kajin 3  SC N. Gorica, GZS 13 2 18 19 2 54
S Florijan Tusak 4 SC Ptuj, ERS 13 12 9 17 3 54
S 31 Gregor Virant 3 SC Celje, Gim. Lava 10 16 9 15 3 53
S 32 Martin Jereb 4 Gimnazija Vi¢ 3 10 19 19 1 52
S Erik Radovicevic 3 SC N. mesto, SESTG 5 19 8 20 0 52
S 34 Dominik Krasovec 3 SC N. mesto, SESTG 10 8 7 16 10 51
S 35 Lucijan Skof 1 ZRI 9 9 7 19 5 49
S Zan Skorja 2 SC Celje, SS za KER 8 13 3 15 10 49
S Sebastjan Vidergar 4  Vegova Ljubljana 10 7 9 20 3 49
38 Tomi Bozak 4 SC Celje, Gim. Lava 15 2 7 20 4 48
Anej Predovnik 1 SC Ptuj, ERS 15 0 8 20 5 48
Ziga Terbovc 4 SC Celje, Gim. Lava 13 15 18 1 1 48

(nadaljevanje na naslednji strani)
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Rezultati
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o =< Tocke
iz % (po nalogah in skupaj)
= Ime = Sola 1 2 3 4 5 Y
41  Danijel Tomié 3 STPS Trbovlje 13 13 0 20 1 47
Teo Skrabié¢ 1 ZRI 9 0 19 19 0 47
43 Lan Gradisek 3 SC Celje, Gim. Lava 19 12 10 1 4 46
44  Zan Hribar 3 STPS Trbovlje 17 8 7 11 1 44
Martin Salamon 4 SSTS Siska 8 13 4 19 0 44
46 Vid Osep 2 Gimnazija Vi¢ 15 0 7 19 2 43
47  Martin Murko 2 ZRI 8 8 7 18 0 41
48 Tjas Paradiz 4 SC Celje, Gim. Lava 15 0 717 1 40
49 Domen Brcar 4 SC N. mesto, SESTG 8 2 20 8 1 39
50 Matej Markuza 3 STS Koper 20 0 11 0 7 38
51 Nejc Pestotnik 4 SSTS Siska 13 19 1 1 3 37
Gregor Ahlin 3 STS Koper 5 0 2 11 19 37
53 Diego Bonaca 3 STS Koper 1 0 7 9 19 36
54  Tomaz Gril 4 SC N. mesto, SESTG 5 0 10 18 2 35
55 Jan Musi¢ 5 STS Koper 8 0 7 18 0 33
56 Janez Malovrh 3  Gimnazija Poljane 5 8 0 17 0 30
Jaka Smrkolj 2 Vegova Ljubljana 8 2 0 20 0 30
Matej Starc 3 SC N. Gorica, ERS 10 0 8 0 12 30
59 Dominik Brezovsek 2 SC Celje, SSza KER 10 7 10 1 1 29
Armen Hodza 3 SC N. Gorica, ERS 13 7 7 1 1 29
Jurij Mahne 2  Vegova Ljubljana 15 0 5 9 0 29
62 Matic Bernot 4  STPS Trbovlje 8 5 7 5 2 27
63 Maks Jagodic 4 SC Celje, Gim. Lava 13 3 10 0 0 26
64 Ajda Heric 1 II. gimnazija Maribor 0 2 5 18 0 25
65  Ferizi Fisnik 4 SERS Maribor 5 0 1 13 0 19
Jaka Lazarevic 3  Gimnazija Poljane 10 2 5 1 1 19
67 Anze Prevodnik 5 STS Koper 8 0 5 0 5 18
68 Nik Rozman 1 SC Kranj, STS Kranj 9 2 4 0 0 15
69 Anej Bregant 3 SERS Maribor 1 6 2 1 2 12
Tine Ivanovi¢ 7 ACM OS priprave 10 0 2 0 0 12
Miha Kos 2 SC Celje, SS za KER 10 0 2 0 0 12
72  Gasper Macedoni 1 Gimnazija Poljane 3 5 0 0 0 8
73 Gasper Lebar 2 SPTS Murska Sobota 1 0 0 5 0 6
74 Matevz Keber 2  GSSRM Kamnik 5 0 0 0 0 5
75 Luc Nahtigal Ho¢evar 1  Gim. Novo mesto 2 0 0 1 0 3
76 Blaz Prsa 2 SPTS Murska Sobota 0 0 0 1 0 1
77 Domen Percic¢ 8 ACM OS priprave 0 0 0 0 0 0
Jernej Rogac 2 SPTS Murska Sobota 0 0 0 0 0 0
Den Zudic¢ 5 STS Koper 0 0 0 0 0 0
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DRUGA SKUPINA
@
T o 5 Tocke
6%3 15 é ) (po nalogah in skupaj)
Z = Ime —  Sola 1 2 3 4 5 Z
17 1 Adam Janko Koleznik 3 II. gimnazija Maribor 18 19 12 14 19 82
1Z 2 Nikola Brkovié 4 Gimnazija Bezigrad 14 19 5 20 17 75
27 3 Luka Svensek 4 SPTS Murska Sobota 10 18 9 20 15 72
28 4  Tilen Sket 4 1. gimnazija v Celju 13 15 11 14 13 66
3S 5 Luka Strazisar 4 Gimnazija Vic 12 19 0 15 16 62
3S 6 Tim Thuma 3  Vegova Ljubljana 14 10 9 14 13 60
S 7  Marko Gartnar 4 Vegova Ljubljana 2 15 11 13 14 55
S 8 Zan Ambrozié 3  Gimnazija Kranj 7 8 10 9 19 53
S 9 Rene Jelen 3 II. gimnazija Maribor 0 17 8 15 11 51
S Andrej Matos 4 Vegova Ljubljana 9 15 12 12 3 51
S Adrian Sebastian Siska 3  Vegova Ljubljana 14 18 3 12 4 51
S 12 Igor Setnikar 1 Gimnazija Vi¢ 14 1 9 13 10 47
S 13 Tim Hrovat 3 Vegova Ljubljana 7 10 6 10 11 44
S 14 Ziga Kralj 4 Vegova Ljubljana 12 15 9 1 4 41
S Peter Zavcer 4  Gimnazija Poljane 8 8 9 16 0 41
16  Anton Luka Sijanec 3  Gimnazija Bezigrad 20 10 1 0 9 40
17  Tilen Jurican 3 ZRI 16 0 9 6 8 39
18 Aljaz Travnik 4 Vegova Ljubljana 9 10 0 16 3 38
19 Luka Lorenci 4 II. gimnazija Maribor 12 12 7 5 0 36
20 Matic Kovac¢ 3 ZRI 8 12 12 0 0 32
Urban Krepel 2 SC Velenje, ERS 16 3 4 9 0 32
22 Tine Zaletelj 3  Gimnazija Vic 5 8 10 5 3 31
23 Andrej Anzlovar 3  Gimnazija Vi¢ 14 0 9 6 0 29
24  Miha Govedi¢ 4 II. gimnazija Maribor 0 11 9 6 0 26
Nik Vodovnik 3 ZRI 14 0 0 12 0 26
26 Tim Strnad 2 ZRI 11 0 12 0 0o 23
27 Rok Hladin 4 1. gimnazija v Celju 0 10 0 4 0 14
28  Zeljan Kondié 1 Gimnazija Kranj 13 0 0 0 0 13
29  Aljaz Remec 1 Gimnazija Vi¢ 3 0 0 0 0 3
30 Anej Zaler 3  GSSRM Kamnik 0 0 0 0 0 0
Urban Zupanié 3 II. gimnazija Maribor 0 0 0 0 0 0



Rezultati

TRETJA SKUPINA
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@
T 4 Tocke
‘Egj *';g ‘E ) (po nalogah in skupaj)
Z 2 Ime 2 Sola 12 3 4 5 >
1Z 1 Benjamin Bajd 4 ZRI 100 97 97 100 100 494
27 2 Luka Urbanc 2 ZRI 100 30 60 0 190
25 3  Anze Hoéevar 4  Gimnazija Vi¢ 80 27 34 30 171
2S 4 Jost Smrtnik 3 Gimnazija Vi¢ 90 80 170
38 5 Jakob Zorz 2 ZRI 100 24 31 155
3S 6 Matej Kralj 4 Gimnazija Vi¢ 87 17 50 154
S 7 Lovro Sikosek 4  Gimnazija Brezice 30 40 30 100
8 Gasper Korbar 4  Vegova Ljubljana 80 15 95
9 Jakob Kralj 3  Gimnazija Vi¢ 38 20 58
10 Filip Stamcar 3 ZRI 7 50 57
11  Tim Tisak 4 Vegova Ljubljana 6 40 46
12 Lara Stamaé 2 ZRI 0 40 40
13 Samo Golez 4 GSSRM Kamnik 10 0 10
14 Jan Mrak 4 GSSRM Kamnik 0 0 0 0 0
Luka Hrovatic¢ 4  Gimnazija Brezice 0 0
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VRSTNI RED SOL

Da bi spodbudili sole k ¢im vecji udelezbi in ¢im boljsim rezultatom v vseh treh
skupinah, smo zaceli leta 2018 objavljati tudi vrstni red Sol v neke vrste skupnem
sestevku. Posamezni Soli prinesejo tocke najboljsi stirje tekmovalci iz te Sole v
prvi skupini, najboljsi trije v drugi in najboljsa dva v tretji skupini. Tocke Sole so
enake vsoti tock njenih tekmovalcev. Tocke, ki jih prispeva tekmovalec k vsoti, se
izrac¢una tako, da se delez tock (od vseh moznih tock), ki jih je ta tekmovalec dosegel
na tekmovanju, pomnozi z utezjo za skupino, v kateri je tekmoval. Utez za prvo
skupino je 100, za drugo skupino 200 in za tretjo skupino 300.

Mesto

Sola,

Tocke

= O © 000Utk W~

_ =

Gimnazija Vi¢

Vegova Ljubljana

II. gimnazija Maribor

SC Novo mesto, SESTG
Gimnazija Bezigrad

I. gimnazija v Celju
SSTS Siska

SC Celje, Gimnazija Lava
SERS Maribor

STS Koper

SC Celje, SS za KER
SPTS Murska Sobota
Gimnazija Poljane
Gimnazija Kranj

SC Nova Gorica, ERS
STPS Trbovlje

SC Ptuj, ERS

SC Nova Gorica, Tehniska gimnazija
SC Velenje, ERS
Gimnazija Brezice

SC Nova Gorica, Gimnazija in zdravstvena Sola
SC Kranj, STS Kranj
GSSRM Kamnik
Gimnazija Novo mesto
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NAGRADE

Za nagrado so najboljsi tekmovalci vsake skupine prejeli naslednjo strojno opremo
in knjizne nagrade:

< <

:

= o0

= <

0 Z Nagrajenec Nagrade

1 1 Nik Jenic telefon Samsung Galaxy S21 FE 5G
1 1 Bor Brudar telefon Samsung Galaxy S21 FE 5G
1 2 Rok Perko telefon Samsung Galaxy A52S

1 2 Jure Macek telefon Samsung Galaxy A52S

1 3 Klemen Pregelj telefon Samsung Galaxy A52S

1 3 Filip Trplan telefon Samsung Galaxy A52S

2 1 Adam Janko Koleznik  telefon Samsung Galaxy S21 FE 5G

Cormen et al.: Introduction to Algorithms

2 1 Nikola Brkovié telefon Samsung Galaxy S21 FE 5G

S. in F. Halim: Competitive Programming 4
2 2 Luka Svensek telefon Samsung Galaxy A52S

S. in F. Halim: Competitive Programming 4
2 2 Tilen Sket telefon Samsung Galaxy A52S
2 3 Luka Strazisar telefon Samsung Galaxy A52S
2 3 Tim Thuma miska Razer DeathAdder V2
3 1 Benjamin Bajd telefon Samsung Galaxy S21 FE 5G

Raspberry Pi 4 model B

S. in F. Halim: Competitive Programming 4
3 2 Luka Urbanc telefon Samsung Galaxy S21 FE 5G

Raspberry Pi 4 model B

Cormen et al.: Introduction to Algorithms

3 2 Anze Hocevar telefon Samsung Galaxy S21 FE 5G
Cormen et al.: Introduction to Algorithms
3 2 Jost Smrtnik telefon Samsung Galaxy A52S
3 3 Jakob Zorz telefon Samsung Galaxy A52S
3 3 Matej Kralj telefon Samsung Galaxy A52S
Off-line naloga — Poplavljanje
1 Matej Kralj Raspberry Pi 4 model B

3 Gregor Kikelj Raspberry Pi 4 model B
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SODELUJOCE SOLE IN MENTORJI

ACMova skupina za osnovnoSolske
priprave na racunalniska
tekmovanja

II. gimnazija Maribor

Gimnazija Bezigrad
Gimnazija Brezice

Solski center Velenje, Elektro in
racunalniska Sola (ERS)

Gimnazija in srednja Sola

Rudolfa Maistra Kamnik (GSSRM)

Gimnazija Kranj
Gimnazija Novo mesto
Gimnazija Poljane
Gimnazija Vic¢

I. gimnazija v Celju

Srednja elektro-racunalniska Sola
Maribor (SERS)

Srednja poklicna in tehniska Sola
Murska Sobota (SPTS)

Srednja Sola tehniskih strok Siska (SSTS)

Srednja tehniska in poklicna
$ola Trbovlje (STPS)

Srednja tehniska Sola Koper (STS)
Solski center Celje, Gimnazija Lava

Solski center Celje, Srednja ola
za kemijo, elektrotehniko in
racunalnistvo (KER)

Solski center Kranj,
Srednja tehniska $ola (STS)

Solski center Nova Gorica,

Daniel Sami Blazi¢, Bor Groselj Simic,
Matija Likar, Ella Potisek,
Patrik Znidarsi¢

Matija Likar, Mitja Osojnik,
Mirko Pesec

Andrej Sustarsic
Tea Habinc

Gregor Hrastnik, Miran Zevnik
Vinko Kusar

Mateja Zepic¢

Barbara Strnad

Janez Malovrh, Bostjan Znidarsi¢
Klemen Bajec, Marina Trost
Sebastjan Tkavc

Dusan Fugina, Slavko Nekrep,
Branko Potisk, Manja Sovi¢ Potisk

Simon Horvat, Dominik Letnar

Tom Kamin

Uros Ocepek

Senka Felicijan, Katarina Novoselec
Karmen Kotnik
Ziga Puselc

Miha Baloh

Aljaz Gec, Tomaz Mavri

Elektrotehniska in racunalniska Sola (ERS)
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Solski center Nova Gorica, Marko Marceti¢, Barbara Pusnar
Gimnazija in zdravstvena Sola

Solski center Nova Gorica, Marko Marceti¢, Barbara Pusnar
Tehniska gimnazija

Solski center Novo mesto, Srednja elektro $ola in

tehnigka gimnazija (SESTG) Simon Vovko, Albert Zorko
Solski center Ptuj, Elektrovin Marjan Ceh, David Drofenik,
rac¢unalniska Sola (ERS) Franc Vrbanci¢
Solski center Rogaska Slatina Joze Vajdic¢
Solski center Velenje, Elektro in Miran Zevnik

racunalniska $ola (ERS)

Vegova Ljubljana Marko Kastelic, Melita Kompolsek,
Natasa Makarovi¢, Ales Volcini,
Darjan Toth

Zavod za racunalnisko izobrazevanje (ZRI), Ljubljana
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REZULTATI CERC 2022

Ker smo letos organizirali srednjeevropsko studentsko tekmovanje v racunalnistvu
(CERC 2022) pri nas v Ljubljani, objavljamo v nasem biltenu Se rezultate tega tek-
movanja. Naloge so na str. 35-52, resitve pa na str. 123-180.

St. resenih

Ekipa nalog Cas
1 Antoni Dlugosz, Grzegorz Gawryal, Jacek Salata (Jag. u.) 10 26:55:41
2  Tomasz Nowak, Barttomiej Czarkowski,
Arkadiusz Czarkowski (U. v Varsavi) 10 28:38:21
3 Adam Rajsky, Josef Minatik, Jifi Kalvoda (Karlova u.) 8 15:29:53
4 Patrick Pavi¢, Kresimir Nezmah, Dorijan Lendvaj (U. v Zagrebu) 8 18:29:37
5  Vladyslav Denysiuk, Roman Yanushevskyi, Oleh Naver (Jag. u.) 8 19:19:46
6  Antoni Wisniewski, Rafal Lyzwa, Kacper Kluk (U. v Varsavi) 8 22:17:47
7  Péter Szente, Péter Varga, Péter Gyimesi (ELTE) 8 22:51:52
8  Attila Gaspar, Bence Dedk, Maté Busa (ELTE) 7 16:36:04
9  Dominik Wawszczak, Jakub Dziura, Piotr Blinowski (U. v Varsavi) 7 22:13:07
10  Jan Wankowicz, Hubert Obrzut, Lukasz Pluta (U. v Wroclawu) 7 22:52:09
11 Rafal Pyzik, Jan Klimczak, Justyna Jaworska (Jag. u.) 7 24:07:14
12 Michal Kepa, Michat Maras, Dominik Kowalczyk (U. v Wroctawu) 7 25:42:45
13 Daniil Zabauski, Bogdan Tolstik, Pavel Sankin (Jag. u.) 6 13:52:34
14  Michal Staniewski, Marek Skiba, Jan Kwiatkowski (U. v Varsavi) 6 15:07:37
15  Mateusz Orda, Bartosz Chominski, Marcel Szelwiga (U. v Wroclawu) 6 18:20:25
16  Krzysztof Boryczka, Marcin Knapik, Adam Zyzik (U. v Wroctawu) 6 18:33:08
17 Kacper Topolski, Maksym Zub, Andrii Kuts (Jag. u.) 6 22:57:28
18  Félix Moreno Pefiarrubia, Tymofii Reizin, Ondfej Sladky (Karlova u.) 6 24:54:40
19  Tom&s Machéc¢ek, Michal Stanik, Daniel ITkovi¢ (Masarykova u.) 5 11:46:08
20 Kamil Zwierzchowski, Janusz Partyka,
Juliusz Korab-Karpowicz (U. v Varsavi) 5 16:51:21
21 Bojan Stetié¢, Leon Jurié¢, Dominik Fistri¢ (U. v Zagrebu) 4 9:07:40
22 Jaroslav Urban, Xuan Thang Nguyen, Martin Prokopi¢ (cTU) 4 9:24:41
23 Boris Spanié, Petar Sruk, Ivan Jambresié¢ (U. v Zagrebu) 4 10:59:56
24  Domen Hoéevar, Benjamin Bajd, Job Petrov¢i¢ (U. v Ljubljani) 4 11:38:22
25 Daniel Skypala, Robert Jaworski, Matous Safrdnek (Karlova u.) 4 12:57:11
26  Csaba Dékany, Miklés Csizmadia, Baldzs Makrai-Kis (ELTE) 3 8:12:15
27  Hubert Dyczkowski, Cyryl Szatan, Joanna Suwaj (U. v Wroctawu) 3 9:24:25
28  Krzysztof Jaworski, Adam Pawlowski, Rafal Szubert (PUT) 3 10:58:09
29  Kristofers Barkans, Krisjanis Petru¢ena, Sandra Silina (Latvijska u.) 3 11:01:09
30 Lukasz Skabowski, Pawel Czarkowski,
Pawel Aniszewski (U. N. Kopernika) 3 11:15:34

31  Krzysztof Szymarski, Jeremiasz Preiss,

Michat Opala (U. v Wroctawu) 3 12:22:23
32  Bor Groselj Simié, Patrik Znidarsi¢, Jakob Schrader (U. v Ljubljani) 3 13:04:18
33  Miroslav Matgjéek, Andrej Pajtas, Karel Poncar (CTU) 3 14:26:11
34  Illés Tamas Iles, Istvdn Megyeri (U. v Szegedu) 2 3:24:53
35 Marcin Zepp, Filip Nikolow, Jan Izydorczyk (AGH) 2 4:01:02
36  Ramal Salha, Filip Kadak, Karlo Ileti¢ (U. v Osijeku) 2 5:00:52
37  Nikolina Rodin, Lucija Zuzié¢, Jakov Tomasié¢ (U. na Reki) 2 5:38:31

(nadaljevanje na nasledngi strani)
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REZULTATI CERC 2022 (nadaljevanje)

St. resenih
Ekipa nalog Cas

38  Jozef Koleda, Ales SrSen, Adam Barla (cTU) 2 5:59:40
39  Martin Domajnko, Jakob Kordez (U. v Mariboru) 2 6:15:53
40  Daniil Pastukhov, Artem Savchenko, Nikolay Tsoy (CTU) 2 7:02:33
41  Noéra Bénhidai, Gergely Péter, Nyerges Bélint (U. v Szegedu) 2 7:09:49
42 FErik Rassai, Barna Kirchhof, Addm Horvith (BUTE) 2 7:13:26
43 Norbert Michel, Branislav Pastula, Matej Uhrin (UPJS) 2 16:34:45
44 Norbert Vigh, Timotej Krélik, Marek Celuch (sTU) 1 2:16:40
45  Adridn Kabag, Veronika Paulinyova, Simon Ukus (STU) 1 2:51:17
46  Rafael Krstaci¢, Alan Buri¢, Alan Bubalo (U. v Pulju) 1 3:01:37
47  Ella Potisek, Urban Duh, Marko Hostnik (U. v Ljubljani) 1 3:44:25
48  Aljaz Zel, Alen Granda, Mitko Nikov (U. v Mariboru) 1 4:07:14
49  Arnis Prieditis, Roberts Cerins, Gunars Abeltins (Latvijska u.) 1 4:25:16
50  Filip Kochai, Yuliia Teslia, Simon Brauner (Masarykova u.) 1 4:32:16
51  Michal Kovacik, Tom4s Gerat, Lukas Mlkvik (U. v Zilini) 1 4:50:58
52  Benedek Brandschott, Gdbor Galgdczy, Déniel Kovéics (BUTE) 0 0:00:00
Vojtéch Volny, Ondiej Sivek, Daniel Dobes (VSB) 0 0:00:00
Marek Nieslanik, Vojtéch Mikulenka, Mat&j Murgas (VSB) 0 0:00:00
Milo$ Murin, Mario Husér, Tobi4s Mitala (U. v Zilini) 0 0:00:00

Dimitar Pelivanov, Jovan Pavlovié,
Milan Milivojéevié (U. na Primorskem) 0 0:00:00

Sodelovale so ekipe z naslednjih univerz:

Ceska tehniska univerza (cTU) (Praga, Ceska)

Jagielonska univerza (Krakow, Poljska)

Karlova univerza (Praga, Ceska)

Latvijska univerza (Riga, Latvija)

Masarykova univerza (Brno, Ceska)

Poznanjska tehni¢na univerza (PUT) (Poznanj, Poljska)
Slovaska tehniska univerza (STU) (Bratislava, Slovaska)
Tehnigka univerza v Ostravi (V3B) (Ceska)

Univerza Josipa Juraja Strossmayerja v Osijeku (Hrvaska)
Univerza Juraja Dobrile v Pulju (Hrvaska)

Univerza Pavola Jozefa Safarika v Kosicah (UPJS) (Slovaska)
Univerza Lordnda Eétvosa (ELTE) (Budimpesta, Madzarska)
Univerza na Primorskem (Slovenija)

Univerza na Reki (Hrvaska)

Univerza Nikolaja Kopernika (Torunj, Poljska)

Univerza v Ljubljani (Slovenija)

Univerza v Mariboru (Slovenija)

Univerza v Szegedu (Madzarska)

Univerza v Varsavi (Poljska)

Univerza v Wroctawu (Poljska)

Univerza v Zagrebu (Hrvaska)

Univerza v Zilini (Slovagka)

Univerza za tehnologijo in ekonomiko (BUTE) (Budimpesta, Madzarska)
Znanstveno-tehni¢na univerza AGH (Krakow, Poljska)
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OFF-LINE NALOGA — POPLAVLJANJE

Na racunalniskih tekmovanjih, kot je nase, je Cas resevanja nalog precej omejen
in tekmovalci imajo za eno nalogo v povprecju le slabo uro casa. To med drugim
pomeni, da je marsikak zanimiv problem s podroc¢ja racunalnistva tezko zastaviti v
obliki, ki bi bila primerna za nalogo na tekmovanju; pa tudi tekmovalec si ne more
privosciti, da bi se v nalogo poglobil tako temeljito, kot bi se mogoce zmogel, saj
mu za to preprosto zmanjka casa.

Off-line naloga je poskus, da se tovrstnim omejitvam malo izognemo: besedilo
naloge in testni primeri zanjo so objavljeni ve¢ mesecev vnaprej, tekmovalci pa ne
oddajajo programa, ki resuje nalogo, pa¢ pa oddajajo resitve tistih vnaprej obja-
vljenih testnih primerov. Pri tem imajo torej veliko Casa in priloznosti, da dobro
razmislijo o nalogi, preizkusijo ve¢ moznih pristopov k reSevanju, pocasi izboljsu-
jejo svojo resitev in podobno. Opis naloge in testne primere smo objavili decembra
2021, nekaj mesecev po razpisu za tekmovanje v znanju; tekmovalci so imeli ¢as do
25. marca 2022 (dan pred tekmovanjem), da posljejo svoje resitve.

Opis naloge
Dana je karirasta mreza, v kateri je vsaka celica pobarvana z doloc¢eno barvo. Barve
celic lahko spreminjamo, vendar le na naslednji nacin: izberemo si neko barvo in
za¢nemo mrezo ,poplavljati“ (flood fill) z njo v zgornji levi celici. Nova barva se iz
zgornje leve celice razsiri tudi na tiste njene sosede, ki so bile prej enake barve kot
ona, iz njih pa spet na tiste njihove sosede, ki so bile prej enake barve kot zgornja
leva celica, in tako naprej na vse celice, ki so dosegljive na ta nacin. (Celici veljata
za sosednji, ¢e imata skupno eno od stranic.)

Tvoja naloga je s ¢im manj taksnimi poplavljanji doseci, da bodo vse celice mreze
pobarvane z isto barvo (ni vazno, katero).

Primer mreze in enega od moznih zaporedij poplavljanj:

Rezultati

Sistem tockovanja je bil tak kot pri off-line nalogah v prejsnjih letih. Pripravili smo
30 testnih primerov, pri vsakem testnem primeru smo razvrstili tekmovalce po oceni
njegove resitve, nato pa je prvi tekmovalec (tisti, ¢igar resitev je imela najmanjso
oceno) dobil 10 tock, drugi 8, tretji 7 in tako naprej po eno totko manj za vsako
naslednje mesto (osmi dobi dve tocki, vsi nadaljnji pa po eno). Na koncu smo za
vsakega tekmovalca sesteli njegove tocke po vseh 30 testnih primerih.

Testni primeri so bili treh razli¢nih velikosti: deset majhnih (30 x 30 celic), de-
set srednjih (100 x 100 celic) in deset velikih (300 x 300 celic). Pripravili smo jih
nakljucno, in sicer po naslednjem postopku: vnaprej si izberemo, koliko ,zaplat®
(povezanih skupin celic enake barve) bomo imeli, recimo k; nato si izberemo k na-
klju¢énih celic in vsako razglasimo za zametek po ene zaplate; nato pa na vsakem
koraku pogledamo najmanjso zaplato ter jo poveCamo tako, da ji dodamo eno (na-
kljuéno izbrano) izmed celic, ki mejijo nanjo in ki doslej $e niso bile dodeljene k
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nobeni od zaplat. Stevilo k je bilo pri majhnih mrezah od 30 do 300, pri srednjih
od 300 do 4500, pri velikih pa od 3000 do 50000. Ko je tako mreza razdeljena na
zaplate, si izberemo Se Stevilo barv b (od 6 do 24) in jo pobarvamo s pozresnim po-
stopkom: na vsakem koraku pobarvamo eno od Se nepobarvanih zaplat z naklju¢no
izbrano barvo, pri ¢emer pazimo le na to, da ni iste barve zZe prej dobila kaksna od
zaplat, ki se je dotikajo.

Letos je svoje resitve pri off-line nalogi poslalo osem tekmovalcev, od tega Stirje
srednjesolci in dva Studenta. Koncna razvrstitev je naslednja:

Mesto Ime Letnik Sola Tocke
1 Matej Kralj 4 Gimnazija Vic¢ 296
2 Anze Hocevar 4 Gimnazija Vi¢ 250
3 Gregor Kikelj 3 FMF 246
4 Luka Strazisar 4 Gimnazija Vic¢ 238
5 Matjaz Leonardis 188
6 Luka Papez 4 Gimnazija Vic¢ 174
7 Bor Groselj Simié¢ 1 FMF 156
8 Samo Kralj 125

Resitev

Za zacetek lahko naso karirasto mrezo v mislih predelamo v graf: za vsako zaplato
(povezano skupino celic enake barve) imejmo po eno tocko, med dvema tockama
pa naj bo (neusmerjena) povezava v natanko tistih primerih, kjer njuni dve zaplati
mejita druga na drugo (z vsaj eno stranico med dvema sosednjima poljema). Poleg
tega si je za vsako zaplato koristno zapomniti morda Se to, koliko celic jo sestavlja,
po tistem pa se nam s prvotno mrezo ni treba vec¢ ukvarjati, ampak za resevanje
naloge gledamo le Se graf. Poplavljanje zgornje leve zaplate (torej tiste, ki ji pripada
zgornja leva celica mreZe) se na tem grafu odraza v tem, da se tocka, ki predstavlja
to zaplato, zdruzi z nekaterimi svojimi sosedami v grafu (tistimi, ki so bile take
barve, s kakrsno smo pravkar poplavili mrezo); ko ostane le Se ena sama tocka, je
to znak, da se je zgornja leva zaplata razsirila Ze na celo mrezo, torej je cela mreza
ene barve in lahko s poplavljanjem konc¢amo.

Za manjse testne primere dobimo precej dobre resitve Ze s preprostim pozresnim
algoritmom, pri katerem na vsakem koraku poplavimo s tako barvo, pri kateri se
bo povrsina zgornje leve zaplate najbolj povecala; ali pa s tako barvo, pri kateri se
zgornja leva zaplata zlije s ¢im ve¢ drugimi zaplatami, ki so bile doslej drugacne
barve od nje; ali pa barvo izberemo celé nakljuéno (izmed tistih, pri katerih bi se
zgornja leva zaplata potem vsaj malo povecala; postopek pozenemo po veckrat ter
obdrzimo najboljso izmed tako dobljenih resitev). Se bolj$a hevristika je, da v grafu
poisc¢emo najkrajse poti od tocke, ki predstavlja zgornjo levo zaplato, do vseh ostalih
tock, nato pa izbiramo barve pri poplavljanju tako, da se bo maksimalna dolzina
teh najkrajsih poti (po vseh ostalih toc¢kah) ¢im bolj zmanjsevala.

Se ena preprosta izboljsava je, da namesto pozresnega algoritma uporabimo is-
kanje v snopu (beam search). Pri tem vzdrzujemo hkrati ve¢ (recimo N — nekaj sto
ali nekaj tiso¢) reSitev; na vsakem koraku poskusamo na vsaki od njih izvesti po eno
poplavljanje z vsako mozno barvo; med vsemi tako dobljenimi novimi resitvami pa
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obdrzimo spet le N najboljsih (glede na enega od kriterijev iz prejsnjega odstavka).
Postopek se konca, ¢im najdemo kaksno tako resitev, pri kateri je pobarvana cela
mreza.

Se boljgo resitev pa dobimo, ¢e nago nalogo zapisemo kot optimizacijski problem.
Naj bo V mnozica vseh toc¢k v nasem grafu (oz. zaplat na nasi mrezi), B pa mnozica
vseh barv, ki se pojavljajo v zadetnem stanju mreze. Stevilo vseh zaplat oznacimo
z n = |V|. Vnaprej si izberimo neko dovolj veliko $tevilo T', za katero vemo, da
je s T poplavljanji gotovo mogoce doseci, da bo cela mreza ene barve (uporabimo
na primer Stevilo poplavljanj iz ene od resitev, ki smo jih dobili s prej opisanimi
pristopi).

Za vsak Casovni korak ¢ z obmocja 1 < ¢ < T in za vsako barvo b € B vpeljimo
celostevilsko spremenljivko xp, ki pove, ali smo v t-tem koraku poplavljali z barvo
b (xy, = 1) ali ne (zyp = 0). Poleg tega za vsak t z obmoéja 0 < ¢t < T in vsako
tocko u € V nasega grafa vpeljimo celostevilsko spremenljivko y:.,, ki pove, ali je
bila zaplata u v prvih ¢ korakih ze poplavljena (y+, = 1; in se je torej zlila z zgornjo
levo zaplato) ali ne (yt = 0).

V posameznem casovnem koraku lahko seveda poplavljamo le z eno barvo; lahko
pa v kaksnem tudi sploh ne poplavljamo — tako si bomo pustili moznost, da dobimo
resitev z manj kot T" poplavljanji, ne z natanko 71" poplavljanji. Da pa ne bo prostor
moznih resitev po nepotrebnem prevelik, dodajmo pravilo, da ko enkrat za¢nemo
poplavljati, potem ne smemo ve¢ nehati. Vpeljimo torej omejitve:

met,l,bgsztb zat=2,...,T in ngbmb in Ebwagl.

V prvih nekaj korakih torej morda sploh ne poplavljamo (in je Zb zw = 0), odtlej
pa vsaki¢ poplavljamo s po eno barvo (in je Zb xew = 1).

Na zacetku ni Se nobena zaplata zlita z zgornjo levo, zato imejmo omejitev
you = 0 za vse u € V razen za zgornjo levo zaplato sdmo, kjer pa je yo. = 1. Na
koncu pa morajo biti zlite vse zaplate, da bo mreza res v celoti ene barve; vpeljimo
torej omejitev yr, = 1 za vse u € V.

V splosnem pa velja, da je zaplata u poplavljena v prvih ¢ korakih (in mora torej
biti y+w = 1), Ce (a) je bila bodisi poplavljena ze v prvih ¢ — 1 korakih (torej je bilo
Ze Y¢—1,u = 1) bodisi () je bila v prvih ¢ — 1 korakih poplavljena ena od njenih sosed
v grafu (naj bo N(u) mnozica sosed tocke u), v t-tem koraku pa smo poplavljali
ravno s tisto barvo, s katero je bila v prvotnem stanju mreze pobarvana zaplata u
(tej barvi recimo 3.).

Za moznost (a) lahko poskrbimo tako, da dodamo omejitve ys > Ye—1,u za vse
t=1,...,T in u € V: ko je zaplata u enkrat poplavljena (in zdruZena z zgornjo
levo zaplato), potem tudi ostane poplavljena.

Da bo manj pisanja, vpeljimo pomozno oznako

St—1,u = Evemu) Yt—1,v;

zanjo torej velja, da Ce je bila vsaj ena od u-jevih sosed poplavljena v prvih ¢ — 1
korakih, potem je s;—1,, vecji od 0 in manjsi od n, sicer pa je enak 0.

Razmislimo zdaj o moznosti (b). Prehod iz y1—1,, = 0 v yt, = 1 moramo dovoliti
v primerih, ko je x¢3, = 1 (da poplavljamo s pravo barvo) in hkrati s;—1,, > 0 (da
je bil eden od u-jevih sosedov Ze prej zdruzen z zgornjo levo zaplato). Ce seStejemo
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(n—1)-x¢8, + St—1,u, ima ta vsota naslednjo lepo lastnost: Ce sta bila izpolnjena
oba pogoja, x+g, = 1 in s;—1,, > 0, potem je nasa vsota gotovo > n, sicer pa je
gotovo manjsa od n. Zdaj lahko torej vpeljemo omejitve:

N (Yu — Yem1u) < (M—1) - 218, + St—1,u

zavset=1,...,T in vse u € V. Ta omejitev torej poskrbi, da bo y¢, — yi—1,. lahko
> 1 le v primerih, ko je ¢, = 1 in s;_1., > 0, torej bo le takrat lahko zaplata
u prisla iz nepoplavljenega stanja y:—1,. = 0 v poplavljeno stanje y+, = 1; v vseh
ostalih primerih pa bo morala biti razlika yi, — yi—1,, vedno < 1, Cemur bo (ker ze
iz prej vpeljanih omejitev sledi, da bo vedno veljalo 0 < yi—1,4 < Yz < 1) mogoce
ustreci le tako, da bo stanje zaplate u ostalo nespremenjeno: Y, = Y¢—1,u-

Tako smo torej dobili optimizacijski problem, pri katerem iS¢emo taksne vredno-
sti vseh spremenljivk x4, in yiu, ki vse lezijo na obmodéju {0,1} in ustrezajo doslej
vpeljanim omejitvam. Vsak tak nabor vrednosti spremenljivk predstavlja neko ve-
ljavno zaporedje T' ali manj poplavljanj, ki pobarva celotno mrezo z eno barvo.
(Zaporedje barv v posameznih korakih lahko od¢itamo tako, da pri vsakem ¢ pogle-
damo, katera od spremenljivk x4 ima vrednost 1.) Ker pa nas zanima ¢im krajse
zaporedje poplavljanj, moramo v resnici najti taksen nabor vrednosti spremenljivk,
ki ima (ob upostevanju omejitev) ¢im manjso vsoto Y, >, @w.

Za resevanje tega problema uporabimo kaksno od knjiznic, kot je na primer
Googlova OR-Tools, ki je prosto dostopna in jo je prav preprosto uporabljati iz npr.
pythona. Optimizacijski problemi, kot je tale nas, so praviloma NP-tezki in tudi
od taksne knjiznice seveda ne smemo pri¢akovati ¢udezev.>® Pri manjsih testnih
primerih bomo lahko z njo nasli optimalno resitev (torej najkrajSe mozno zaporedje
poplavljanj), pri veéjih primerih pa optimizacijskega problema ne bomo mogli re-
§iti v sprejemljivem casu. Takrat pa lahko opisani pristop uporabimo vsaj za to,
da poskusimo izboljSati resitev, ki smo jo dobili s kak$nim drugim postopkom, na
primer iskanjem v snopu. Oglejmo si nekaj (recimo m) zaporednih poplavljanj pri
tej resitvi; omejimo se le na tiste zaplate, ki so bile v teh poplavljanjih prvi¢ zdru-
zene z zgornjo levo zaplato; na tako omejenem problemu pois¢imo najkrajSe mozno
zaporedje poplavljanj (tako, da reSimo pravkar opisani optimizacijski problem); ¢e
najdemo resitev z manj kot m poplavljanji, lahko torej z njo skrajsamo naso resi-
tev celotnega problema. To ponavljamo na raznih mestih v nasi resitvi celotnega
problema, dokler Se uspemo kje najti kaksno izboljsavo. Vecji m ko vzamemo, vec
moznosti imamo, da bomo res izboljsali resitev, vendar nam tudi reSevanje optimiza-
cijskega problema vzame veé ¢asa (ker bo vanj prislo ve¢ zaplat); pri nasih poskusih
na testnih primerih z letosnjega tekmovanja je bilo smiselno iti z m-jem tja do 15.

36Da je problem, ki smo ga dobili, NP-tezak, sledi Ze iz tega, da smo nanj prevedli na§ prvotni
problem (torej kako s ¢im manj poplavljanji dose¢i, da bo celotna mreza ene barve), kajti tudi
ta je NP-tezak (D. Arthur et al., “The complexity of flood filling games”, Fun with Algorithms,
5th Int. Conf. (FUN 2010), Springer LNCS 6099, str. 307-18; kot zanimivost omenimo, da so NP-
tezkost v tem clanku dokazali tako, da so na problem poplavljanja prevedli problem najkrajsega
skupnega nadniza, s katerim smo se ze srecali tudi na nasih tekmovanjih — imeli smo ga za
off-line nalogo leta 2017).
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Drustvo AcM Slovenija sodeluje tudi pri pripravi Studenskih tekmovanj v programi-
ranju, ki v zadnjih letih potekajo pod imenom Univerzitetni programerski maraton
(UPM, tekmovanja.acm.si/upm) in so odskoéna deska za udelezbo na ACMovih med-
narodnih $tudentskih tekmovanjih v programiranju (International Collegiate Pro-
gramming Contest, ICPC). Ker UPM ne izdaja samostojnega biltena, bomo na tem
mestu na kratko predstavili to tekmovanje in njegove letosnje rezultate.

Na studentskih tekmovanjih ACM v programiranju tekmovalci ne nastopajo kot
posamezniki, pa¢ pa kot ekipe, ki jih sestavljajo po najvec trije ¢lani. Vsaka ekipa
ima med tekmovanjem na voljo samo en racunalnik. Naloge so podobne tistim iz
tretje skupine nasega srednjesolskega tekmovanja, le da so v¢asih malo tezje oz.
predvsem predpostavljajo, da imajo reSevalci Ze nekaj veC znanja matematike in
algoritmov, ker so to stvari, ki so jih vecinoma slisali v prvem letu ali dveh studija.
Casa za tekmovanje je pet ur, nalog pa je praviloma 6 do 8, kar je veé, kot jih
je obicajna ekipa zmozna v tem casu resiti. Za razliko od nasega srednjesolskega
tekmovanja pri Studentskem tekmovanju niso priznane delno resene naloge; naloga
velja za reseno sSele, ¢e program pravilno resi vse njene testne primere. Ekipe se
razvrsti po Stevilu resenih nalog, ¢e pa jih ima vec¢ enako Stevilo resenih nalog,
se jih razvrsti po casu oddaje. Za vsako uspesno reSeno nalogo se steje cas od
zacetka tekmovanja do uspesne oddaje pri tej nalogi, pristeje pa se Se po 20 minut
za vsako neuspesno oddajo pri tej nalogi. Tako dobljeni casi se seStejejo po vseh
uspesno resenih nalogah in ekipe z istim stevilom resenih nalog se potem razvrsti
po skupnem ¢asu (manjsi ko je skupni ¢as, boljsa je uvrstitev).

UPM poteka v $tirih krogih (dva spomladi in dva jeseni), pri ¢emer se za koncno
razvrstitev pri vsaki ekipi zavrze najslabsi rezultat iz prvih treh krogov, Cetrti (fi-
nalni) krog pa se Steje dvojno. NajboljSe ekipe se uvrstijo na srednjeevropsko regij-
sko tekmovanje (CERC, ki je potekalo 26.-27. novembra 2022 v Ljubljani), najboljse
ekipe s tega pa na zakljuéno svetovno tekmovanje (ki bi moralo v normalnih razme-
rah potekati spomladi 2023, vendar je bilo zaradi zakasnitev, povezanih z epidemijo
v prejsnjih letih, preloZeno in je potekalo 14.—19. aprila 2024 v Luksorju v Egiptu).

Na letosnjem UPM je sodelovalo 23 ekip s skupno 63 tekmovalci, ki so prisli s treh
slovenskih univerz, nekaj pa je bilo celo srednjesolcev. Tabela na naslednji strani
prikazuje vse ekipe, ki so se pojavile na vsaj enem krogu tekmovanja.
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St. resenih

Ekipa nalog* Cas
1 Job Petrovéi¢ (FMF), Benjamin Bajd (Gim. Kranj),
Domen Hoéevar (FRI + FMF) 26 50:35:09
2 Ziga Zeljko, Marko Hostnik (FRI 4+ FMF), Urban Duh (FMF) 24 34:51:26
3 Jakob Schrader, Patrik Znidarsi¢, Daniel Sami BlaZi¢ (FMF) 20 36:11:41
4  Mitko Nikov, Alen Granda, Aljaz Zel (FERI) 15 25:14:27
5  Bor Groselj Simié, Ella Potisek (FMF),
Matija Likar (II. gimn. Maribor) 13 28:38:59
6  Vid Drobni¢, Matej Marinko (FRI 4+ FMF),
Ziga Patacko Koderman (FRI) 12 10:37:38
7 Matevz Mi&¢i¢, Jon Miko§ (FMF) 10 12:45:41
8  Jakob Kordez, Martin Domajnko (FERI) 10 17:34:59
9  Matija Kocbek, Luka Horjak (FMF),
Lovro Drofenik (F. za strojnistvo, Lj.) 10 18:08:05
10 Gregor Kikelj (FMF), Luka Grbec, Mia Grbec (FRI) 8 19:39:57
11  Tadej Tomazi¢ (FMF), Tomaz Tomazi¢ (—),
Veronika Tomazi¢ (Skof. gimn. Vipava) 6 7:03:32
12 Jelena GIlisi¢, Milan Milivojéevié, Jovan Pavlovié (FAMNIT) 4 4:48:31
13 Bor Brecelj, Laura Guzelj Blatnik (FRI + FMF), Zala Eri¢ (FrRI) 3 4:09:08
14  Amadej Senk, Luka Tomazi¢, Martin Dagarin (FRI) 3 4:39:53
15  Filip Stamcar, Jakob Kralj, Jost Smrtnik (Gim. Vi) 3 5:29:13
16  Tina Postuvan (FRI), Sara Veber (FRI 4+ FMF) 3 7:26:32
17  Tjaz Silovsek (FRI + FMF), Tim Vuéina, Marcel Tori (FRI) 3 8:26:36
18  Jure Pustoslemsek, Jure Mihel¢i¢ (FRI + FMF),
Ana Arnez (F. za farm.) 3 11:34:44
19  Luka Lonec, Rene Klement (FERI) 2 3:29:27
20 Nina Sangawa Hmeljak, Ema Leila GrosSelj (FRI + FMF),
Jan Hrastnik (FMF) 2 6:36:07
21  Dimitar Pelivanov, Todor Antié¢ (FAMNIT) 2 9:01:47
22 Iztok Bajcar, Zala Pregelj, Gasper Spagnolo (FRI) 1 4:00:07
23  Domen Hribernik, Zan Kazar (FERI) 0 0:00:00

* Opomba: naloge z najslabsega od prvih treh krogov se ne stejejo, naloge z zadnjega kroga
pa se stejejo dvojno. Enako je tudi pri ¢asu, le da se ¢as zadnjega kroga ne steje dvojno.

Na srednjeevropskem tekmovanju CERC 2022 so (z nekaterimi spremembami v se-
stavi) nastopile ekipe 1, 2 in 3 kot predstavnice Univerze v Ljubljani, ekipi 4 in
8 kot predstavnici Univerze v Mariboru in ekipa 12 kot predstavnica Univerze na
Primorskem. V konkurenci 56 ekip s 24 univerz iz 7 drzav so slovenske ekipe dosegle
naslednje rezultate:

St. resenih
Mesto Ekipa nalog Cas
24 Domen Hocevar, Benjamin Bajd, Job Petrovcic 4 11:38:02
32 Bor Groselj Simié, Patrik Znidarsi¢, Jakob Schrader 3 13:04:18
39 Martin Domajnko, Jakob Kordez 2 6:15:53
47 Ella Potisek, Urban Duh, Marko Hostnik 1 3:44:25
48 Aljaz Zel, Alen Granda, Mitko Nikov 1 4:07:14
52 Dimitar Pelivanov, Jovan Pavlovié¢, Milan Milivojcevié 0 0:00:00

Na srednjeevropskem tekmovanju je bilo 12 nalog, od tega sta jih najboljsi ekipi
resili po deset.
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ANKETA

Lani in predlani, ko je tekmovanje potekalo prek interneta, smo na ta nacin izvedli
tudi anketo (prek spletne strani 1ka.si). Ker se je ta nacin anketiranja dobro obne-
sel, smo ga obdrzali tudi letos, Ceprav je tekmovanje drugace spet potekalo v zivo.
Vprasanja na anketi so prikazana spodaj in so bila priblizno enaka kot vcasih, ko je
bila anketa na papirju. Rezultati ankete so predstavljeni na str. 237-244.

Letnik: 08.r.0S 09.r.0S 01 02 03 04 O5

Kako si izvedel(a) za tekmovanje?
O od mentorja O na spletni strani (kateri? )
O od prijatelja/sosolca O drugace (kako?
Kolikokrat si se ze udelezil(a) kaksnega tekmovanja iz ra¢unalniStva pred
tem tekmovanjem?
Katerega leta si se udelezil(a) prvega tekmovanja iz ra¢unalnistva?
Najboljsa dosedanja uvrstitev na tekmovanjih iz racunalnistva (kje in kdaj)?

Koliko ¢asa ze programiras?
Kje si se naucil(a)? O sam(a) O v Soli pri pouku O na krozkih [ na tecajih
[ poletna sola O drugje:

Za programske jezike, ki jih obvladas$, napisi (zac¢ni s tistimi, ki jih obvladas najbolje):

Jezik:
Koliko programov si ze napisal(a) v tem jeziku: 0 do 10 [ od 11 do 50 O nad 50
Dolzina najdaljSega programa v tem jeziku:

0 do 20 vrstic [0 od 21 do 100 vrstic [ nad 100
[Gornje rubrike za opis izkuSenj v posameznem programskem jeziku so se nato Se dvakrat
ponovile, tako da lahko resevalec opise do tri jezike.]

Ali si programiral(a) Se v katerem programskem jeziku poleg zgoraj navedenih? V katerih?

Kako vpliva tvoje znanje matematike na programiranje in ucenje racunalnistva?
[0 zados¢a mojim potrebam

O obc¢utim pomanjkljivosti, a se znajdem

[0 je preskromno, da bi koristilo

Kako vpliva tvoje znanje angles¢ine na programiranje in ucenje racunalnistva?
[0 zados¢a mojim potrebam

[0 obc¢utim pomanjkljivosti, a se znajdem

[J je preskromno, da bi koristilo

Ali bi znal(a) v programu uporabiti naslednje podatkovne strukture:

Drevo Oda One
Hash tabela (razprsena / asociativna tabela) Oda One
S kazalci povezan seznam (linked list) Oda One
Sklad (stack) Oda One

Vrsta (queue) Oda One
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Ali bi znal(a) v programu uporabiti naslednje algoritme:

Evklidov algoritem (za najveéji skupni delitelj) Oda One

Eratostenovo reseto (za iskanje prastevil) Oda One
Poznas formulo za vektorski produkt Oda One
Rekurzivni sestop Oda One
Iskanje v Sirino (po grafu) Oda One
Dinamicno programiranje Oda One

[¢e misli$, da to pomeni uporabo new, GetMem, malloc ipd., potem obkrozi ,ne“|

Katerega od algoritmov za urejanje Oda One
Katere(ga)? O bubble sort (urejanje z mehurcki)
O insertion sort (urejanje z vstavljanjem)
O selection sort (urejanje z izbiranjem)
O quicksort
[0 kaksnega drugega:

Ali poznas zapis z velikim O za ¢asovno zahtevnost algoritmov?
[npr. O(n?), O(nlogn) ipd.] Oda One

[Le pri 1. in 2. skupini.] V besedilu nalog trenutno objavljamo deklaracije tipov in podpro-
gramov v pascalu, C/C++, C#, pythonu in javi.

— Ali razumes kaksnega od teh jezikov dovolj dobro, da razumes te deklaracije v besedilu
nasih nalog? [0 da [ ne

— So ti prisle deklaracije v pythonu kaj prav? [ da [ ne

— Ali bi raje videl(a), da bi objavljali deklaracije (tudi) v kakSnem drugem programskem
jeziku? Ce da, v katerem?

V resitvah nalog trenutno objavljamo izvorno kodo v C++ (v 1. skupini pa tudi v pythonu).
— Ali razume$ C++ (oz. python) dovolj dobro, da si lahko kaj pomagas z izvorno kodo v
nasih resitvah? [ da O ne

— Ali bi raje videl(a), da bi izvorno kodo resitev pisali v kaksnem drugem jeziku? Ce da,
v katerem?

Kaksno je tvoje mnenje o sistemu za oddajanje odgovorov prek racunalnika?

[Le pri 3. skupini.] Letos v tretji skupini podpiramo resevanje nalog v pascalu, C, C++, C#,
javi, pythonu in rustu. Bi rad uporabljal kaksen drug programski jezik? Ce da, katerega?

Katere od naslednjih jezikovnih konstruktov in programerskih prijemov
znas uporabljati?

ne poznam
da, slabo
da, dobro

Ali bi znal(a) prebrati kaksno celo $tevilo in kakSen niz iz standardnega
vhoda ali pa ju zapisati na standardni izhod?
Ali bi znal(a) prebrati kaksno celo $tevilo in kaksen niz iz datoteke
ali pa ju zapisati v datoteko?
Tabele (array):
— enodimenzionalne
— dvodimenzionalne
— vecdimenzionalne

Zna$ napisati svoj podprogram oz. funkcijo
Poznas rekurzijo

oo ooo o o
oo ooo o o
oo ooo o o



234 17. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

Kazalce, dinami¢no alokacijo pomnilnika (New/Dispose,
GetMem/FreeMem, malloc/free, new/delete, .. .)
Zanka for
Zanka while
Gnezdenje zank (ena zanka znotraj druge)
Nastevni tipi (enumerated types — type ImeTipa = (Ena, Dve, Tri) v
pascalu, typedef enum v C/C++)
Strukture (record v pascalu, struct/class v C/C++)
and, or, xor, not kot aritmeti¢ni operatorji (nad biti celostevilskih
operandov namesto nad logiénimi vrednostmi tipa boolean)
(v C/C++/C#/javi: &, |, 7, ~)
Operatorja shl in shr (v C/C++/C#/javi: <<, >>)
Znas uporabiti kaksnega od naslednjih razredov iz standardnih knjiznic:
— razprseno tabelo: hash_map, hash_set, unordered_map, unordered_set (v C++),
Hashtable, HashSet (v javi/C#), Dictionary (v C#), dict, set (v pythonu)
— iskalna drevesa: map, set (v C++), TreeMap, TreeSet (v javi),
SortedDictionary (v C#)
— kopico oz. prioritetno vrsto: priority_queue (v C++), PriorityQueue (v javi),
heapq (v pythonu)

[Naslednja skupina vprasanj se je ponovila za vsako nalogo po enkrat.]

oo Ooooo
oo Ooooo
oo Oooo

oo
oo
0oao

Zahtevnost naloge: O prelahka O lahka O primerna O tezka O pretezka [ ne vem

Naloga je (ali: bi) vzela preveé¢ ¢asa: 0 da O ne [J ne vem

Mnenje o besedilu naloge:

— dolzina besedila: O prekratko OJ primerno O predolgo

— razumljivost besedila: 0O razumljivo OJ tezko razumljivo [J nerazumljivo
Naloga je bila: O zanimiva O dolgocasna [J ze znana [J povprecna

Si jo resil(a)?

nisem resil(a), ker mi je zmanjkalo Casa za reSevanje

nisem resil(a), ker mi je zmanjkalo volje za reSevanje

nisem resil(a), ker mi je zmanjkalo znanja za resevanje

resil(a) sem jo le delno, ker mi je zmanjkalo ¢asa za resevanje

resil(a) sem jo le delno, ker mi je zmanjkalo volje za reSevanje

resil(a) sem jo le delno, ker mi je zmanjkalo znanja za reSevanje

resil(a) sem celo

Ostali komentarji o tej nalogi:

ooooooo

Katera naloga ti je bila najbolj vse¢c? 0102030405
Zakaj?

Katera naloga ti je bila najmanj vsec? 0102030405
Zakaj?

Na letoSnjem tekmovanju ste imeli tri ure / pet ur ¢asa za pet nalog.
Bi imel(a) raje: O veé ¢asa OJ manj ¢asa [J ¢asa je bilo ravno prav
Bi imel(a) raje: O ve¢ nalog O manj nalog [J nalog je bilo ravno prav
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Kakrsne koli druge pripombe in predlogi. Kaj bi spremenil(a), popravil(a), odpravil(a),
ipd., da bi postalo tekmovanje zanimivejse in bolj privla¢no?

Kaj ti je bilo pri tekmovanju vsec?

Kaj te je najbolj motilo?

Ce ima$ kaj vrstnikov, ki se tudi zanimajo za programiranje, pa se tega tekmovanja niso
udelezili, kaj bi bilo po tvojem mnenju treba spremeniti, da bi jih prepricali k udelezbi?

Ali si pri izpolnjevanju ankete prisel/la do sem? [ da O ne

Hvala za sodelovanje in lep pozdrav! Tekmovalna komisija
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REZULTATI ANKETE

Anketo je izpolnilo 37 tekmovalcev prve skupine, 12 tekmovalcev druge skupine in
7 tekmovalcev tretje skupine. (Opozorimo na to, da je zaradi majhnega Stevila tek-
movalcev v tretji skupini iz tamkaj$njih anket Se posebej tezko vleci kaksne pametne
posplositve in zakljucke.)

Mnenje tekmovalcev o nalogah

Tekmovalce smo sprasevali: kako zahtevna se jim zdi posamezna naloga; ali se jim
zdi, da jim vzame preveC Casa; ali je besedilo primerno dolgo in razumljivo; ali se
jim zdi naloga zanimiva; ali so jo resili (oz. zakaj ne); in katera naloga jim je bila
najbolj/najmanj vseé.

Rezultate vprasanj o zahtevnosti nalog kazejo grafi na str. 238. Tam so tudi
podatki o povpreénem stevilu tock, dosezenem pri posamezni nalogi, tako da lahko
primerjamo mnenje tekmovalcev o zahtevnosti naloge in to, kako dobro so jo zares
resevali.

V povprecju so se zdele tekmovalcem v vseh skupinah naloge priblizno tako tezke
kot ponavadi, v tretji skupini mogo¢e malce tezje. Ce pri vsaki nalogi pogledamo
povprecje mnenj o zahtevnosti te naloge (1 = prelahka, 3 = primerna, 5 = pretezka)
in vzamemo povpreéje tega po vseh petih nalogah, dobimo: 3,35 v prvi skupini (v
prejsnjih letih 3,27, 2,97, 347, 3,32, 3,11), 3,39 v drugi skupini (prejsnja leta 3,55,
3,38, 3,17, 3,19, 3,51) in 3,80 v tretji skupini (prejsnja leta 3,63, 3,67, 3,52, 3,59,
3,73).

Med tem, kako tezka se je naloga zdela tekmovalcem, in tem, kako dobro so jo
zares reSevali (npr. merjeno s povpreénim $tevilom tock pri tej nalogi), je ponavadi
(5ibka) negativna korelacija; letos je bila Sibkejsa kot v prejsnjih nekaj letih (R* =
0,48; v prej$njih letih 0,42, 0,68, 0,71, 0,67, 0,70).

V prvi skupini so tekmovalci kot tezjo ocenili predvsem nalogo 1.5 (stonoge), ki
sicer ni zelo tezka, je pa malo nekonvencionalna. Kot najlazjo pa so ocenili nalogo
1.1 (snezinke), kar je zanimivo, saj se taksne ,realnoCasovne“ naloge tekmovalcem
ponavadi zdijo tezke.

V drugi skupini je izstopala naloga 2.5 (zabe), ki se je veéini ljudi zdela tezka ali
pretezka, kar ima sicer morda vec zveze s formulacijo naloge kot s samim algoritmom,
ki se ga je treba domisliti (tudi besedilo te naloge se je mnogim zdelo dolgo in tezje
razumljivo). Kot najlazjo pa so v tej skupini ocenili nalogo 2.1 (varnostno kopiranje).

V tretji skupini sta se jim zdeli tezji predvsem nalogi 3.1 (mastermind) in 3.4
(pijansko urejanje), kar morda kaze na to, da se pri tako majhnem Stevilu prejetih
anket iz te skupine na njihove rezultate ne smemo preve¢ zanasati. Naloga 3.1 je
namre¢ v nekem smislu najlazja, saj so tekmovalci pri njej dosegli ve¢ tock kot pri
katerikoli drugi. Za nalogo 3.4 je manj presenetljivo, da se jim je zdela tezka, saj
gre za interaktivno nalogo, na kakrsne so tekmovalci manj navajeni. Najlazja v tej
skupini se jim je zdela naloga 3.3 (breakout).

Rezultate ostalih vprasanj o nalogah pa kazejo grafi na str. 239. Nad razumlji-
vostjo besedil ni veliko pripomb, podobno kot prejsnja leta, v tretji skupini Se malo
manj. Kot tezje razumljive so ocenili predvsem naloge 1.2 (semafor), 2.5 (zabe) in
3.1 (mastermind); pri slednji je sicer zanimivo to, da so jo kljub temu resevali bolje
kot katerokoli drugo nalogo v tretji skupini.
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Prva skupina Druga skupina Tretja skupina
priority_queue v C++ ipd. 11% R ] 25 % NN ] 86%
map v C++ ipd. 14 % KH 1 42% X N 1 86%
unordered_map v C++ ipd. 27 % K= ] 42 % X N=—1 86 %
zamikanje s shl, shr 24 % RKNEH ] 50% N—__ ] 100%
operatorji na bitih 78 % R N 83% K NH] 100%
strukture 300 RS ] 50% E—T 1 86%
nastevni tipi 197 = 1 250 RSH 1 57%
gnezdenje zank 97 % R N 92% R | 100%
zanka while 97 % R Y 92% R ] 100 %
zanka for 97 % R N 2% K ] 100 %
kazalci 16 % R 1 33 RS = ] 100%
rekurzija 49% R == 1 75%RK ] 100%
podprogrami 89 % R NEHl  92% R ] 100 %
veé-d tabele (array) 78 % R NEN 75 % _] 100%
2-d tabele (array) 89 % R Nill 75 % R NEL_| 100 % XXX
1-d tabele (array) 100 % R \\| 83% R L] 100 %0 XXX
delo z datotekami 76 % R N=1| 58 % R =1 86 % NXXXXXNH
std. vhod/izhod 97 % R N 83% R B 100 %0 R

Tabela kaze, kako so tekmovalci odgovarjali na vprasanje, ali poznajo in bi znali uporabiti
doloéen konstrukt ali prijem: ,da, dobro“ (poSevne érte), ,da, slabo“ (vodoravne ¢rte) ali
,ne“ (nesrafirani del stolpca). Ob vsakem stolpcu je Se delez odgovorov ,da, dobro“ v
odstotkih.

Tudi z dolzino besedil so tekmovalci vec¢inoma zadovoljni; ocene so podobne kot
prejsnja leta. Po komentarjih, da je naloga predolga, Se najbolj izstopajo naloge
1.4 (neprevidni poeti), 3.1 (mastermind) in 3.2 (dolgovi). Mnenj, da je besedilo
prekratko, je bilo malo, $e najveé pri nalogi 1.5 (zabe); pri tej nalogi se je sicer
nekaterim zdelo besedilo tudi predolgo.

Naloge se jim vecinoma zdijo zanimive; ocene so pri tem vprasanju podobne kot
prejsnja leta. Kot bolj zanimive izstopajo 1.3 (iskanje kvadrata), 2.3 (planinarjenje),
2.5 (zabe) in 3.2 (dolgovi), kot manj zanimivi pa 2.4 (sedezni red) in 3.1 (masterm-
ind). Pripomb, da jim je neka naloga Ze znana, je bilo letos zelo malo: po ena pri
nalogah 1.1 (snezinke), 1.3 (iskanje kvadrata) in 2.2 (ludi).

Pripomb, da bi naloga vzela prevec ¢asa, je bilo malo, v tretji skupini sicer vec¢ kot
ponavadi. Najve¢ takih pripomb je bilo pri nalogah 1.5 (stonoge; to je tudi naloga,
ki se jim je zdela v tej skupini najtezja) in 3.2 (dolgovi), pa tudi 3.1 (mastermind)
in 3.3 (breakout). Pri zadnjih treh je z implementacijo resitve res Se kar nekaj dela
(tudi ¢e gledamo npr. dolzino izvorne kode nasih resitev).

Pri vprasanjih, katera naloga je tekmovalcu najbolj vse¢, so bili glasovi letos
precej razprseni med naloge, Se posebej v prvi skupini; v drugi pa kot bolj prilju-
bljena izstopa 2.3 (planinarjenje). Pri vprasanju, katera naloga jim je najmanj vsec,
pa izrazito izstopa naloga 1.5 (zabe); verjetno ni nakljudje, da je to naloga, ki se je
mnogim zdela tudi tezka in slabo razumljiva. Nekaj nalog je dobilo veliko glasov
pri obeh vprasanjih, npr. 1.2 (semafor).

Programersko znanje, algoritmi in podatkovne strukture
Ko sestavljamo naloge, Se posebej tiste za prvo skupino, nas pogosto skrbi, ¢e tek-
movalci poznajo ta ali oni jezikovni konstrukt, programerski prijem, algoritem ali
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Prva skupina Druga skupina Tretja skupina
drevo 38 % XY I 75% R N1 100 % XYY
hash tabela 35 % R ] 83% K L1 100%
seznam (linked list) 35 % RN ] 58% K NI ] 86%
sklad (stack) 43 9% RXXXY ] 75% K N1 86%
vrsta (queue) 43 % XY ] 73% R N1 100%
Evklidov algoritem 86 % KX ] 100% R X 100 %
Eratostenovo reseto 54 % R N ] 67 % K N\ ]l 100%
vektorski produkt 46 % KX \\| ] 67% R N\ ] 100 % XXX
rekurzija 38 7% XY ] 50% N\ ] 86%
dinamiéno prog. 30 %0 XY ] 42% XXX ] 86%
iskanje v Sirino 19% KXY ] 58% NI ] 86%
O-zapis 43 7% XY ] 83% K L] 100%
urejanje 73% K L] 92% K ] 100%
bubble sort 43 7% XY ] 67% K N\ ] 100%
insertion sort 41 % R ] 67% N\ 1 71 XXX ]
selection sort 38 70 XY ]33 XY ] 1%
quicksort 27 70 KXY ] 33 XY 1 71 XXX ]

Tabela kaze, kako so tekmovalci odgovarjali na vprasanje, ali poznajo nekatere algoritme
in podatkovne strukture. Ob vsakem stolpcu je Se odstotek pritrdilnih odgovorov.

podatkovno strukturo. Zato jih v anketah zadnjih nekaj let sprasujemo, c¢e te reci
poznajo in bi jih znali uporabiti v svojih programih.

Rezultati pri vprasanjih o programerskem znanju so podobni tistim iz prejsnjih
let. V prvi in tretji skupini pravijo, da znajo malo ve¢ kot tisti v lanski anketi.
Stvari, ki jih tekmovalci poznajo slabSe, so na splosno priblizno iste kot prejsnja leta:
kazalci, nastevni tipi in operatorji na bitih, v prvi in drugi skupini tudi strukture in
rekurzija. Poznavanje operatorjev na bitih in rekurzije je letos boljse kot ponavadi.

Uporaba programskih jezikov

Na splosno so razmerja med razlicnimi jeziki podobna kot v prejsnjih letih. V
prvi skupini je tudi letos python dale¢ najpogostejsi, na drugem mestu pa je tudi
letos java; sledita jima C++ in C, C# pa je razmeroma redek, podobno kot lani.
Tudi v drugi skupini je python najpogostejsi, s precejsnjim zaostankom pa mu sledi
C/C++. V tretji skupini je Se vedno najpogostejsi C++, nekaj tekmovalcev pa je
uporabljalo python. Jave ni v drugi in tretji skupini uporabljal nih¢e. Edina jezika,
ki sta se Se pojavila poleg doslej omenjenih, sta javascript (ki sta ga uporabljala dva
tekmovalca v prvi in eden v drugi skupini) in rust (ki ga je uporabljal en tekmovalec
v tretji skupini). Slednji se je letos na nasih tekmovanjih pojavil prvi¢ (in je bil tudi
prvi¢ podprt v tretji skupini).

Podobno kot prejsnja leta se je tudi letos pojavilo nekaj tekmovalcev, ki oddajajo
le resitve v psevdokodi ali pa celo naravnem jeziku, tudi tam, kjer naloga sicer
zahteva izvorno kodo v kaksnem konkretnem programskem jeziku. Iz tega bi ¢lovek
mogoce sklepal, da bi bilo dobro dati ve¢ nalog tipa ,opisi postopek* (namesto
,napisi podprogram*), vendar se v praksi obi¢ajno izkaze, da so taksne naloge med
tekmovalci precej manj priljubljene in da si ve¢inoma ne predstavljajo prevec¢ dobro,
kako bi opisali postopek (pogosto v resnici oddajo dolgovezne opise izvorne kode v
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Leto in skupina

2022 2021 2020 2019 2018 2017
Jezik 1 2 3|1 2 3|1 2 3|1 2 3|1 2 3|1 2 3
pascal 4 2 2 4
C 3 3% 8 5 1|31 3 0 4 1 4 3|4 3 2%
C++ 14 6 10|13 113 183|265 8 14|214 74 18183 13 11|23 10 154
java 22 17 5 |15 4 3|15 5 121383 4|28 3 2
PHP - 1 - - - -
C# 2 1 6 4 6 3 12 2 1 6 76
python 29 163 4|43 154 4 |48 20 3 (363 265 61|38 11 1|42 11 -
javascript 2 1 -1 2 2 — — % — —
julia — — — — -1 —
swift - 1 — — — —
rust 1 — — — — —
psevdokoda|4 1 —|3 2 1 —| 5 1 -1 3 1 —|5 —
ni¢ 3 2 3 2 3 2 1

Stevilo tekmovalcev, ki so uporabljali posamezni programski jezik.
Nekateri uporabljajo po veé¢ razliénih jezikov (pri razliénih nalogah) in se Stejejo delno k
vsakemu jeziku. (V letu 2022 je en tekmovalec uporabljal python in C, dva pa python in
C++.) ,Ni¢“ pomeni, da tekmovalec ni napisal ni¢ izvorne kode (niti psevdokode, pa¢ pa
morda reSitve v naravnem jeziku). Znak ,—* oznaduje jezike, ki se jih tisto leto v tretji
skupini ni dalo uporabljati. Psevdokoda steje tekmovalce, ki so pisali le psevdokodo, tudi
pri nalogah tipa ,napisi (pod)program¢

stilu ,nato bi s stavkom if preveril, ali je spremenljivka x veéja od spremenljivke y*).
Podobno kot prejsnja leta smo tudi letos pri nalogah tipa ,,opisi postopek® pripisali
»ali napisi podprogram (kar ti je lazje)“ (kjer je bilo to primerno).

Podrobno stevilo tekmovalcev, ki so uporabljali posamezne jezike, kaze gornja
tabela. Glede stetja C in C++ v tej tabeli je treba pripomniti, da je razlika med
njima majhna in véasih pri kaksnem krajsem kosu izvorne kode ze tezko recemo, za
katerega od obeh jezikov gre. Je pa po drugi strani videti, da se raba stvari, po
katerih se C++ loci od C-ja, sCasoma povecuje; zdaj ze veliko tekmovalcev na primer
uporablja string namesto char * in tip vector namesto tradicionalnih tabel (arrays).
Novosti, po katerih se zadnje razli¢ice C++ (od vkljuéno C++11 naprej) razlikujejo
od C++98, je letos uporabljalo kar precej tekmovalcev, Se posebej v tretji skupini
(npr. ranged for, auto v novem pomenu, pri enem tekmovalcu tudi lambda-izrazi).

Pri pythonu zdaj vsi uporabljajo python 3 in ne python 2; je pa res, da je pri
tako preprostih programih, s kakrsnimi se srecujemo na nasem tekmovanju, razlika
vecinoma le v tem, ali print uporabljajo kot stavek ali kot funkcijo.

V besedilu nalog za 1. in 2. skupino objavljamo deklaracije tipov, spremenljivk,
podprogramov ipd. v pascalu, C/C++, C#, pythonu in javi. Delez tekmovalcev, ki
pravijo, da deklaracije razumejo, je letos podoben kot prejsnja leta (36/37 v prvi
skupini in 11/12 v drugi). Kot obidajno so pri vprasanju, ali bi zeleli deklaracije
Se v kakSnem jeziku, nekateri tekmovalci navedli jezike, v katerih deklaracije ze
imamo, na primer C++ ali C#; od originalnih predlogov pa sta se po enkrat pojavila
javascript in rust. V vsakem primeru pa se poskusamo zadnja leta v besedilih
nalog izogibati deklaracijam v konkretnih programskih jezikih in jih zapisati bolj na
splosno, na primer ,napisi funkcijo foo(x, y)“ namesto ,napisi funkcijo bool foo(int x,
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int y)“

V resitvah nalog objavljamo od 2017 izvorno kodo v C++, pri prvi skupini pa
tudi v pythonu. Tekmovalce smo v anketi vprasali, ¢e razumejo C++ (ali, v prvi
skupini, python) dovolj, da si lahko kaj pomagajo s izvorno kodo v reSitvah, in ce
bi radi videli izvorno kodo resitev se v kaksnem drugem jeziku. Vecina je s C++
(oz. pythonom) zadovoljna (28/37 v prvi skupini, 12/12 v drugi, 7/7 v tretji); ta
delez je podoben kot lani. Zanimivo vprasanje je, ali bi s kaksnim drugim jezikom
dosegli vedji delez tekmovalcev (koliko tekmovalcev ne bi razumelo resitev v javi?
ali v pythonu?). Med jeziki, ki bi jih radi videli namesto (ali poleg) C++, jih najvec
omenja javo (predvsem v prvi skupini, kar ni ¢udno, ker je tam veliko tekmovalcev
tudi resevalo v javi) ter python in rust. Vendar je s pripravo resitev v dveh jezikih
precej dela, zato bomo do nadaljnjega objavljali resitve v pythonu (poleg v C++)
Se vedno le v prvi skupini.

Letnik

Obicajno so tekmovalci zahtevnejsih skupin ve¢inoma v visjih letnikih kot tisti iz
lazjih skupin. Razmerja so podobna kot prejsnja leta; v prvi in drugi skupini so
tekmovalci v povprec¢ju malo starejsi kot lani, v tretji pa priblizno enako stari.
Letos sta nastopila tudi dva osnovnosolca, oba v prvi skupini.

St. tekmovalcev
po letnikih Povprecni
Skupina | 7 8 9 1 2 3 4 5 letnik
prva 1 1 8 20 22 22 5 3,0
druga 3 2 14 12 3,1
tretja 3 3 9 3,4

Druga vprasanja

Podobno kot prejsnja leta je velikanska vec¢ina tekmovalcev za tekmovanje izvedela
prek svojih mentorjev (hvala mentorjem!), je pa bilo letos malo veé¢ kot ponavadi
takih tekmovalcev, ki so za tekmovanje izvedeli od prijateljev. V smislu Siritve
zanimanja za tekmovanje in vecanja stevila tekmovalcev se zelo dobro obnese Solsko
tekmovanje, ki ga izvajamo zadnjih nekaj let, saj se odtlej v tekmovanje vkljucuje
tudi nekaj sol, ki prej na nasem drzavnem tekmovanju niso sodelovale.

Pri vprasanju, kje so se naucili programirati, je podobno kot prejsnja leta naj-
pogostejsi odgovor, da so se naudili programirati sami (takih so dobre tri etrtine);
sledijo tisti, ki so se tega naucili v Soli pri pouku, in tisti, ki so se naucili programirati
(tudi) na krozkih in tecajih (obojih je po priblizno dve petini).

Pri casu resevanja in Stevilu nalog je najve¢ takih, ki so s sedanjo ureditvijo
zadovoljni; njihov delez je se malo visji kot lani. Med ostalimi so mnenja precej
razdeljena, najpogostejsi kombinaciji pa sta ,ve¢ ¢asa, manj (ali enako) nalog® in
(redkeje) ,enako Casa, manj nalog®.

7 organizacijo tekmovanja je drugace velika vecina tekmovalcev zadovoljna in
nimajo posebnih pripomb; tudi posebnih tehni¢nih tezav letos ni bilo. Nekaj tek-
movalcev je zelelo, da bi lahko svoje odgovore v prvi in drugi skupini oddajali kot
datoteke (namesto da jih pisejo ali lepijo v obrazec na spletni strani), nekaj pa, da
bi zeleli imeti moznost po tekmovanju priti do svojih resitev (slednje sicer brez tezav
posljemo tistim, ki nam po tekmovanju piSejo, da bi jih radi dobili).
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V preteklosti si je veliko tekmovalcev zZelelo tudi, da bi imeli v prvi in drugi
skupini na rac¢unalnikih prevajalnike in podobna razvojna orodja. Razlog, zakaj smo
se v teh dveh skupinah izogibali prevajalnikom, je bil predvsem ta, da hoc¢emo s tem
obdrzati poudarek tekmovanja na snovanju algoritmov, ne pa toliko na lovljenju
drobnih napak; in radi bi tekmovalce tudi spodbudili k temu, da se lotijo vseh
nalog, ne pa da se zakopljejo v eno ali dve najlazji in potem vecino ¢asa porabijo za
testiranje in odpravljanje napak v svojih resitvah pri tistih dveh nalogah. Toda v
letih 2020 in 2021, ko so zaradi epidemije vsi resevali naloge doma in torej dostop
do prevajalnikov in razvojnih orodij imeli, se je pokazalo, da te tezave vendarle niso
nastopile; tekmovalci so se ve¢inoma lotili vseh nalog in rezultati v prvi skupini so
bili se boljsi kot ponavadi. Zato smo letos, ko je tekmovanje spet potekalo v Zivo
namesto prek interneta, omogocili tekmovalcem prve in druge skupine tudi uporabo
prevajalnikov. To je bilo v anketi veCinoma lepo sprejeto, je pa bilo tudi nekaj
pripomb, ker razpolozljiva orodja nekaterim niso ustrezala; zlasti je bilo, kot kaze,
slabse poskrbljeno za tiste, ki so zeleli programirati v javascriptu.

Nekaj tekmovalcev si je v anketi tudi Zelelo, da bi v prvi in drugi skupini uvedli
avtomatsko ocenjevanje, podobno kot v tretji. Toda pri takem nacinu ocenjevanja
postane tekmovanje tezje, ker lahko dobis ve¢ kot ni¢ tock sSele, ¢e napises delujoc
program, ki pravilno resi vsaj nekatere testne primere; resitve, ki jih oddajajo tek-
movalci prve in druge skupine, pa so pogosto se dale¢ od tega. Ce bi torej uvedli
avtomatsko ocenjevanje v prvi dve skupini, bi morali dajati se lazje naloge kot do-
slej (ali pa bi imeli v rezultatih veliko tekmovalcev s po 0 tockami, kar bi delovalo
nespodbudno), poudarek tekmovanja pa bi se s tem premaknil z razmisljanja o al-
goritmih na zgolj programiranje; tega pa si ne zelimo, zato bomo zaenkrat Se ostali
pri ro¢nem ocenjevanju.
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V tem razdelku je zbranih nekaj zabavnih odlomkov iz resitev, ki so jih napisali
tekmovalci. V oklepajih pred vsakim odlomkom sta skupina in stevilka naloge.

(1.1) Nekaj letosnjih prispevkov na temo nepotrebnega kompliciranja pri pogojih v
neskonc¢nih zankah:

while (true = true) // program ves &as ponavljamo

while (1 = 1) // ponavija

bool a = true; // spremenljivka narejena z namenom, da se lahko naslednji while stavek
while (a) { // nadaljuje v neskonéno

(1.1) Zakaj bi prirejali 0, ¢e lahko z njo mnozimo:

cout << counter;
counter *= 0;

(1.1) Tale tekmovalec je bil pripravljen na tekmovanje z 999 nalogami:
public class N0O1 {
Pri drugi nalogi je imel N002 in tako naprej.

(1.1) Zanimiva sintakti¢na inovacija: zanka znotraj pogoja v stavku if, ki naj bi
preverila, ¢e pogoj velja pri vseh n.

if (for ((int n = 1; n < 100; n++) { Senzor(n) }) == false) // e senzor ne zazna
// sneZinke, spet pregleduje, dokler ne zazna

(1.1) Brutalno: temu tekmovalcu neskon¢na zanka ni bila dovolj, moral je dodati Se
neskonc¢no rekurzijo. . .

public static void Main(string[] args)
while (true)

Meri(); // pokli¢em metodo Meri

}

public static void Meri()
{

Main(null); // Kli¢em nazaj Main, kjer se vse ponovi

(1.2) Nekdo je ro¢no deklariral devet ArrayListov. Ko bi le obstajala kaksna primerna
podatkovna struktura, v katero bi se jih dalo zloziti. ..

ArrayList <Integer> ena = new ArrayList<Integer>();

ArrayList <Integer> devet = new ArrayList<Integer>();
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(1.2) Komentar na koncu popolnoma zgresene resitve:

# mislim, da moj program v redu deluje, saj zelo hitro najde resitev

(1.2) Komentar tekmovalca, ki je znal poklicati funkciji scanf in printf, funkcije Beri-
Stevec pa ne:

Ne vem, kako delujejo funkcije v Cju, saj jih nikoli ne uporabljam, zato
sem podatke vzel kot integerje na standardnem vhodu.

(1.3) Tale tekmovalec uporablja besedo ,kvadrat® malo drugade, kot smo navajeni:

Nato dobimo 2 vrednosti: dolzina in Sirina.

Ce je kvadrat pravokoten, ali podoben pravokotniku, lahko preverimo
tako, da izrac¢unamo razliko med njima — absolutno vrednost pri odste-
vanju.

(1.3) Resitev z velikimi pri¢akovanji od spremenljivke §, ki naj bi hkrati vsebovala
Sirine posameznih stolpcev in njihove vsote:
for S in $_stolpcev: # hodi skozi seznam s_stolpcev
opcija = § / v_vrstic.index(i) # vsak int iz $_stolpcev se deli z prvim int iz v_vrstic
opcije.append(opcija) # opcija se pripne v seznam opcije
§ += § # int v $_stolpcev se sestevajo in se v 7. vrstici ponovno delijo

(1.3) Dober letosnji prispevek v zanr opisov postopkov, ki so v resnici opisi izvorne
kode:

Potem naredim for(k) od 0 do Stevila visin krat stevila Sirin. Po koncu
tega fora naredim nov for(i) od 0 do Stevila Sirin, v tem foru pa Se en for(j)
od 0 do Stevila visin.

(1.4) Nekdo je pisal logi¢ni ALI s poSevnimi ¢rtami namesto navpi¢nimi:

if (crke[i]=="a' \\ crke[i]=="e"' \\ crke[i]=="1i" \\ crke[ij=="o" \\ crke[i]=="u"){

(1.4) Resitev, ki opazi bolj malo velikih ¢rk:

if ((pesem[j].charAt(i) == 'a') || (pesem[j].charAt(i) == 'e") ||
(pesem[j].charAt(i) == 'i") || (pesem[j].charAt(i) == 'o") ||
(pesem(j].charAt(i) == 'u'))

if (pesem[j].charAt(i).isUpperCase())
(1.4) Dekadenten nacin, kako za vsako ¢érko niza preveriti, ali je samoglasnik:

foriins:
st = (i.lower().count("a") + i.lower().count("e") + i.lower().count("i") +
i.lower().count("o") + i.lower().count("u"))
sez.append(st) # dodamo vrednosti v seznam

(1.4) Nagrado za prispevke k jezikoslovju dobi:
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def samostalniki(s: str):
out =[]
foriins:
ifiin['a', 'e', 'i', 'o', 'u', 'A', 'E', 'I', '0', 'U']: out.append(i)
return out

# najprej iz besedila lo¢imo samostalnike, ker so to edine crke, ki nas zanimajo

(1.4) Prispevek na temo ,zavajanje sovraznika“: pogoj pravilno == 1 pomeni, da
pesem nima ritma.

if (pravilno == 1)
printf("NE");

(1.4) Presenetljiva potrata pri podatkovni strukturi: tale tekmovalec je uporabil map
(kar je ponavadi nekak$no rdece-¢rno drevo) za nekaj, kar bi prav lahko bil vektor
ali niz:

std::map<int, bool> zaporedje;
int zaporedje_stev = 0;
for (int i = 0; i < max_velikost_vrstice; i++) {
if (vrsticali] == 'A' || vrstica[i] == 'E' || vrstica[i] == 'I' ||
vrsticali] == '0' || vrstica[i] == 'U")

zaporedje.insert(std::pair<int, bool>(zaporedje_stev, 1));
zaporedje_stev++;

(1.5) Neki tekmovalec je namesto obrnjene poSevnice \ pisal a, najbrz nato, ker ni
vedel, kako obrnjeno poSevnico pravilno vkljuditi v string literal (torej kot '\\').
To Se ni cvetka; cvetka je nacin, kako je poskusal spremeniti znake / v \ (o0z. a) in
obratno:

noge2 = noge2.replace('/', "a")
noge2 = noge2.replace("a", '/') # prezrcalili spodnje noge in e so enake zgornjim nogam

(1.5) Tale resitev pri stonogah, ki imajo dve nozici usmerjeni v levo, predpostavi,
da gre za napako v vhodnih podatkih, in eno pobrise:

self.vrstal = vrstal.replace("\\\\", "\\") # neki je $lo narobe pr escapanju

(2.1) Zapleten nacin, kako pobrisati prazne nize iz seznama:

def rek(x):
x.remove('")
a= "
if ain x:
x = rek(vnos)
return x

vnosl = input()
vnos = vnosl.split("/")
if "' in vnos:

vnos = rek(vnos)
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(2.1) Bolece: namesto da bi imel tabelo kazalcev na nize in pri urejanju prerazporejal
le te kazalce, premesca spodnji program kar cele 4096-bytne vrstice v tabeli:

char line[10000][4096];

gsort(line, n, sizeof(char) * 4096, cmpfunc); // sortira array line, tako da bodo vrstice
// urejene od najkrajse od najdaljse

(2.1) Komentar na zacetku ene od resitev:

/* Vse poti, ki jih zelimo izpisati, bomo hranili v set-u, da lahko
* delamo bisekcijo pri iskanju.

,Bisekcija“ pri iskanju:

set<string> poti;

for (auto it = set.begin(); it != set.end(); it++) {
if (*it.substr(0, mapa.size()) == mapa) {
set.erase(it); // upam, da je sintaksa prav :)

(Glede komentarja na koncu: sintaksa je sicer prav, semantika pa ne povsem; po
brisanju bo iterator it neveljaven, pac pa erase vrne veljaven iterator na naslednji
element po vrsti, zato bi bilo bolje narediti it = set.erase(it), le da potem zanj ne
smemo izvesti Se it++.)

(2.2) Celotna ,resitev enega od tekmovalcev:

Program bi preizkusal vse mozne kombinacije ukazov in izpisal najkrajso.
(upam, da za to dobim nekaj tock)

(2.4) Nekdo je ,spregledal®, da je stevilo vrst podano (n), in si je zato nalogo malo
olajsal:

# ker kolicina vrst ni omejena, sklepam, da je ucilnica neskoncno dolga :D, zato je m = 2
# V vsak stolpec vstavim eno punco in enega fanta

(2.4) Za rubriko ,tekmovalci Cestitajo in pozdravljajo“:
// note: kdor misli, da je 5c zloglasni, se ni videl R 2.D v polni mo¢i.
(3.1) Nekdo se ne zna odloéiti, ali naj si prebrane vhodne podatke zapomni ali ne:

P = str(input())

for j in range (0, n):
ugibanje.append(b[j * 2])
ugibanje = []

(3.3) Posrecena mnemonika:

enum Stran {
S, //si
V, // véeraj
J, // jedel
Z, /] zelje
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(3.3) Zakaj bi imeli obi¢ajne spremenljivke, ¢e pa jih lahko zavijemo v slovar, da bo
dostop do njih ¢im drazji in pocasnejsi:

zoga = { "x":a — 0.5, "y": 0}

meje = { "leva": 1, "desna":s — 1, "zgornja": v — 1, "spodnja": 0 }

while (meje["leva"] <= zoga["x"] <= meje["desna"] and

meje["spodnja"] <= zoga["y"] <= meje["zgornja"]):

(3.5) Optimisti¢en nacin, kako pripraviti vse anagrame p-ja: znake niza p je |p|!-
krat naklju¢no premesal in oc¢itno upal, da bo po sre¢nem nakljucju vsaki¢ nastal
drugacen anagram.

pl = list(p)

while True:
for _ in range(factorial(len(p))):

— nn

shuffle(pl)

foriinpl:q+=i

anagrami.add(q)
break

Bonus tocke si zasluzi tudi za zelo koristno in zelo neskon¢no zunanjo zanko while.
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Institut Jozef Stefan

Institut je najvecji javni raziskovalni zavod v Sloveniji s skoraj 800 "
zaposlenimi, od katerih ima priblizno polovica doktorat znanosti. "

Vec¢ kot 150 nasih doktorjev je habilitiranih na slovenskih univer-

zah in sodeluje v visokosSolskem izobrazevalnem procesu. V zadnjih ’ '
desetih letih je na Institutu opravilo svoja magistrska in doktorska

dela vec kot 550 raziskovalcev. Institut sodeluje tudi s srednjimi So- ‘
lami, za katere organizira delovno prakso in jih vkljucuje v aktivno

raziskovalno delo. Glavna raziskovalna podrocja Instituta so fizika, kemija, moleku-
larna biologija in biotehnologija, informacijske tehnologije, reaktorstvo in energetika
ter okolje.

Poslanstvo Instituta je v ustvarjanju, Sirjenju in prenosu znanja na podrocju
naravoslovnih in tehniskih znanosti za blagostanje slovenske druzbe in clovestva
nasploh. Institut zagotavlja vrhunsko izobrazbo kadrom ter raziskave in razvoj
tehnologij na najvisji mednarodni ravni.

Institut namenja veliko pozornost mednarodnemu sodelovanju. Sodeluje z mno-
gimi uglednimi institucijami po svetu, organizira mednarodne konference, sodeluje
na mednarodnih razstavah. Poleg tega pa po najboljsih moceh skrbi za mednarodno
izmenjavo strokovnjakov. Mnogi raziskovalni dosezki so bili delezni mednarodnih
priznanj, veliko sodelavcev 1JS pa je mednarodno priznanih znanstvenikov.

Tekmovanje sta podprla naslednja odseka 1JS:

CT3 — Center za prenos znanja na podrocju informacijskih tehnologij
Center za prenos znanja na podroc¢ju informacijskih tehnologij izvaja izobrazevalne,
promocijske in infrastrukturne dejavnosti, ki povezujejo raziskovalce in uporabnike
njihovih rezultatov. Z uspesnim vkljucevanjem v evropske raziskovalne projekte se
Center 8iri tudi na raziskovalne in razvojne aktivnosti, predvsem s podrocja uprav-
ljanja z znanjem v tradicionalnih, mreznih ter virtualnih organizacijah. Center je
partner v ve¢ EU projektih.

Center razvija in pripravlja skrbno nacrtovane izobrazevalne dogodke kot so se-
minarji, delavnice, konference in poletne Sole za strokovnjake s podrodij inteligentne
analize podatkov, rudarjenja s podatki, upravljanja z znanjem, mreznih organiza-
cij, ekologije, medicine, avtomatizacije proizvodnje, poslovnega odlocanja in Se kaj.
Vsi dogodki so namenjeni prenosu osnovnih, dodatnih in vrhunskih specialisti¢nih
znanj v podjetja ter raziskovalne in izobrazevalne organizacije. V ta namen smo
postavili vrsto izobrazevalnih portalov, ki ponujajo ze za ve¢ kot 500 ur posnetih
izobrazevalnih seminarjev z razli¢nih podrocij.

Center postaja pomemben dejavnik na podrocju prenosa in promocije vrhunskih
naravoslovno-tehniskih znanj. S povezovanjem vrhunskih znanj in dosezkov razli¢nih
podrocij, povezovanjem s centri odlicnosti v Evropi in svetu, izkoris¢anjem razli¢nih
metod in sodobnih tehnologij pri prenosu znanj zelimo zgraditi virtualno uceco se
skupnost in pripomoci k uc¢inkovitejsemu povezovanju znanosti in industrije ter vecji
prepoznavnosti domacega znanja v slovenskem, evropskem in SirSem okolju.
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E3 — Laboratorij za umetno inteligenco

Podrocje dela Laboratorija za umetno inteligenco so informacijske tehnologije s po-
udarkom na tehnologijah umetne inteligence. Najpomembnejsa podrocja raziskav
in razvoja so: (a) analiza podatkov s poudarkom na tekstovnih, spletnih, veépred-
stavnih in dinamiénih podatkih, (b) tehnike za analizo velikih koli¢in podatkov v
realnem Casu, (¢) vizualizacija kompleksnih podatkov, (d) semanti¢ne tehnologije,
(e) jezikovne tehnologije.

Laboratorij za umetno inteligenco posveca posebno pozornost promociji znanosti,
posebej med mladimi, kjer v sodelovanju s Centrom za prenos znanja na podroc¢ju
informacijskih tehnologij (CT3) razvija izobrazevalni portal VideoLectures.NET in
vrsto let organizira tekmovanja ACM v znanju racunalnistva.

Laboratorij tesno sodeluje s Stanford University, University College London,
Mednarodno podiplomsko Solo Jozefa Stefana ter podjetji Quintelligence, Cycorp
Europe, LifeNetLive, Modro Oko in Envigence.

Fakulteta za matematiko in fiziko
Fakulteta za matematiko in fiziko je ¢lanica Univerze v Ljubljani. Se-
stavljata jo Oddelek za matematiko in Oddelek za fiziko. Izvaja dodi-
plomske univerzitetne studijske programe matematike, racunalnistva in
informatike ter fizike na razlicnih smereh od pedagoskih do raziskoval-
nih.

Prav tako izvaja tudi podiplomski specialisti¢ni, magistrski in doktor-
ski $tudij matematike, fizike, mehanike, meteorologije in jedrske tehnike.

Poleg rednega pedagoskega in raziskovalnega dela na fakulteti poteka se vrsta
obstudijskih dejavnosti v sodelovanju z razlicnimi institucijami od Drustva mate-
matikov, fizikov in astronomov do Instituta za matematiko, fiziko in mehaniko ter
Instituta Jozef Stefan. Med njimi so tudi tekmovanja iz programiranja, kot sta
Programerski izziv in Univerzitetni programerski maraton.

Fakulteta za rac¢unalnistvo in informatiko

Glavna dejavnost Fakultete za racunalnistvo in informatiko Univerze v
Ljubljani je vzgoja racunalniskih strokovnjakov razli¢nih profilov. Oblike
izobrazevanja se razlikujejo med seboj po obsegu, zahtevnosti, nacinu
izvajanja in Stevilu udelezencev. Poleg rednega izobrazevanja skrbi fa-
kulteta se za dopolnilno izobrazevanje racunalniskih strokovnjakov, kot
tudi strokovnjakov drugih strok, ki potrebujejo znanje informatike. Prav
posebna in zelo osebna pa je vzgoja mladih raziskovalcev, ki se med podiplomskim
studijem pod mentorstvom univerzitetnih profesorjev uvajajo v raziskovalno in znan-
stveno delo.
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Fakulteta za elektrotehniko, racunalnistvo in informatiko
Fakulteta za elektrotehniko, ra¢unalnistvo in informatiko (FERI)
je znanstveno-izobrazevalna institucija z izrazenim regionalnim,
. .. . . — I~ D)

nacionalnim in mednarodnim pomenom. Regionalnost se od- —
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raza v tesni povezanosti z industrijo v mestu Maribor in okolici,
kjer se zaposluje pretezni del diplomantov dodiplomskih in po-
diplomskih studijskih programov. Nacionalnega pomena so predvsem instituti kot
sestavni deli FERI ter centri znanja, ki opravljajo prenos temeljnih in aplikativnih
znanj v celoten prostor Republike Slovenije. Mednarodni pomen izkazuje fakulteta
7 vpetostjo v mednarodne raziskovalne tokove s stevilnimi mednarodnimi projekti,
izmenjavo Studentov in profesorjev, objavami v uglednih znanstvenih revijah, na-
stopih na mednarodnih konferencah in organizacijo le-teh.

Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije
Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske teh-
nologije Univerze na Primorskem (UP FAMNIT) je prvo ge-
neracijo $tudentov vpisala v $tudijskem letu 2007/08, pod
okriljem UP PEF pa so se ze v Studijskem letu 2006/07 izva- p
jali podiplomski studijski programi Matemati¢ne znanosti
in Racunalni$tvo in informatika (magistrska in doktorska
programa).

Z ustanovitvijo UP FAMNIT je v letu 2006 je Univerza na Primorskem pridobila
svoje naravoslovno uravnotezenje. Sodobne tehnologije v naravoslovju predstavljajo
na zacCetku tretjega tisocCletja poseben izziv, saj morajo izpolniti interese hitrega
razvoja druzbe, kakor tudi skrb za kakovostno ohranjanje naravnega in druzbe-
nega ravnovesja. V tem matematicna znanja, podrocje informacijske tehnologije
in druga naravoslovna znanja predstavljajo klju¢ do odgovora pri vprasanjih mo-
deliranja druzbeno ekonomskih procesov, njihove logike in zakonitosti racionalnega
razmisljanja.

@
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ACM Slovenija
ACM je najvecje racunalnisko zdruzenje na svetu Association for
s preko 80000 ¢lani. ACM organizira vplivna sre- Computing Machinery
canja in konference, objavlja izvirne publikacije in
vizije razvoja racunalnistva in informatike.
ACM Slovenija smo ustanovili leta 2001 kot slovensko podruznico ACM. Nas
namen je vzdigniti slovensko racunalnistvo in informatiko korak naprej v bodocnost.
Drustvo se ukvarja z:

e Sodelovanjem pri izdaji mednarodno priznane revije Informatica — za dokto-
rande je Se posebej zanimiva moznost objaviti 2 strani porocila iz doktorata.

e Urejanjem slovensko-angleskega slovarcka — slovarcek je narejen po vzoru Wi-
kipedije, torej lahko vsi vanj vpisujemo svoje predloge za nove termine, glavni
uredniki pa pregledujejo korektnost vpisov.

e ACM predavanja sodelujejo s Solomonovimi seminarji.

e Sodelovanjem pri organizaciji Studentskih in dijaskih tekmovanj iz ra¢unalni-
Stva.
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ACM Slovenija vsako leto oktobra izvede konferenco Informacijska druzba in na njej
skupscino AcM Slovenija, kjer volimo predstavnike.

IEEE Slovenija

Institut inzenirjev elektrotehnike in elektronike, znan

tudi pod anglesko kratico IEEE (Institute of Electrical @ I E E E
and Electronics Engineers) je svetovno zdruzenje inze- °

nirjev omenjenih strok, ki promovira inzenirstvo, ustvarjanje, razvoj, integracijo in

pridobivanje znanja na podroc¢ju elektronskih in informacijskih tehnologij ter zna-
nosti.

REPUBLIKA SLOVENIJA
MINISTRSTVO ZA IZOBRAZEVANJE,
ZNANOST IN SPORT

Ministrstvo za izobrazevanje, znanost in Sport

Ministrstvo za izobrazevanje, znanost in Sport opravlja upravne in strokovne naloge
na podrocjih predsolske vzgoje, osnovnosolskega izobrazevanja, osnovnega glasbe-
nega izobrazevanja, nizjega in srednjega poklicnega ter srednjega strokovnega izo-
brazevanja, srednjega sploSnega izobrazevanja, visjega strokovnega izobrazevanja,
izobrazevanja otrok in mladostnikov s posebnimi potrebami, izobrazevanja odraslih,
visokosolskega izobrazevanja, znanosti, ter sporta.

®)

Zavod
Republike
Slovenije
za Solstvo

Zavod Republike Slovenije za Solstvo

Zavod Republike Slovenije za Solstvo je osrednji nacionalni razvojno-raziskovalni
in svetovalni zavod na podrocju predsolske vzgoje, osnovnega Solstva in splosnega
srednjesolskega izobrazevanja.
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QUINTELLIGENCE d.o.o.

Inteligentno upravijanje z znanjem

Quintelligence

Obstojeci informacijski sistemi podpirajo predvsem procesni in organizacijski nivo
pretoka podatkov in informacij. Biti lastnik informacij in podatkov pa ne pomeni
imeti in obvladati znanja in s tem zagotavljati konkuren¢ne prednosti. Obvladova-
nje znanja je v razumevanju, sledenju, pridobivanju in uporabi novega znanja. IKT
(informacijsko-komunikacijska tehnologija) je postavila temelje za nemoten pretok
in hranjenje podatkov in informacij. S primernimi metodami je potrebno na osnovi
teh informacij izpeljati ustrezne analize in odloc¢itve. Nivo upravljanja in delova-
nja se tako seli iz informacijske logistike na mnogo bolj kompleksen in predvsem
nedeterministicen nivo razvoja in uporabe metodologij. Tako postajata razvoj in
uporaba metod za podporo obvladovanja znanja (knowledge management, KM) ve-
dno pomembnejsi segment razvoja.

Podjetje Quintelligence je in bo usmerjeno predvsem v razvoj in izvedbo metod
in sistemov za pridobivanje, analizo, hranjenje in prenos znanja. S kombiniranjem
delnih — problemsko usmerjenih resitev, gradimo kompleksen in fleksibilen sistem
za podporo KM, ki bo predstavljal osnovo globalnega informacijskega centra znanja.

Obvladovanje znanja je v razumevanju, sledenju, pridobivanju in uporabi novega
znanja.






