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STRUKTURA TEKMOVANJA

Tekmovanje poteka v treh tezavnostnih skupinah. Tekmovalec se lahko prijavi v
katerokoli od teh treh skupin ne glede na to, kateri letnik srednje Sole obiskuje.
Prva skupina je najlazja in je namenjena predvsem tekmovalcem, ki se ukvarjajo s
programiranjem Sele nekaj mesecev ali mogoce kaksno leto. Druga skupina je malo
tezja in predpostavlja, da tekmovalci osnove programiranja ze poznajo; primerna
je za tiste, ki se ucijo programirati kaksno leto ali dve. Tretja skupina je najtezja,
saj od tekmovalcev pricakuje, da jim ni prevelik problem priti do dejansko pravilno
delujocega programa; koristno je tudi, ¢e vedo kaj malega o algoritmih in njihovem
snovanju.

V vsaki skupini dobijo tekmovalci po pet nalog; pri ocenjevanju sStejejo posame-
zne naloge kot enakovredne (v prvi in drugi skupini lahko dobi tekmovalec pri vsaki
nalogi do 20 tock, v tretji pa pri vsaki nalogi do 100 tock).

V lazjih dveh skupinah traja tekmovanje tri ure; tekmovalci lahko svoje resitve
napisejo na papir ali pa jih natipkajo na racunalniku, nato pa njihove odgovore
oceni temovalna komisija. (Ker je tekmovanje letos v celoti potekalo prek interneta,
je bilo resevanje na papir mozno le v izjemnih primerih — ce bi tekmovalec sam
poskeniral odgovore in jih poslal po elektronski posti; vendar pa te moznosti letos
ni izkoristil nih¢e.) Naloge v teh dveh skupinah veéinoma zahtevajo, da tekmovalec
opise postopek ali pa napise program ali podprogram, ki resi dolocen problem. Pri
pisanju izvorne kode programov ali podprogramov naceloma ni posebnih omejitev
glede tega, katere programske jezike smejo tekmovalci uporabljati.

V tretji skupini resujejo vsi tekmovalci naloge na racunalnikih, za kar imajo pet
ur casa. Pri vsaki nalogi je treba napisati program, ki prebere podatke s standar-
dnega vhoda, izracuna neki rezultat in ga izpiSe na standardni izhod. Programe se
potem ocenjuje tako, da se jih na ocenjevalnem racunalniku izvede na vec testnih
primerih, stevilo tock pa je sorazmerno s tem, pri koliko testnih primerih je pro-
gram izpisal pravilni rezultat. (Podrobnosti tockovanja v 3. skupini so opisane na
strani 18.) Letos so bili v 3. skupini dovoljeni programski jeziki pascal, C, C++,
C#, java in python.

Nekaj tezavnosti tretje skupine izvira tudi od tega, da je pri njej mogoce dobiti
tocke le za delujo¢ program, ki vsaj nekaj testnih primerov resi pravilno; ¢e imamo
le pravo idejo, v delujo¢ program pa nam je ni uspelo preliti (npr. ker nismo znali
razdelati vseh podrobnosti, odpraviti vseh napak, ali pa ker smo ga napisali le do
polovice), ne bomo dobili pri tisti nalogi ni¢ tock.

Na zacetku smo tekmovalcem poslali tudi nekaj navodil in nasvetov (str. 7-9 za
1. in 2. skupino, str. 18-20 za 3. skupino).

Omenimo Se, da so resitve, objavljene v tem biltenu, ve¢inoma obseznejse od
tega, kar na tekmovanju pricakujemo od tekmovalcev, saj je namen tukajsnjih resitev
pogosto tudi pokazati ve¢ poti do resitve naloge in bralcu omogociti, da bi se lahko
iz razlag ob resitvah Se Cesa novega naudil.

Od leta 2017 objavljamo v biltenu resitve v C+417, za prvo skupino pa tudi v
pythonu, ker precej tekmovalcev v tej skupini Se ne pozna nobenega drugega jezika.

Poleg tekmovanja v znanju rac¢unalnistva smo organizirali tudi tekmovanje v
off-line nalogi, ki je podrobneje predstavljeno na straneh 224-227.



6 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

Podobno kot v zadnjih nekaj letih smo izvedli tudi Solsko tekmovanje, ki je
potekalo 22. januarja 2021. To je imelo eno samo tezavnostno skupino, naloge (ki
jih je bilo pet) pa so pokrivale precej Sirok razpon tezavnosti. Tekmovalci so dobili
enake strani z nasveti in navodili kot na drzavnem tekmovanju v 1. in 2. skupini
(str. 7-9). Odgovore tekmovalcev na posamezni Soli so ocenjevali mentorji z iste
Sole, za pomoc¢ pa smo jim pripravili nekaj strani z nasveti in kriteriji za ocenjevanje
(str. 207-211). Namen Solskega tekmovanja je bil tako predvsem v tem, da pomaga
Solam pri odlocanju o tem, katere tekmovalce poslati na drzavno tekmovanje in v
katero tezavnostno skupino jih prijaviti. Solskega tekmovanja se je letos udelezilo
230 tekmovalcev s 25 8ol (vse so bile srednje).

Drzavno tekmovanje je tudi letos zaradi epidemije novega koronavirusa v celoti
potekalo prek interneta. Tekmovalci so resevali naloge od doma, vsak na svojem
racunalniku, in posiljali odgovore na nas ocenjevalni streznik. To med drugim po-
meni, da so lahko tudi v prvi in drugi skupini uporabljali prevajalnike in druga
razvojna orodja, Cesar sicer pred letom 2020 na tekmovalnih racunalnikih v prvi in
drugi skupini niso imeli.

Drustvo AcM Slovenija je sodelovalo tudi pri organizaciji srednjeevropskega stu-
dentskega tekmovanja v ra¢unalnistvu (CERC 2021, ki je sicer zaradi epidemije pote-
kalo Sele aprila 2022 in Se to le prek interneta), zato v leto$njem biltenu objavljamo
tudi rezultate (str. 222) ter slovenske prevode nalog (str. 28-44) in opise reSitev
(str. 116-156) s tega tekmovanja.



NASVETI ZA 1. IN 2. SKUPINO

Nekatere naloge so tipa napisi program (ali napisi podprogram), nekatere pa
tipa opisi postopek. Pri slednjih ti ni treba pisati programa ali podprograma v
kaksnem konkretnem programskem jeziku, ampak lahko postopek opises tudi kako
drugace: z besedami (v naravnem jeziku), psevdokodo (glej spodaj), diagramom
poteka itd. Glavno je, da je tvoj opis dovolj natancen, jasen in razumljiv, tako da
je iz njega razvidno, da si dejansko nasel in razumel pot do resitve naloge.

Psevdokodi pravijo véasih tudi strukturirani naravni jezik. Postopek opiSemo
v naravnem jeziku, vendar opis strukturiramo na podoben nacin kot pri program-
skih jezikih, tako da se jasno vidi strukturo vejitev, zank in drugih programskih
elementov.

Primer opisa postopka v psevdokodi: recimo, da imamo zaporedje besed in bi
ga radi razbili na vec vrstic tako, da ne bo nobena vrstica presiroka.

naj bo trenutna vrstica prazen niz;
pregleduj besede po vrsti od prve do zadnje:
¢e bi trenutna vrstica z dodano trenutno besedo (in presledkom
pred njo) postala predolga,
izpisi trenutno vrstico in jo potem postavi na prazen niz;
dodaj trenutno besedo na konec trenutne vrstice;
Ce trenutna vrstica ni prazen niz, jo izpisi;

(Opomba: samo zato, ker je tu primer psevdokode, to Se ne pomeni, da moras tudi
ti pisati svoje odgovore v psevdokodi.)

Ce pa v okviru neke resitve pies izvorno kodo programa ali podprograma, ob-
vezno poleg te izvorne kode v nekaj stavkih opisi, kako deluje (oz. naj bi delovala)
tvoja resitev in na kaksni ideji temelji.

Pri ocenjevanju so vse naloge vredne enako Stevilo tock. Svoje odgovore dobro
utemelji. Prizadevaj si predvsem, da bi bile tvoje resitve pravilne, ob tem pa je
zazeleno, da so tudi ¢im bolj ucCinkovite; take dobijo ve¢ tock kot manj ucinkovite
(s tem je miSljeno predvsem, naj ima resitev ucinkovit algoritem; drobne tehni¢ne
optimizacije niso tako pomembne). Za manjse sintakti¢ne napake se ne odbije veliko
tock. Priporocljivo in zazeleno je, da so tvoje resitve napisane pregledno in citljivo.

Ce naloga zahteva branje ali obdelavo vhodnih podatkov, lahko tvoja resitev (¢e v
nalogi ni drugace napisano) predpostavi, da v vhodnih podatkih ni napak (torej da
je njihova vsebina in oblika skladna s tem, kar piSe v nalogi).

Nekatere naloge zahtevajo branje podatkov s standardnega vhoda in pisanje na stan-
dardni izhod. Za pomoc¢ je tu nekaj primerov programov, ki delajo s standardnim
vhodom in izhodom:
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e Program, ki prebere s standardnega vhoda dve stevili in izpiSse na standardni
izhod njuno vsoto:

program BranjeStevil; #include <stdio.h>

var i, j: integer; int main() {

begin int i, j; scanf("%d %d", &i, &j);
ReadLn(i, j); printf("%d + %d = %d\n", i, j, i +j);
WriteLn(i, ' + ', j, ' = ", i+]); return 0;

end. {BranjeStevil} }

e Program, ki bere s standardnega vhoda po vrsticah, jih Steje in prepisuje na
standardni izhod, na koncu pa izpise se skupno dolzino:

program BranjeVrstic; #include <stdio.h>
var s: string; i, d: integer; #include <string.h>
begin int main() {
i:=0;d:=0; char s[201];inti =0, d = 0;
while not Eof do begin while (gets(s)) {
ReadLn(s); i++; d += strlen(s);
i:=i+ 1;d:=d + Length(s); printf("%d. vrstica: \"%s\"\n", i, s);
WriteLn(i, '. vrstica: "', s, '"');
end; {while} printf("%d vrstic, %d znakov.\n", i, d);
WriteLn(i, ' vrstic, ', d, ' znakov.'); return 0;
end. {BranjeVrstic} }

Opomba: C-jevska razli¢ica gornjega programa predpostavlja, da ni nobena vrstica vho-
dnega besedila daljsa od dvesto znakov. Funkciji gets se je v praksi bolje izogibati, ker pri
njej nimamo zascCite pred primeri, ko je vrstica daljSa od nase tabele s. Namesto gets bi bilo
bolje uporabiti fgets; vendar pa za resitev nasih tekmovalnih nalog v prvi in drugi skupini
zadoSca tudi gets.

e Program, ki bere s standardnega vhoda po znakih, jih prepisuje na standardni
izhod, na koncu pa izpiSe $e Stevilo prebranih znakov (ne vstevsi znakov za konec
vrstice):

program BranjeZnakov; #include <stdio.h>
var i: integer; c: char;
begin int main() {
i:=0; inti =0, ¢;
while not Eof do begin while ((c = getchar()) != EOF) {
while not Eoln do putchar(c); if (i '= "\n') i++;
begin Read(c); Write(c); i := i + 1 end;
if not Eof then begin ReadLn; WriteLn end; printf("Skupaj %d znakov.\n", i);
end; {while} return 0;
WriteLn('Skupaj ', i, ' znakov.'); }

end. {BranjeZnakov}

Se isti trije primeri v pythonu:
# Branje dveh stevil in izpis vsote:
import sys

a, b = sys.stdin.readline().split()

a = int(a); b = int(b)

print(f'{a} + {b} = {a + b}")

# Branje standardnega vhoda po vrsticah:
import sys

i=d=0
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for s in sys.stdin:
s = s.rstrip('\n') # odreZemo znak za konec vrstice
i+=1;d +=len(s)
print(f'{i}. vrstica: \"{s}\"")

print(f"{i} vrstic, {d} znakov.")

# Branje standardnega vhoda znak po znak:

import sys
i=0
while True:
¢ = sys.stdin.read(1)
if c == "": break # EOF

sys.stdout.write(c)
ifcl="\n":i+=1
print(f"Skupaj {i} znakov.")

Se isti trije primeri v javi:

// Branje dveh $tevil in izpis vsote:
import java.io.*;
import java.util.Scanner;

public class Primerl
public static void main(String[] args) throws IOException

Scanner fi = new Scanner(System.in);
int i = fi.nextInt(); int j = fi.nextInt();
System.out.println(i + " + " +j+ " ="+ (i +j));
}
}

// Branje standardnega vhoda po vrsticah:
import java.io.*;

public class Primer2

public static void main(String[] args) throws IOException

{

BufferedReader fi = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));
inti =0, d=0; String s;
while ((s = fi.readLine()) != null) {
i++; d += s.length();
System.out.printIn(i + ". vrstica: \"" + s+ "\""); }
System.out.println(i + " vrstic, " +d + " znakov.");
}
}

// Branje standardnega vhoda znak po znak:
import java.io.*;

public class Primer3

public static void main(String[] args) throws IOException

{
InputStreamReader fi = new InputStreamReader(System.in);
inti =0, ¢
while ((c = fi.read()) >=0) {
System.out.print((char) c); if (c != '\n' && c!= '"\r') i++; }
System.out.println("Skupaj " + i + " znakov.");
}
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NALOGE ZA PRVO SKUPINO

Naloge resuj samostojno; ne sprasuj drugih ljudi za nasvete ali pomo¢ pri reseva-
nju (niti v zivo niti prek interneta ali kako drugace), ne kopiraj v svoje odgovore tuje
izvorne kode in podobno. Tekmovalna komisija si pridrzuje pravico, da tekmovalca
diskvalificira, ¢e bi se kasneje izkazalo, da nalog ni reseval sam. Internet lahko upo-
rablja$, ¢e ni v nasprotju s prejsnjimi omejitvami (npr. za branje dokumentacije),
vendar za resevanje nalog ni nujno potreben. Tvoje odgovore bomo pregledali in oce-
nili ro¢no, zato manjse napake v sintaksi ali pri klicih funkcij standardne knjiznice
niso tako pomembne, kot bi bile na tekmovanjih z avtomatskim ocenjevanjem.

Tekmovanje bo potekalo na strezniku https://rtk.fri.uni-1j.si/, kjer dobis naloge
in oddajas svoje odgovore. Uporabniska imena in gesla (bo)ste dobili po elektronski
posti. Pri oddaji preko racunalnika resitev natipkas neposredno v brskalniku. Med
tipkanjem se resitev na priblizno dve minuti samodejno shrani. Poleg tega lahko
sam med pisanjem resitve izrecno zahtevas shranjevanje resitve s pritiskom na gumb
»,Shrani spremembe®. Ker je vgrajeni urejevalnik dokaj preprost in ne omogoca
oznacCevanja kode z barvami, predlagamo, da resitev pripravis v urejevalniku na
svojem racunalniku in jo nato prekopiras v okno spletnega urejevalnika. Naj te ne
moti, da se bodo barvne oznake kode pri kopiranju izgubile.

Ko si bodisi zadovoljen z resitvijo ter si zakljucil nalogo ali ko zelis zacasno
prekiniti pisanje resitve naloge ter se lotiti druge naloge, uporabi gumb ,Shrani
in zapri“ in nato klikni na ,Nazaj na seznam nalog®, da se vrnes v glavni meni.
(Oddano resitev lahko kasneje Se spreminjas.) Za vsak slucaj priporo¢amo, da pred
oddajo shranis svoj odgovor tudi v datoteko na svojem lokalnem racunalniku.

Med resevanjem lahko vprasanja za tekmovalno komisijo postavljas prek zasebnih
sporo¢il na tekmovalnem strezniku (ikona oblacka zgoraj desno), izjemoma pa tudi
po elektronski posti na rtk-info@ijs.si. Prek zasebnih sporocil bomo posiljali tudi
morebitna pojasnila in popravke, ¢e bi se izkazalo, da so v besedilu nalog kaksne
nejasnosti ali napake. Zato med resevanjem redno preverjaj, ¢e so se pojavila kaksna
nova zasebna sporocila.

Ce ima$ pri oddaji odgovorov prek spletnega streznika kaksne tezave, lahko
izjemoma posljes svoje odgovore po elektronski posti na rtk-info@ijs.si, vendar nas
morajo doseci pred koncem tekmovanja; odgovorov, prejetih po koncu tekmovanja,
ne bomo upostevali.

Svoje odgovore dobro utemelji. Ce pises izvorno kodo programa ali podprograma,
OBVEZNO tudi v nekaj stavkih z besedami opisi idejo, na kateri temelji tvoja
resitev. Ce ni v nalogi drugade napisano, lahko tvoje resitve predpostavljajo, da
so vhodni podatki brez napak (da ustrezajo formatu in omejitvam, kot jih podaja
naloga). Zazeleno je, da so tvoje resitve poleg tega, da so pravilne, tudi ué¢inkovite;
bolj uéinkovite resitve dobijo ve¢ toc¢k (s tem je misljeno predvsem, naj ima resitev
ucinkovit algoritem; drobne tehni¢ne optimizacije niso tako pomembne). Nalog je
pet in pri vsaki nalogi lahko dobis od 0 do 20 tock.
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1. Gesla

Marjan je pozabil geslo za Apple ID in se ga ne spomni. Kot mnogi drugi ljudje ima
tudi on nekaj razliénih gesel, ki jih ponavadi uporablja za vse mozne storitve (Gmail,
Facebook, Instagram itd.). Ta gesla vsebujejo samo male ¢rke angleske abecede
in Stevke (na primer: ,iecdoovi®, ,eipe9thu® in podobno); vsako geslo vsebuje
vsaj eno ¢rko. Marjan ni preprican, katero geslo je sprva nameraval uporabiti za
Apple ID, spomni pa se, da je geslo moralo biti ,varno“, kar pomeni, da je moral
Marjan v svojem geslu uporabiti tudi en znak, ki ni ¢rka ali Stevka in pa vsaj eno
veliko ¢rko. Spomni se le Se tega, da je nekje znotraj gesla (mogoce celo Cisto
na zacetku ali na koncu) dodal piko in spremenil eno od obstojecih ¢érk v veliko,
ne spomni pa se natancno, kje je dodal piko in katero ¢rko je spremenil v veliko.
Napisi podprogram (funkcijo) MoznaGesla(geslo), ki kot parameter dobi niz geslo z
Marjanovim prvotnim geslom iz samih malih ¢rk in Stevk ter izpiSe vse mozne nize,
ki bi lahko bili Marjanovo geslo za Apple ID. (Na primer: iz eipe9thu lahko dobimo
eip.E9thu ali e.ipe9tHu ali .eiPe9thu ali Se marsikaj drugega.)

2. Marsovci

Vsak marsovec se specializira za natanko 5 opravil. Ce je za izvedbo naloge treba
vec kot 5 opravil, se povezejo v skupine. Imamo skupino m marsovcev in za vsa-
kega marsovca imamo podatke o tem, katerih 5 opravil zna opravljati. Opravila so
predstavljena s celimi $tevili od 1 do 100. Napisi program, ki za podano skupino
marsovcev ugotovi, ali so vsa tista opravila, ki jih opravlja vsaj en marsovec v sku-
pini, priblizno enako zastopana; natan¢neje povedano, preveriti moras, ali se Stevilo
marsovcev, ki so specializirani za posamezno opravilo, od enega opravila do drugega
razlikuje najvec za 1. Podatke naj tvoj program prebere s standardnega vhoda ali pa
iz datoteke marsovci.txt (karkoli ti je lazje); v prvi vrstici je Stevilo marsovcev m,
v vsaki od naslednjih m vrstic pa je po 5 stevil, ki povedo, katera opravila obvlada
posamezni marsovec. Ce so vsa opravila priblizno enako zastopana, naj izpise da,
sicer pa ne.

Primer vhodnih podatkov: Pripadajoci izhod:

4 da
75 12 96 57 28
96 28 12 75 9
96 9 57 28 75
12 57 9 28 75

Se en primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:

4 ne
75 12 96 57 28
96 28 12 75 9
96 9 57 28 75
12 57 96 28 75

Komentar: v prvem primeru se vsako opravilo pojavlja pri treh ali stirih marsovcih,
zato so priblizno enakomerno zastopana. V drugem primeru pa se opravilo 9 pojavlja
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le pri dveh marsovcih, nekatera opravila pa pri stirih, zato niso priblizno enakomerno
zastopana (glede na definicijo iz besedila naloge).

3. Rekonstrukcija poti

Direktorije oziroma mape na disku si pogosto predstavljamo kot zlozene v drevesasto
hierarhi¢no strukturo, na primer takole:

bin
inc
boost
logic
math
net
1lib
gcc
nginx
L modules

Ce bi hoteli taksno drevo direktorijev predstaviti samo z besedilom, brez ¢ért, nam
lahko prideta na misel naslednja dva nacina:

(1) Pri vsakem imenu direktorija lahko (2) Lahko pa za vsak direktorij izpiSemo
zapiSemo njegovo globino v drevesu. polno pot od korena do njega. Pri zgor-
Pri zgornjem drevesu bi tako dobili: njem drevesu bi tako dobili:

bin 1 /bin

inc 1 /inc

boost 2 /inc/boost

logic 3 /inc/boost/logic

math 3 /inc/boost/math

net 2 /inc/net

lib 1 /1ib

gee 2 /lib/gcc

nginx 2 /1ib/nginx

modules 3 /1lib/nginx/modules

Napisi program, ki prebere predstavitev drevesa v prvi obliki (torej z imeni direk-
torijev in njihovimi globinami v drevesu) in ga izpiSe v drugi obliki (torej s polnimi
potmi). Delovati mora seveda za poljuben vhod, ne le za tistega iz gornjega pri-
mera. Ce v vhodnem seznamu manjka kaksen direktorij in zato v nekem trenutku
poti ni ve¢ mogoce rekonstruirati, naj program izpise ,Napaka!“ in se neha izvajati.
Podatke lahko beres s standardnega vhoda in pises$ na standardni izhod ali pa beres
iz datoteke vhod.txt in piSe$ na izhod.txt (karkoli ti je lazje). Imena direktorijev
so sestavljena le iz ¢rk, brez presledkov ali kaksnih drugih posebnih znakov.

Primer vhoda, kjer rekonstrukcija Tvoj program bi moral tu izpisati:
ni mogoca:
abc 1 /abc

def 3 Napaka!
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4. Kako dobri so virusni testi?

Prebivalce testiramo na okuzbo z virusom covida s hitrimi testi in s testi PCR.
Prvi so, kot ze ime pove, hitri (in poceni) in dajo rezultat v nekaj minutah, so pa
nezanesljivi, drugi, tako imenovani testi PCR, pa so zanesljivejsi, vendar precej drazji
in je na rezultate treba cakati en dan.

Da bi ugotovili kvaliteto hitrih testov, obc¢asno testiramo skupino ljudi hkrati z
obema vrstama testov, hitrimi in testi PCR. Rezultate lahko predstavimo z dvema
enako dolgima nizoma znakov, pri ¢emer i-ti znak prvega niza pove rezultat hitrega
testa na i-tem pacientu (1 = okuzen in 0 = neokuzen), i-ti znak drugega niza
pa rezultat testa PCR na istem pacientu (enako 1 = okuzen in 0 = neokuZen).
Primerjava obeh nizov nam pokaze kvaliteto hitrih testov, ki smo jih pri tem poskusu
uporabili.

Napisi podprogram (funkcijo) Primerjava(s, t, n), ki kot parametra dobi dva
enako dolga niza s (rezultati hitrih testov) in t (rezultati testov PCR) in ugotovi, pri
katerih n zaporednih pacientih je bilo najve¢ razhajanj med hitrimi in testi PCR.
Tvoja funkcija naj vrne indeks, na katerem se zac¢ne ta skupina n zaporednih paci-
entov; ¢e je taksnih skupin ve¢, vrni indeks najbolj leve od njih (tiste z najmanjsim
zaCetnim indeksom). Tvoja resitev naj bo ¢im bolj u¢inkovita, da bo delovala hitro
tudi za zelo dolge nize in velike n. Predpostavi, da sta s in t dolga po vsaj n znakov,
tako da resitev gotovo obstaja.

5. Zlaganje loncev

V kuhinjsko omaro zlagamo lonce. Lonci so v obliki odprtih valjev razli¢nih preme-
rov. Zaradi prihranka prostora lahko natanko en manjsi lonec polozimo v vecjega,
kadar ima manjsi premer osnovne ploskve kot vecji lonec. V ta manjsi lonec pa
lahko kasneje polozimo Se en manjsi lonec in tako naprej, da dobimo nekaksen sklad
loncev. Ne zelimo pa v en lonec neposredno postaviti dveh ali ve¢ manjsih (npr.
da bi v lonec premera 20 cm postavili neposredno lonca premerov 5 cm in 3 cm; v
tem primeru bi v lonec premera 20 cm postavili lonec premera 5 cm, v slednjega pa
potem lonec premera 3 cm). Preveriti zelimo, ali je nasa kuhinjska omara dovolj
prostorna, da lahko vanjo na ta nacin postavimo vse svoje lonce.

Opisi postopek (ali napisi program ali podprogram oz. funkcijo, Ce ti je lazje),
ki kot vhodni podatek dobi seznam premerov vseh loncev na kuhinjski mizi ter
izracuna najmanjse Stevilo skladov, ki jih lahko sestavimo iz teh loncev. Izracuna
pa naj tudi najnizjo mozno vsoto, ki jo lahko dobimo, ¢e vzamemo premer najbolj
spodnjega lonca v vsakem skladu in te premere sestejemo po vseh skladih. Dobro
tudi utemelji pravilnost svojega postopka.

Primer: ¢e imamo lonce s premeri
28,17,14,29,12,22, 28, 28,13, 20, 30, 18, 4, 18, 4,

potrebujemo najmanj tri sklade, najmanjSa mozna vsota premerov pa je 86. (Eden
od moznih nacinov, kako lahko zlozimo lonce na optimalen nacin, so taksni trije
skladi: [4,14,28,29,30], [13,17,18,28] in [4, 12,18, 20, 22, 28]; vsota premerov naj-
bolj spodnjih loncev je takrat 30 + 28 + 28 = 86.)
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NALOGE ZA DRUGO SKUPINO

[Pred nalogami so bila navodila, enaka tistim v prvi skupini (str. 10), zato jih
tu ne bomo ponavljali.—Op. ur.]

1. Sredinec

V Soli je pri Sportni vzgoji navada, da se pred zacetkom Solske ure ucenci postavijo v
vrsto od najmanjsega do najvecjega. Prav tako je navada, da ucenci zamujajo. Vsak
ucenec, ki vstopi v telovadnico, se vrine na svoje mesto v vrsti glede na velikost.
Ucitelj sportne vzgoje se med tem zamudnim procesom zabava z opazovanjem, kdo
se po vsakem novem prihodu nahaja na sredini vrste. Ucenci vstopajo posamicno,
ucitelja pa zanima, kako visok je tisti izmed m prisotnih ucencev, ki se trenutno
nahaja na [n/2]-tem mestu v vrsti od najmanjSega do najvecjega. (Zapis [n/2]
pomeni, da rezultat po deljenju n z 2 zaokrozimo navzgor. Na primer: pri n =5 in
n = 6 ga zanima tretji po vrsti, pri n = 7 in n = 8 etrti po vrsti in podobno.)
Opisi postopek, ki to nalogo resi ¢im bolj u¢inkovito (recimo, da ucencev ni le
nekaj deset, ampak na milijone): prebira naj viSine uc¢encev v takem vrstnem redu,
kakor vstopajo v telovadnico, in po vsakem prebranem ucencu sproti izpise visino
tistega, ki je zdaj srednji po visini. Oceni tudi ¢asovno zahtevnost svoje resitve, torej
kako se povecuje Cas izvajanja v odvisnosti od Stevila ucencev. Visine ucencev so
podane v obliki seznama po vrsti, tako kot vstopajo v telovadnico. Visine niso vecéje
od dveh metrov in so podane s celimi stevili, ki predstavljajo vi$ino v centimetrih.!

2. Svetilka

Zepna baterijska svetilka je lahko ugasnjena ali pa sveti v dveh moznih naéinih:
sveti stalno ali pa utripa tako, da vsako sekundo posveti za eno desetinko sekunde
(in je potem devet desetink sekunde ugasnjena). Za preklop med temi tremi stanji
sluzi tipka.

Takoj ko pritisnemo tipko (t.j. ob zafetku pritisnjenosti tipke) naj se svetilka
vklopi: ¢e je bila prej ugasnjena, naj se vklopi v stalni nacin, Ce je bila v stalnem
nacinu, naj se preklopi v utripanje, in ¢e je utripala, naj se preklopi v stalni nacin.
Ce je tipka pritisnjena tri sekunde ali ve¢, naj se po teh treh sekundah svetilka
izklopi.

Podana je funkcija Luc(vklop), s katero lahko program upravlja svetilo: vrednost
true vklopi svetilo, false ga izklopi.

Napisi naslednji dve funkciji, ki ju bo operacijski sistem malega racunalnika v
svetilki avtomatsko klical takole:

e Tiktak() — ta funkcija bo poklicana vsako desetinko sekunde;

o Tipka(pritisnjena) — ta funkcija bo poklicana vsakokrat, ko se bo stanje priti-
snjenosti tipke spremenilo; vrednost argumenta bo true, ¢e je bila tipka pravkar
pritisnjena (t.j. zaCetek pritiska), in false, ¢e je bila tipka pravkar spusCena.

1 Zanimivo in rahlo teZjo razli¢ico naloge dobimo, e dovolimo tudi ne-celostevilske viine (ali
pa npr. reCemo, da so visine sicer cela stevila, vendar v nanometrih, tako da so ta stevila precej
velika).
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Za ohranitev stanja programa lahko uporabis poljubne globalne spremenljivke in jih
tudi po svoje inicializiras. Na zacetku delovanja programa je lu¢ ugasnjena, tipka
pa spuscena.

Glede na to, da nimamo moznosti merjenja casa z vecjo locljivostjo od desetinke
sekunde, ne bo ni¢ narobe, ¢e ob preklopu na utripanje prvi blisk ne traja to¢no
eno desetinko sekunde, prav tako lahko trosekundni interval (za ugasanje svetilke)
odstopa za malenkost.

Ce si 7elis poenostaviti nalogo, lahko opustis stanje utripanja in poskrbis le za
vklop in izklop svetilke — pri tem bos dobil najve¢ polovico tock naloge.

3. Pletenje puloverja

Neza se je med karanteno lotila novega konjicka. Naucila se je plesti. Nekaj preglavic
pa ji povzrocajo sheme za pletenje vzorcev. V knjigah so pogosto narisane velike
sheme, na primer:

---0-0---0-0---0-0---0-0---0-0
---000---000---000---000---000
---0-0---0-0---0-0---0-0---0-0
---000---000---000---000---000
---0-0---0-0---0-0---0-0---0-0
---000---000---000---000---000
---0-0---0-0---0-0---0-0---0-0
---000---000---000---000---000

Zgornja shema predstavlja osnovni vzorec

---0-0
---000

Neza je hitro ugotovila, da si mora pri pletenju izdelka zapomniti oziroma zapisati le
osnovni vzorec in ne celotne velike sheme iz knjige. Prosi te, da napiSes program
ali podprogram (funkcijo), ki v poljubni dani shemi poisc¢e osnovni vzorec. Osnovni
vzorec je najmanjsi (po povrsini) tak vzorec, iz katerega lahko s ponavljanjem se-
stavimo celotno shemo (pri ¢emer se mora vzorec lepo zakljuéiti na vseh robovih
sheme). Program naj izpiSe $irino in viSino osnovnega vzorca. Za primer zgoraj je
resitev 6 2. Ce je moznih veé enako dobrih resitev, je vseeno, katero od njih izpi-
Ses. Shemo lahko tvoj program prebere iz datoteke ali s standardnega vhoda ali pa
predpostavi, da je Ze podana v neki tabeli ali seznamu nizov (ali dvodimenzionalni
tabeli znakov). Shemo sestavljajo le znaki ,-¢ in ,,0“

4. Pangramski podniz

Pangram je niz, ki vsebuje vsako ¢rko abecede vsaj enkrat; pri tej nalogi pa nas
bodo zanimali malo bolj posebni pangrami — taki, ki vsebujejo vsako ¢rko abecede
vsaj k-krat. Napisi podprogram oz. funkcijo, ki za dani niz s in naravno Stevilo k
vrne dolzino najkrajsega takega strnjenega podniza niza s, v katerem se vsaka ¢rka
abecede pojavi vsaj k-krat. Ce takega podniza sploh ni, naj funkcija vrne —1. Niz
s je sestavljen le iz malih ¢rk angleske abecede, lahko pa je zelo dolg, zato naj bo
tvoja resitev ¢im bolj ucinkovita.



16 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

Primer: ¢e bi namesto cele abecede gledali le ¢rke {a,b, c} in ¢e bi imeli k = 2,
bi bil najkrajsi primerni podniz v nizu s = aabaaccabaacccbabb dolg 7 znakov.
Taki podnizi so celo trije: baaccab, baacccb, acccbab. Poudarimo pa, da je to
samo primer in da mora tvoja resitev delovati za celotno abecedo in za poljuben k
in poljubno dolg niz s.

5. Tetris

Imamo plosco, sestavljeno iz 8 x 8 kvadratnih polj, ki bi jo radi pokrili s ploscki v
obliki raznih likov, podobnih tistim iz igre Tetris. Napisi program ali podprogram
(funkcijo), ki bo plos¢o v celoti pokril s ploscki, pri ¢emer se le-ti med seboj ne
smejo prekrivati ali Strleti ez rob plosce. Na voljo so ploscki n razli¢nih oblik, ki so
osteviléene od 1 do n; v vsaki obliki pa je na voljo le omejeno sStevilo plosckov. Za
delo s ploscki naj tvoj program uporablja naslednje funkcije (zanje torej predpostavi,
da Ze obstajajo in ni misljeno, da jih ti implementiras sam):

o int StOblik() — vrne n, torej Stevilo, ki pove, koliko razlicnih oblik plosckov je
na voljo.

o int StPlosckov(int oblika) — vrne Stevilo razpolozljivih plosckov oblike oblika. To
je celo stevilo, vecje od 0, vanj pa so vsteti tudi tisti ploscki, ki jih je tvoj
program mogoce ze postavil na plosco.

¢ bool JePokrito(int x, int y) — vrne logi¢no vrednost, ki pove, ali je polje (z,y) na
plosci trenutno pokrito (torej ali ga pokriva kakSen od ze doslej postavljenih
plosckov). Na zacetku izvajanja tvojega programa je plos¢a prazna (torej ni
na njej Se nobenega ploscka). Koordinate polj na ploséi gredo od z = 0 (levo)
do =7 (desno) in od y = 0 (zgoraj) do y = 7 (spodaj).

o bool PreveriPloscek(int oblika, int x, int y) — vrne logi¢no vrednost, ki pove, ali
je mogoce na plosc¢o dodati ploscek oblike oblika tako, da najbolj levo polje
v najbolj zgornji vrstici tega ploscka pokrije polje (z,y) na ploéi. (Funkcija
preverja le obliko, ne pa tudi tega, ali imas Se na voljo kaj plosckov te oblike
ali pa si jih morda ze vse postavil na plosco.)

o void PostaviPloscek(int oblika, int x, int y, bool b) — Ce je b == true, ta funkcija
polozi plosc¢ek oblike oblika na plosc¢o tako, da najbolj levo polje v najbolj
zgornji vrstici tega ploscka pokrije polje (z,y) na ploséi. Ce je b == false, pa
funkcija ta ploscek s tega polozaja odstrani.

Funkcija PostaviPloscek prekine izvajanje tvojega programa, ¢e zahtevas od nje opera-
cijo, ki je ni mogoce izvesti (npr. dodajanje ploscka neke oblike, Ce si vse razpolozljive
ploscke te oblike ze polozil na mrezo; ali dodajanje ploscka tako, da bi se prekrival
z ze obstoje¢imi ali Strlel ez rob mreze; ali brisanje ploscka, ki ga v resnici ni tam).

Plosckov se pri tej nalogi ne da obracati ali vrteti in funkciji PreveriPloscek in
PostaviPloscek tega tudi ne poskusata poceti. To pomeni, da Stejeta na primer HJin
td za dve razli¢ni obliki in plos¢kov ene oblike ne moremo zasukati in uporabiti kot
ploscke druge oblike.

Primer. Recimo, da imamo ploscke naslednjih stirih oblik v naslednjih koli¢inah:
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6x 6x 4x 2%

[TT]

Potem lahko plosco pokrijemo takole:

_:_Ill

Se deklaracije gornjih funkcij v drugih jezikih:

{ V pascalu: }

function StOblik: integer;

function StPlosckov(oblika: integer): integer;

function JePokrito(x, y: integer): boolean;

function PreveriPloscek(oblika, x, y: integer): boolean;
procedure PostaviPloscek(oblika, x, y: integer; b: boolean);

// V javi: deklaracije so kot v besedilu naloge, le z boolean namesto bool.

# V pythonu:

def StOblik() —> int: ...

def StPlosckov(oblika: int) —> int: ...

def JePokrito(x: int, y: int) —> bool: ...

def PreveriPloscek(oblika: int, x: int, y: int) —> bool: ...

def PostaviPloscek(oblika: int, x: int, y: int, b: bool) —> None: ...
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PRAVILA TEKMOVANJA ZA TRETJO SKUPINO

Naloge resuj samostojno; ne sprasuj drugih ljudi za nasvete ali pomo¢ pri rese-
vanju (niti v zivo niti prek interneta ali kako drugace), ne kopiraj v svoje odgovore
tuje izvorne kode in podobno. Tekmovalna komisija si pridrzuje pravico, da tekmo-
valce diskvalificira, Ce bi se kasneje izkazalo, da nalog niso resevali sami. Internet
lahko uporabljas, ¢e ni v nasprotju s prej$njimi omejitvami (npr. za branje doku-
mentacije). V resitvah lahko uporabljas manjse fragmente izvorne kode, ki si jih
napisal sam ze pred tekmovanjem.

Vsaka naloga zahteva, da napises program, ki prebere neke vhodne podatke, izracuna
odgovor oz. rezultat ter ga izpise. Programi naj berejo vhodne podatke s standar-
dnega vhoda in izpisujejo svoje rezultate na standardni izhod. Vase programe bomo
pognali po veckrat, vsaki¢ na drugem testnem primeru. Besedilo vsake naloge na-
tan¢éno dolo¢a obliko (format) vhodnih in izhodnih podatkov. Tvoji programi lahko
predpostavijo, da se nasi testni primeri ujemajo s pravili za obliko vhodnih podat-
kov, ti pa mora$ zagotoviti, da se bo izpis tvojega programa ujemal s pravili za
obliko izhodnih podatkov.

Tvoji programi naj bodo napisani v programskem jeziku pascal, C, C+4, C#,
java ali python, mi pa jih bomo preverili s prevajalniki FreePascal, GNUjevima gcc
in g++ 7.4.0 (ta verzija podpira C++17), prevajalnikom za javo iz JDK 8, s prevajal-
nikom Mono 4.6 za C+# in z interpreterjema za python 2.7 in 3.6.

Na spletni strani https://putka-rtk.acm.si/contests/rtk-2021-3/ najdes opise
nalog v elektronski obliki. Prek iste strani lahko oddas tudi resitve svojih nalog.
Pred zacetkom tekmovanja lahko poskusis oddati katero od nalog iz arhiva https://
putka-rtk.acm.si/tasks/s/test-sistema/list/. Uporabnisko ime in geslo za Putko
bos dobil po elektronski posti. Med tekmovanjem lahko vprasanja za tekmovalno
komisijo postavljas prek foruma na Putki (povezava ,Diskusija“ na dnu besedila
posamezne naloge), izjemoma pa tudi po elektronski posti na rtk-info@ijs.si.

Sistem na spletni strani bo tvojo izvorno kodo prevedel in pognal na veé testnih
primerih. Za vsak testni primer se bo izpisalo, ali je program pri njem odgovoril
pravilno ali ne. Ce se bo tvoj program s kak&nim testnim primerom ukvarjal pre-
dolgo ali pa porabil preve¢ pomnilnika (to¢ne omejitve so navedene na ocenjevalnem
sistemu pri besedilu vsake naloge), ga bomo prekinili in to $teli kot napacen odgovor
pri tem testnem primeru.

Da se zmanjsa moznost zapletov pri prevajanju, ti priporo¢amo, da ne spremi-
njas privzetih nastavitev svojega prevajalnika (za podrobne nastavitve prevajalnikov
na ocenjevalnem strezniku glej https://putka-rtk.acm.si/help/programming/). Tvoji
programi naj uporabljajo le standardne knjiznice svojega programskega jezika in naj
ne delajo z datotekami na disku.

Preden oddas kak program, ga najprej prevedi in testiraj na svojem
rac¢unalniku, oddaj pa ga Sele potem, ko se ti bo zdelo, da utegne pravilno
resiti vsaj kaksen testni primer.

Ocenjevanje

Vsaka naloga ti lahko prinese od 0 do 100 tock. Vsak oddani program se preizkusi
na vec testnih primerih; pri vsakem od njih dobi vse tocke, Ce je izpisal pravilen
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odgovor, sicer pa 0 tock. Pri tretji in cetrti nalogi je testnih primerov po 20 in vsak
je vreden po 5 tock, pri ostalih pa je testnih primerov po 10 in vsak je vreden po 10
tock.

Nato se tocke po vseh testnih primerih sestejejo v skupno stevilo tock tega pro-
grama. Ce si oddal N programov za to nalogo in je najbolj$i med njimi dobil M
(od 100) tock, dobis pri tej nalogi max{0, M —3(N —1)} tock. Z drugimi besedami:
za vsako oddajo (razen prve) pri tej nalogi se ti odbijejo tri tocke. Pri tem pa ti
nobena naloga ne more prinesti negativnega $tevila tock. Ce nisi pri nalogi oddal
nobenega programa, ti ne prinese nobenih to¢k. Ce se poslana izvorna koda ne
prevede uspesno, to ne steje kot oddaja.

Skupno stevilo tock tekmovalca je vsota po vseh nalogah. Tekmovalce razvrstimo
po skupnem stevilu tock.

Vsak tekmovalec se mora sam zase odlociti o tem, katerim nalogam bo posvetil
svoj Cas, v kaksnem vrstnem redu jih bo reseval in podobno. Verjetno je priporocljivo
najprej resevati lazje naloge.

Primer naloge (ne Steje k tekmovanju)

Napisi program, ki s standardnega vhoda prebere dve celi Stevili (obe sta v prvi
vrstici, lo¢eni z enim presledkom) in izpiSe desetkratnik njune vsote na standardni
izhod.

Primer vhoda:

123 456

Ustrezen izhod:

5790

Primeri resitev:

e V pascalu: e V Cju:
program PoskusnaNaloga; #include <stdio.h>
‘t’:;giir"j: integer; int main()
ReadLn(i, j); int i, j; scanf("%d %d", &i, &j);

WriteLn(10 * (i + j));

H ny n * (i 1))
end. {PoskusnaNaloga} printf("%d\n", 10 * (i +j));

return 0;
o V C++: ;
#include <iostream> e V pythonu:
using namespace std; import sys

int main()

int i, j; cin > i >> j;
cout << 10 * (i + j) << "\n';

}

(Opomba: namesto '\n' lahko uporabimo endl,
vendar je slednje ponavadi pocasneje.)

L = sys.stdin.readline().split()
i = int(L[0]); j = int(L[1])
print("%d" % (10 * (i + j)))



20
e V javi: o V C#:

import java.io.*; using System;

import java.util.Scanner; class Program

public class Poskus
static void Main(string[] args)

public static void main(String[] args) {
throws |OException string[] t = Console.In.ReadLine().Split(" ');
int i = int.Parse(t[0]), j = int.Parse(t[1]);
Scanner fi = new Scanner(System.in); Console.Out.WriteLine("{0}", 10 * (i + j));
int i = fi.nextlnt(); int j = fi.nextInt(); }
System.out.printin(10 * (i + j)); }
}
}
NALOGE ZA TRETJO SKUPINO
1. Kapniki

Jamarji so odkrili dolgo nizko jamo s Stevilnimi kapniki. Tla in strop jame sta
vzporedna. Jama je visine v in dolzine n, na vsakem metru jame pa raste s tal
stalagmit ali s stropa stalaktit. Za vsak kapnik poznamo njegov tip (stalagmit ali
stalaktit) in velikost kapnika k; (1 < k; < v). V jami bi radi postavili turisticno
zeleznico, ki bo potekala vzporedno s tlemi in stropom na neki celostevilski visini
y (1 <y < w). Ker so stalagmiti velikosti k; > y in stalaktiti velikosti k; > v — y
taki Zeleznici v napoto, jih bo treba podreti. Napisi program, ki bo poiskal visine
zeleznice y, pri katerih bi bilo treba podreti ¢im manj kapnikov.

Vhodni podatki: v prvi vrsti sta celi Stevili v in n, loceni s presledkom. V drugi
vrstici je podan niz n znakov 'M' ali 'T', kjer i-ti znak v nizu predstavlja tip kapnika,
ki raste na i-tem metru jame. Ce je enak 'M', gre za stalagmit, ki raste s tal, ée je
enak 'T', pa za stalaktit, ki raste s stropa. V tretji vrstici je podan s presledki locen
seznam n celih stevil k;, kjer i-to Stevilo predstavlja velikost i-tega kapnika.

Omejitve: veljalo bo 1 < v < 10%¥ in 1 < n < 10°.

e V prvih 20 % testnih primerov bo n < 1000 in v < 1000.
e V naslednjih 40 % testnih primerov bo v < 10°.

Izhodni podatki: izpisi najmanjse Stevilo kapnikov, ki jih bo treba podreti, in
Stevilo visin zeleznice, pri katerih lahko dosezemo to Stevilo podrtih kapnikov. Stevili
izpisi v isti vrstici, loceni pa naj bosta z enim presledkom.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
89 31
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2. Socialno omrezZje

V neki demokrati¢ni dezeli dale¢ dalec¢ stran se je blazeni vodja odlocil prepove-
dati socialna omrezja tehnoloskih gigantov, kot sta npr. Twitter in Facebook, zaradi
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morebitnega Sirjenja neprimernih vsebin. Namesto tega pa so zgradili svoje lastno
socialno omrezje, kjer lahko uporabniki med seboj sklepajo prijateljstva in sovrastva.
Vemo, da uporabniki omenjenega omrezja prijateljstva in sovrastva sklepajo po na-
slednjih pravilih: ,prijatelj mojega prijatelja je moj prijatelj“, ,sovraznik mojega
prijatelja je moj sovraznik® in ,sovraznik mojega sovraznika je moj prijatelj*. Ome-
njena pravila so bolj formalno definirana kasneje. Dobili smo dostop do podatkov
o prijateljih in sovraznikih na tem omrezju, zanima pa nas, ali so omenjena pravila
dosledno spostovana, torej ali niti nikoli niso krsena niti z njihovim upostevanjem
ne moremo skleniti novih prijateljstev ali sovrastev.

Vhodni podatki: v prvi vrstici je podano celo stevilo ¢, to je Stevilo omrezij v tem
testnem primeru. Sledijo opisi vseh ¢ omrezij. Vsako omrezje se zacne z vrstico, ki
vsebuje celi stevili n (Stevilo ljudi v omrezju) in m (Stevilo prijateljstev ali sovrastev
med njimi). Uporabniki so oznadeni s $tevili od 1 do n. Sledi m vrstic; vsaka izmed
njih vsebuje tri stevila a;, b; in p;. To nam pove, da sta osebi a; in b; povezani med
seboj. Ce je p; enak 0, sta a; in b; sovraznika, ¢e je p; enak 1, pa prijatelja. Custva
so obojestranska in vsako je navedeno samo enkrat, prav tako ni mogoce, da bi bili
dve osebi hkrati prijatelja in sovraznika.

Za vsako podano omrezje zelimo preveriti, ali dosledno spostuje naslednja tri
pravila:

1. Prijatelj mojega prijatelja je moj prijatelj: ce sta osebi A in B prijatelja in
osebi B in C prijatelja, potem morata biti tudi osebi A in C prijatelja.

2. Sovraznik mojega prijatelja je moj sovraznik: Ce sta osebi A in B prijatelja in
osebi B in C sovraznika, potem morata biti osebi A in C sovraznika.

3. Sovraznik mojega sovraznika je moj prijatelj: Ce sta osebi A in B sovraznika
in osebi B in C sovraznika, potem morata biti osebi A in C prijatelja.

Izhodni podatki: za vsako izmed t omrezij izpisi ,,DA“, ¢e omenjena pravila dosle-
dno veljajo, sicer pa ,,NE“. Vsak odgovor naj bo podan v svoji vrstici.

Omejitve vhodnih podatkov: vedno bo veljalo 1 < n < 10°, 1 < m < 10° in
t < 10.

Podnaloge:

e V prvih 20 % testnih primerov velja n < 100 in m < 100.
e V naslednjih 40 % testnih primerov velja n < 1000 in m < 1000.
e Pri preostalih 40 % testnih primerov ni dodatnih omejitev.

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
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3. Proizvodnja cepiva

Za farmacevtsko podjetje, ki proizvaja cepiva proti COVID-19, moramo sestaviti nacrt
proizvodnje cepiva. Trenutno proizvajamo 0 odmerkov cepiva na dan. Vsak dan
znova se odlo¢imo, ali bomo proizvajali cepivo ali pa nadgrajevali proizvodnjo.

Ce se odlo¢imo za nadgradnjo proizvodnje, ta dan ne proizvedemo nié cepiva,
dnevno proizvodnjo odmerkov cepiva pa povedamo za 1. Ce se odlodimo za proi-
zvodnjo, pa ta dan proizvedemo toliko odmerkov, kolikor je nasa trenutna dnevna
proizvodnja cepiva.

Na$ cilj je v ¢im krajSem casu ustvariti k& odmerkov cepiva. A to Se ni vse!
Zaradi cepljenja najbolj ranljivih skupin moramo nekaj cepiva dostaviti Ze vnaprej.
Natancneje receno, podanih imamo d omejitev, vsaka od njih pa pravi, da moramo
v roku x; dni skupno ustvariti vsaj y; odmerkov cepiva, kjer so dnevi ostevilceni
zacensi z 1.

Napisi program, ki izra¢una, koliko najmanj dni potrebujemo, da ustvarimo
k odmerkov cepiva, ¢e upostevamo vse omejitve in optimalno izbiramo strategijo za
nadgradnjo in proizvodnjo cepiva.

Vhodni podatki: v prvi vrstici bosta podani dve Stevili, k& (Stevilo odmerkov
cepiva, ki jih moramo proizvesti) in d (Stevilo omejitev, ki jih moramo pri tem
upostevati). Nato sledi d vrstic, ki opisujejo omejitve, v vsaki izmed njih pa sta
dani stevili z; in y;. V prvih x; dneh je treba skupno proizvesti vsaj y; odmerkov
cepiva.

Izhodni podatki: tvoj program naj izpise eno Stevilo, namre¢ minimalno stevilo
dni, ki jih potrebujemo, da ustvarimo dovolj odmerkov cepiva. Zagotovljeno je, da
bo resitev vedno obstajala.

Omejitve podatkov: 0 < d < 100, 1 < k < 10% 1 < y; < k, 1 < x; < 10°.
Pri prvih 20 % testnih primerov bo d = 0; pri naslednjih 30 % testnih primerov bo
k<10

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
100 1 22
4 4

4. Virus v Timaniji

V dezeli Timaniji so slisali, da po svetu razsaja nov smrtonosni virus. Oseba, ki je
okuzena, postane tudi sama kuzna po natanko k dneh, v natanko ¢ dneh po nastopu
kuznosti pa oseba v strasnih kréih in mukah umre. (Primer: ¢e je k =2 in £ = 3
in se je nekdo okuzil v ponedeljek, bo sam okuzeval druge v sredo, cetrtek in petek,
umrl pa bo v soboto in tisti dan ne bo okuzil nikogar.) Drugih simptomov pred
smrtjo ni, tako da zivih okuzenih drzavljanov ni mogoce poslati v osamo.

V strahu pred izbruhom epidemije je vlada Timanije sprejela ukrepe, kjer je
omejila srecanja med drzavljani, tako da se vsak drzavljan lahko na vsak dan v tednu
sreca le z enim preostalim drzavljanom, skupno z najve¢ 7 drzavljani v tednu. Vsak
drzavljan je moral na seznam napisati, koga bo srecal kateri dan v tednu, seznama
pa kasneje ne smejo spreminjati in se ga morajo vsi drzavljani strogo drzati (seznam
je torej vsak teden enak).
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Napisi program, ki bo preveril, ali bo po vnosu virusa celotno prebivalstvo
izumrlo ali ne. Vlado zanima, ali za dan urnik srecanj za celotno prebivalstvo in
dolocena k in £ obstaja scenarij, kjer se bo na to¢no dolo¢en dan d okuzil (od
zunaj) toéno dolocen drzavljan in se bo tako scasoma okuzilo (in pomrlo) celotno
prebivalstvo (Stevilo prebivalcev je n). Ce tak scenarij ne obstaja, pa poiséi scenarij
z najmanjsim stevilom prezivelih drzavljanov po epidemiji. Dni v tednu je 7, kjer
nedeljo predstavlja stevilo 0, ponedeljek stevilo 1, soboto pa Stevilo 6. Predpostavis
lahko, da se vsa srecanja zgodijo ob istem casu zjutraj in da na dan smrti okuzeni
ne okuzi nikogar vec.

Vhodni podatki: v prvi vrstici so Stevila n, k in £, loCena s po enim presledkom.
Sledi n vrstic s po sedmimi Stevilkami, vsaka od njih pa predstavlja urnik srecanj
po enega drzavljana: j-ta Stevilka v i-ti vrstici predstavlja stevilko drzavljana, ki
ga bo i-ti drzavljan srecal v j-tem dnevu vsakega tedna. (Drzavljani so osteviléeni
s Stevilkami od 0 do n — 1.)

Veljalo bo 1 < k <15, 1 < ¢ < 15. Veljalo bo Se:

e v prvih 20% primerov: £ =1 in n < 1000;
e v naslednjih 40 % primerov: £ =1, n < 105;
e v preostalih 40 % primerov: ¢ < 15, n < 1000.

Izhodni podatki: izpisi Stiri cela Stevila i, d, p in r, loena s po enim presledkom.
Pri tem naj bo ¢ Stevilka drzavljana in d Stevilka dneva v tednu za tisti scenarij,
pri katerem umre najvec ljudi, ¢e se okuzba zacne s tem, da se drzavljan ¢ okuzi
na dan d; stevilo p naj bo za ta scenarij stevilo prezivelih po epidemiji; stevilo r pa
naj pove, koliko scenarijev s tem Stevilom prezivelih obstaja, torej za koliko parov
(¢',d") velja, da na koncu ostane p prezivelih, ¢e se epidemija zane s tem, da se
¢lovek i’ okuzi na dan d’. Ce obstaja ve¢ enako dobrih resitev, je vseeno, katero od
njih izpises.

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
832 15024
3621352

7330565

4404430

0116027

2262276

6777101

5043714

1555643

Komentar. Scenarij, na katerega se sklicuje izhod v gornjem primeru, je naslednji:

e V petek (dan 5) prvega tedna se okuzi drzavljan 1.

e Drugi teden, dan 1: drzavljan 1 okuzi drzavljana 3. (Naslednji dan se spet
srecata, ampak je 3 Zze okuzen.)

e Drugi teden, dan 4: drzavljan 3 okuzi drzavljana 0.

e Drugi teden, dan 5: drzavljan 3 okuzi drzavljana 2.

e Tretji teden, dan 1: drzavljan 0 okuzi drzavljana 6, drzavljan 2 pa okuzi drza-
vljana 4.

e Tretji teden, dan 4: drzavljan 6 okuzi drzavljana 7.
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o Cetrti teden, dan 1: drzavljan 7 okuzi drzavljana 5.

Tako so se okuzili vsi drzavljani in prezivelih ni. To je eden od 24 moznih scenarijev,
pri katerih za te vhodne podatke umrejo vsi ljudje.

Se en primer vhoda: Pripadajoci izhod:
421 340 16
2312212

3203303

0130030

1021121

5. Tja in spet nazaj

Hobit se odpravlja na dogodivs¢ino. V roki ima zemljevid, na katerem je oznacil n
tock, ki jih zeli obiskati vsaj enkrat. Trenutno se nahaja doma na najbolj zahodni
tocki (tisti z najmanjso z-koordinato), kamor se zeli na koncu tudi vrniti. Odlo¢il
se je, da ga bo njegova pot najprej vodila ves Cas proti vzhodu v smeri narasc¢ajoc¢ih
z-koordinat tock, nato pa se bo obrnil in se ves cas premikal nazaj proti zahodu
v smeri padajocCih z-koordinat tock. Napisi program, ki bo izracunal dolzino
najkrajSe hobitove poti, na kateri obisce vse tocke vsaj enkrat in se vrne domov.

Vhodni podatki: v prvi vrstici je stevilo tock n, ki so podane v sledecih n vrsticah.
V wvsaki vrstici sta podani s presledkom loceni koordinati x; in y; neke tocke na
zemljevidu. Vse koordinate x; bodo med seboj razlicne.

Omejitve: veljalo bo 2 < n < 5000. Koordinate tock x; in y; bodo celostevilske
z intervala [0, 100 000].

e V prvih 30 % testnih primerov bo n < 20.
e V naslednjih 40 % testnih primerov bo n < 500.

Izhodni podatki: izpisi dolzino najkrajSe hobitove poti. Resitev bo sprejeta, ce
se bo od uradne razlikovala za najved 10~

Primer vhoda: Eden od moznih pripadajoc¢ih izhodov:

20.013352
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Svoje odgovore dobro utemelji. Ce piSes izvorno kodo programa ali podprograma,
OBVEZNO tudi v nekaj stavkih z besedami opisi idejo, na kateri temelji tvoja
resitev. Ce ni v nalogi drugade napisano, lahko tvoje resitve predpostavljajo, da
so vhodni podatki brez napak (da ustrezajo formatu in omejitvam, kot jih podaja
naloga). Zazeleno je, da so tvoje resitve poleg tega, da so pravilne, tudi u¢inkovite
(bolj u¢inkovite resitve dobijo ve¢ tock). Nalog je pet in pri vsaki nalogi lahko dobis
od 0 do 20 tock.

1. KriZci in krozci

Dva igralca sta se igrala krizce in krozce na karirasti mrezi nenavadne oblike: se-
stavlja jo ena sama vrstica, v njej pa je n polj. Stanje mreze lahko zato opiSemo z
nizom n znakov, v katerem ¢rka 'x' predstavlja krizec, ¢rka 'o' pa krozec. Napisi
podprogram (funkcijo) Izenaceno(s), ki kot vhodni podatek dobi niz s in preveri, ¢e
ta niz predstavlja taksno stanje mreze, v katerem se je igra koncala z izenacenim
izidom. Z drugimi besedami, preveriti je treba, ¢e veljajo vsi naslednji pogoji:

e Na vsakem od polj mora biti ali krizec ali krozec, drugih znakov v nizu ne sme
biti.

e Stevilo krizcev mora biti enako Stevilu krozcev.

e Nikjer se ne smejo pojavljati po trije (ali ve¢) enaki znaki skupaj.

Tvoja resitev naj bo ucinkovita, tako da bo delovala tudi za velike n (dolge vhodne
nize).

Nekaj primerov: niza xxooxo in oxox predstavljata izenacCene izide, nizi xxooo0x,
XXCOO0X in 0oxooxxo pa ne.

2. Kovanci

Janezek rad obiskuje dedka. Ne le, da dedek ve toliko zanimivih zgodb, vsaki¢, ko
ga obisce, se njegov hranilnik-prasicek odebeli. Zadnji¢ pa ga je cakalo presenecCenje.
Dedek mu je na mizo postavil ve¢ kupckov kovancev in mu narocil: vzames lahko,
kolikor #eli§ kupékov, samo nikoli ne smes vzeti dveh sosednjih. Ce so torej na mizi
kupcki z vrednostmi

2,4, 1, 3, 4,

lahko Janezek izbere prvi, tretji in peti kupcek, lahko vzame drugega in petega,
lahko drugega in Cetrtega itd. — moznih je Se nekaj drugih kombinacij. Janezkov
prasicek je seveda lacen, zato bi rad Janezek pobral z mize karseda veliko kovancev.
Pomagaj mu in opisi postopek (ali napisi podprogram oz. funkcijo, ¢e ti je lazje),
ki za dano tabelo vrednosti kupckov vrne najvecjo vsoto, ki jo je mogoce na ta nacin
doseéi. Pri zgornjem primeru je pravilni rezultat 8 (to vsoto dobimo, ¢e poberemo
drugi in peti kupcek).
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Pozor: ceprav je v zgornjem primeru pet kupckov, naj tvoja resitev deluje za
poljubno &tevilo kupckov, tudi ée jih je npr. veé tisoé.?
3. Taksi

V nekem mestu ima cestno omrezje obliko pravokotne kariraste mreze. Polozaj vsake
tocke (krizis¢a) lahko zato opiSemo s parom celostevilskih koordinat (x,y), kot kaze
naslednja slika:

6<

1
4<
SA

24 O0—
14

12345678

xT

Ker potekajo ceste samo vodoravno in navpicno, je dolzina poti med dvema tockama,
recimo (x1,¥1) in (x2,¥y2), pri tem cestnem omrezju enaka |r1 — x2| + |y1 — y2|.

Taksist, ki vozi za n stalnih strank, bi rad na eni od tock omrezja postavil
svojo centralo, pri cemer se mora odloc¢iti med m moznimi polozaji centrale. Med
raziskavo profitabilnosti je Zze dolo¢il koordinate (z,y) vseh n strank in vseh m
moznih polozajev centrale. OpiSi postopek (ali napisi program ali podprogram,
Ce ti je lazje), ki ugotovi, na katerega izmed moznih polozajev naj postavi centralo,
da bo vsota razdalj od centrale do strank ¢im manjsa. (Ce obstaja ve¢ enako dobrih
najboljsih polozajev, je vseeno, katerega od njih vrne tvoja reSitev.) Kot vhodne
podatke tvoj postopek dobi n, m ter koordinate vseh n stalnih strank in vseh m
moznih polozajev centrale. Tvoj postopek naj ne predpostavi, da je mreza majhna,
kot na primer tista na gornji sliki — deluje naj tudi za velike mreze.

Primer: zgornja slika kaze mrezo, na kateri so $tiri stalne stranke (¢rne pike) in trije
mozni polozaji centrale (dvojni krogi). Med temi tremi polozaji je najboljsi tisti na
(5,3), pri katerem je vsota razdalj do stalnih strank enaka (¢e gledamo stranke od
leve proti desni) 5+ 3+ 3 +4 = 15.

4. Preusmerjanje

Spletni streznik ima moznost, da ko odjemalec od njega zahteva vsebino z nekega
naslova (URLja), te vsebine odjemalcu ne poslje, pa¢ pa ga obvesti, da se ta vsebina
zdaj nahaja na nekem drugem naslovu — temu pravimo z drugimi besedami, da
ga je preusmeril. Taksne preusmeritve lahko tvorijo verige: z enega naslova nas
preusmerijo na drugega, s tega na tretjega in tako naprej; v najslabsem primeru pa
se lahko taka veriga preusmeritev celo zacikla (na primer: s tretjega naslova nas
preusmerijo nazaj na drugega).

Napisi podprogram oz. funkcijo, ki za dani zaCetni naslov z sledi verigi pre-
usmeritev in vrne naslov, pri katerem se ta veriga konca, oz. ugotovi, Ce se veriga

2Zanimiva je tudi naslednja teZja razli¢ica naloge: Janezkov nagajivi brat Stefan bi rad z mize
izmaknil en kupcek kovancev tako, da bo Janezkov izkupicek potem ¢im manjsi. Opisi postopek,
ki ugotovi, kateri kupc¢ek naj izmakne in kaksen bo takrat izkupicek.
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zacikla. (Mogoce je seveda tudi, da se veriga konca kar pri z-ju samem, Ce s tega
naslova ni nobene preusmeritve.) Da bo naSa naloga lazja, bomo naslove namesto
z nizi znakov predstavili kar z naravnimi stevili od 1 do n. Kot vhodne podatke
dobi tvoj podprogram Stevili n in z ter seznam parov (s;,t;), ki povedo, da obstaja
z naslova s; preusmeritev na naslov ¢;. Posamezna stran lahko nastopa kot prvi
element v najve¢ enem takem paru — z drugimi besedami, ne more se zgoditi, da
bi z neke strani s obstajali preusmeritvi na dve ali ve¢ drugih strani.

Primer: ¢e imamo n = 6 in preusmeritve (1,2), (2,4), (3,1), (6,5), jepri z =1
pravilni odgovor 4.

5. Odstranjevanje ¢rk

Angleska beseda splatters ima zanimivo lastnost. Ce iz nje ¢rke brisemo v pravem
vrstnem redu, bomo imeli do konca na vsakem koraku pred seboj neko anglesko
besedo: splatters — splatter — platter — latter — later — late — ate — at — a.

Napisi podprogram oz. funkcijo, ki kot vhodni podatek dobi seznam nizov
in v njem poisce najdaljSi niz z zgoraj opisano lastnostjo, torej najdaljsi tak niz,
v katerem bi se dalo enega po enega brisati znake (¢e na vsakem koraku primerno
izberemo, kateri znak pobriSemo) tako dolgo, da bi ostal niz dolzine 1, pri ¢emer bi
po vsakem brisanju imeli niz, ki je tudi prisoten v vhodnem seznamu. Ce obstaja
ve¢ enako dolgih najdaljSih nizov, je vseeno, katerega od njih vrne tvoja resitev.

Predpostavi, da so nizi sestavljeni le iz malih érk angleske abecede (od a do z)
in dolgi vsaj 1 ter kve¢jemu 30 znakov; nize dobis v neki tabeli, vektorju, seznamu
ali ¢em podobnem, torej se ti ni treba ukvarjati z branjem nizov iz datoteke. Nizov
v vhodnem seznamu je lahko veliko, zato naj bo tvoja resitev uéinkovita.>

3Zanimivo razli¢ico naloge dobimo, ée dovolimo, da se po brisanju érke tudi spremeni vrstni
red preostalih ¢rk. Tako lahko na primer iz besede kramp v enem koraku naredimo park.
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Drustvo ACM Slovenija je letos sodelovalo tudi pri organizaciji srednjeevropskega
Studentskega tekmovanja v ra¢unalni$tvu (Central European Regional Contest —
CERC). Ta tekmovanja so bila ponavadi v novembru tekodega leta, zaradi epidemije
pa so se v zadnjem casu nekoliko zamaknila in CERC 2021 je potekal 23. in 24. aprila
2022. Uradna besedila nalog in resitev (v angle$éini) so objavljena na spletni strani
tekmovanja, https://cerc.acm.si/, v pricujo¢em biltenu pa objavljamo besedila
nalog in resitev v slovenséini.

Preden si ogledamo naloge, Se nekaj opomb o nacinu tekmovanja in ocenjevanja
na CERC. Tekmovanje poteka podobno kot na slovenskih Studentskih tekmovanjih
v programiranju (UPM), le da v samo enem kolu: tekmujejo ekipe s po tremi tek-
movalci, vsaka ekipa ima en racunalnik, svoje resitve pa oddajajo na ocenjevalni
streznik, ki jih sproti testira in ocenjuje. Zaradi epidemije je letosnji CERC potekal
prek interneta; ekipe so reSevale naloge vsaka na svoji univerzi pod nadzorstvom
lokalnih mentorjev. Tekmovanje obsega en tekmovalni dan (letos je bil to 24. april),
na katerem so tekmovalci resevali dvanajst nalog in imeli za to pet ur ¢asa. (Dan
prej je bilo tudi poskusno tekmovanje s tremi lazjimi nalogami; najdemo jih na
koncu tega razdelka.) Podprti programski jeziki so bili C, C++, java, python in
kotlin. Naloga velja za reseno le, ¢e program pravilno resi vse testne primere pri
njej. Ekipe se razvrsti po stevilu resenih nalog, tiste z enakim Stevilom resenih nalog
pa po Casu; pri tem se za vsako uspesno reseno nalogo sesteje ¢as (v minutah) od
zaCetka tekmovanja do Casa uspesne resitve, pristeje pa se mu Se po 20 minut za
vsako pred tem oddano neuspesno resitev te naloge.

Naloge na CERC so razvrséene po abecednem vrstnem redu naslovov (v angle-
$€¢ini). Priblizen vrstni red po tezavnosti bi bil: F — ¢rke; H — radar; A — letalska
druzba; K — enotirna zeleznica; B — gradnja na Luni; L. — sistemati¢ni trgovski
potnik; E — ribolov; I — pokrajinski razvoj; D — DJ Darko; G — premice na
mrezi; J — ponovitve; C — rezanje kaktusov.

A. Letalska druzba
(Omejitev ¢asa: 15 s.  Omejitev pomnilnika: 512 MB.)

Neka letalska druzba ponuja redne lete med n razlicnimi letalis¢i. Vsak let neposre-
se ne ustavlja na nobenem drugem letaliS¢u. Leti so organizirani tako, da za vsako
mozno kombinacijo zacetnega letalisca s in ciljnega letalisCa t obstaja natanko eno
tako zaporedje letov, ki potnike pripeljejo od s do ¢, ne da bi kaksno letalisce obiskali
veé kot enkrat. Stevilu letov v tem zaporedju pravimo razdalja med s in t.

Ce bi letalska druzba dodala e en let, na primer med letaliséema z in y, bi se
utegnilo zgoditi, da bi za nekatere pare (s,t) potem obstajalo Se neko novo zaporedje
letov od s do t, ki bi bilo krajse od dosedanjega. Pri vec¢ parih ko se to zgodi, tem
obetavnejSa se zdi nova povezava med z in y. Pomagaj letalski druzbi in napisi
program, ki oceni ve¢ moznih novih povezav (x,y) glede na ta kriterij.

Vhodni podatki. V prvi vrstici sta dve celi Stevili, n (Stevilo letalis¢) in ¢ (Stevilo
moznih novih povezav (z,y), ki jih bo treba oceniti).
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Naslednjih n — 1 vrstic opisuje prvotne polete (tiste, ki so obstajali Ze pred
dodajanjem nove povezave); i-ta od teh vrstic vsebuje celi Stevili u; in v;, ki povesta,
da obstaja neposreden let med letalisSCema wu; in v;.

Preostalih ¢ vrstic opisuje mozne dodatne lete, o katerih razmislja letalska
druzba; i-ta od teh vrstic vsebuje celi stevili x; in y;, ki povesta, da bi v i-tem
scenariju prvotnim n — 1 letom dodali Se novo neposredno letalsko povezavo med
letaliS¢ema x; in y;.

Omejitve vhodnih podatkov:

2<n<10%1<¢g<10°

1<u; <m;1<v;<myju; #vi (zai=1,2,...,n—1)

1<z <m 1<y <max; £y (ai=1,2,...,q)

¢e s k; oznacimo razdaljo med z; in y; v prvotnem omrezju letov (torej pred
dodajanjem nove povezave), bo veljalo 23:1 ki <107,

Izhodni podatki. 1zpisi q vrstic; v i-to od njih izpisi stevilo parov (s,t), za katere je
1 < s <t < nin biserazdalja med s in ¢t zmanjsala, ¢e bi v prvotno omrezje n — 1
letov dodali Se neposredno letalsko povezavo med letalisCema x; in y;.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
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B. Gradnja na Luni
(Omejitev ¢asa: 1 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Mentorji z ICPCja se nikoli zares ne upokojijo. Ko oznanijo svojo ,,upokojitev®, za¢no
v resnici delati za neko tajno agencijo (nadaljnjih podrobnosti ne smemo razkriti),
ki na temni strani Lune gradi monumentalne zgradbe. Trenutno je v teku en tak
projekt.

Pri gradnji te monumentalne zgradbe uporabljajo Sestkotne gradnike dveh vrst:

e Dvorana ima vrata na treh stranicah (od katerih nobeni dve nimata skupnega
krajisca).
e C(len ima vrata na dveh stranicah, ki lezita na nasprotnih straneh Sestkotnika.

Dva ¢lena ali pa ¢len in dvorano je mogoce spojiti skupaj vzdolz takih stranic, kjer
imata oba uporabljena gradnika vrata. Gradnika potem zvarijo skupaj, da zgradba
pri spoju ne bo puscala zraka.

Nacrtovana zgradba bo imela n dvoran na Luninem povrsju. Vsaka od teh
dvoran bo s hodniki povezana z natanko tremi drugimi dvoranami. Vsak hodnik
je sestavljen iz L zaporedno spojenih ¢lenov. Vsak od obeh koncev hodnika (tam,
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kjer so vrata) je spojen z dvorano. Na primer: recimo, da imamo n = 4 dvorane
(osteviléene od 1 do 4) in da je L = 3. Eno od moznih zgradb pri teh n in L kaze
naslednja slika (dvorane so temno sive, hodniki pa svetlo sivi):

Zagotovljeno je, da vsak par dvoran povezuje najve¢ en hodnik in da se noben
hodnik ne zac¢ne in konca pri isti dvorani. Poleg tega je iz vsake dvorane mogoce po
hodnikih priti do vsake druge dvorane (morda prek ene ali ve¢ vmesnih dvoran). Ker
je nacrt zgradbe pripravil nekdanji mentor z 1CPCja, je zagotovljeno, da se hodniki
med seboj ne sekajo (spomnimo se, da bodo zgradbo zgradili na povr§ju Lune). Tak
nacrt lahko opisemo kot zaporedje trojic

(c11, 12, c13), (€21, C22,C23), - . -, (Cn1, Cn2, Cn3).

To pomeni, da je dvorana i povezana z dvoranami c;i, ci2 in ¢;3. Ce se postavi
clovek v dvorano ¢ in se zavrti v smeri urinega kazalca, bo najprej videl hodnik, ki
vodi v dvorano c¢;1, nato hodnik, ki vodi v ¢;2, in kon¢no se hodnik, ki vodi v ¢;3.
Nacrt z gornje slike lahko opiSemo z naslednjim zaporedjem:

(2,3,4),(1,4,3),(1,2,4),(1,3,2).

Ker je temna stran Lune temna (kot prikladno namiguje Ze njeno ime), bodo na
vsako stranico vsakega gradnika (dvorane ali ¢lena) namestili neonsko lu¢. Na tistih
stranicah, kjer sta dva gradnika zvarjena skupaj, bo seveda le po ena lu¢ (in ne po
ena na vsaki strani). Ker bo stala ta zgradba na Luni, ne smemo preveé¢ razsipati
7 energijo, zato luc¢i na dveh stranicah ne smeta biti prizgani hkrati, ¢e imata tidve
stranici skupno krajis¢e. Da bo stavba dovolj razsvetljena, so se mentorji odlo¢ili
prizgati maksimalno stevilo luci, kolikor jih je le mogoce prizgati ob upostevanju
omejitve zaradi varCevanja z energijo. Taksnemu razporedu bomo rekli veljavna
osvetlitev. Eno moznost (za nas dosedanji primer zgradbe) kaze naslednja slika:
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Mentorjem se zdi, da je mogoce do veljavne osvetlitve priti Se na veliko drugih
nacinov. Zanima jih, koliko je vseh veljavnih osvetlitev. Ker so preleni, da bi sami
sprogramirali resitev, bodo ta problem zastavili kot nalogo na tekmovanju, tako
da bodo ucinkovite resitve poiskali studentje. Napisi program, ki prebere opis
monumentalne zgradbe in izracuna Stevilo vseh veljavnih osvetlitev. Ker utegne
biti to &tevilo zelo veliko, izpisi le njegov ostanek po deljenju z 10° + 3.

Vhodni podatki. V prvi vrstici sta Stevili n (Stevilo dvoran) in L (Stevilo ¢lenov, ki
tvorijo hodnik), lo¢eni s presledkom. Sledi n vrstic; i-ta od njih vsebuje Stevila c;1,
Ci2 in ¢;3, locena s po enim presledkom.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 4<n<16
e 1 <L <100
o 1<¢;<nzavset=1,2,...,ninj=1,2,3.

Izhodni podatki. Izpisi eno samo Stevilo, namrec¢ ostanek po deljenju stevila vseh
veljavnih osvetlitev z 10° + 3.

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
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C. Rezanje kaktusov
(Omejitev casa: 15 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Gospod Malnar je za spremembo opustil svojo obsedenost z drevesi in si nasel nekaj
Se bolj zanimivega: kaktuse! Formalno je kaktus definiran kot povezan neusmerjen
graf, v katerem vsaka povezava pripada najve¢ enemu ciklu. Cikel je definiran
kot zaporedje dveh ali vecC razlicnih povezav, v katerem imata vsaki dve zaporedni
povezavi skupno krajisce, pa tudi prva in zadnja povezava imata skupno krajisce;
drugace pa nimata nobeni dve povezavi na ciklu skupnega krajisca.

Zal je kaktus, ki ga je gospod Malnar kupil, precej velik, zato ga zeli razrezati na
locene palice. Palica je definirana kot par povezav, ki imata skupno eno od krajisc.
Gospod Malnar je pedanten ¢lovek, zato ga zanima, na koliko na¢inov lahko razreze
svoj kaktus na palice.

Vhodni podatki. V prvi vrstici je Stevilo tock n in Stevilo povezav m. Vsaka od
naslednjih m vrstic vsebuje dve razli¢ni celi stevili, a; in b;, ki povesta, da obstaja
med tema dvema tockama povezava. Vsaka povezava se bo v vhodnih podatkih
pojavila natanko enkrat.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1< n,m < 100000
o 1<a;,b<nzavsei=1,2,....m
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Izhodni podatki. lzpisi stevilo razlicnih nacinov, na katere lahko gospod Malnar
razreze svoj kaktus na palice. Pravzaprav, ker je to stevilo lahko precej veliko, izpisi
le njegov ostanek po deljenju z 10° + 3.

Primer vhoda: Pripadajoc¢i izhod:
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D. DJ Darko

(Omejitev ¢asa: 4 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

V mestu je nov didzej. DJ Darko mora pripraviti svoje zvo¢nike. V vrsti ima n
zvoc¢nikov, pri cemer je glasnost i-tega od njih trenutno nastavljena na a;. Spremi-
njanje glasnosti je precej tezavno, zato je pri i-tem zvocniku treba porabiti b; enot
energije, da se mu glasnost poveca ali zmanjsa za 1.
7al Darka rad zafrkava njegov zlobni brat dvojéek Karko. Zgodilo se bo ¢ do-

godkov naslednjih dveh vrst:

14 rzx

2/0r

Pri dogodku prve vrste spremeni Karko glasnost vseh zvoc¢nikov od vkljucno ¢-tega
do vkljuéno r-tega za x (glasnosti zvo¢nikov se torej pri tem priSetje ). Pri dogodku
druge vrste nastavi Darko glasnost vseh zvo¢nikov od vklju¢no /-tega do vkljuéno
r-tega na enako vrednost, in sicer na tdko, pri kateri porabi za to nastavljanje
najmanj energije. Ce je mogode to storiti na veé nac¢inov, si izbere med njimi tistega
z najnizjo konc¢no glasnostjo. Zvocniki po tej spremembi ostanejo na novi glasnosti,
dokler jih kak kasnejsi dogodek spet ne spremeni.

Tebe kot gledalca zdaj zanima, na katero glasnost je Darko nastavil zvo¢nike pri
vsakem od dogodkov druge vrste.

Vhodni podatki. V prvi vrstici sta dve stevili, stevilo zvo¢nikov n in Stevilo dogodkov
q. V drugi vrstici je n Stevil, a1, ..., an, ki podajajo trenutne glasnosti zvo¢nikov. V
tretji vrstici je n stevil, b1, ..., by, ki povedo, koliko energije je treba za spremembo
glasnosti posameznega zvocnika za 1. V preostalih g vrsticah je ¢ dogodkov, podanih
tako, kot je prikazano zgoraj. Vsa stevila v vhodnih podatkih so cela.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1<n,q< 200000
o 1 S ai,bi S 109
e pri vsakem dogodku: 1 < £ <r <nin —10° <z < 10°.
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Izhodni podatki. Za vsak dogodek drugega tipa izpisi glasnost, na katero je Darko
pri njem nastavil zvoc¢nike.

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
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E. Ribolov
(Omejitev casa: 10 s.  Omejitev pomnilnika: 512 MB.)

ODb obali Jadranskega morja stoji majhna vas. Tamkajsnji ribi¢i modelirajo morje
kot karirasto mrezo w X h celic, katere prva vrstica se dotika obale, zadnja vrstica
pa lezi najdlje od obale na odprtem morju. Spremljajo gibanje rib in drugih reci, ki
plavajo v morju. Morje je vecinoma prazno, zanimivih pa je k celic, katerih polozaj
je opisan s stevilko vrstice r; in stolpca ¢;. Ribiéi so ocenili, da ¢e lovijo v i-ti celici,
bo njihov ulov vreden v; denarja. Stevilo v; je lahko tudi manjse ali enako 0, e so
v tisti celici ve¢inoma nezeleni predmeti. Vse ostale celice obravnavamo tako, kot
da so prazne in imajo vrednost 0.

Vaski svet vsak dan dolo¢i pravokotno obmocje, v katerem bo ribolov tisti dan
dovoljen; to obmocje obsega stolpce od £ do d in se razteza b vrstic od obale. Za
ribolov v njem bodo ribi¢i bodo pripravili mrezo, dolgo natanko b enot. Njena
dolzina je torej fiksna, d& pa se razviti na poljubno Sirino do najve¢ d — ¢+ 1. Na
podlagi tega, kar vedo o morju, bodo mrezo polozili nekje v pravokotnem obmocju,
kjer je ribolov tisti dan dovoljen, pri ¢emer pa zZelijo maksimizirati skupno vrednost
ulova, torej vsoto vseh celic, ki jih mreza pokriva.

7 vprasanjem, kako izbrati najboljsi polozaj mreze za ribolov, se ribi¢i ukvarjajo
vsak dan. Napisi program, ki bo za naslednjih ¢ dni izracunal vrednost ulova, pri
Cemer je za vsak dan podano obmocje, kjer bo ribolov takrat dovoljen. Predpostavis
lahko, da so vrednosti celic konstantne, torej se ne iz¢rpajo, ¢etudi so tam ribarili
ze v prejsnjih dneh.

Vhodni podatki. V prvi vrstici so stevilo vrstic h, Stevilo stolpcev w in Stevilo
nepraznih celic k. Te celice so opisane v naslednjih & vrsticah, pri ¢emer i-ta od njih
vsebuje stevilko vrstice 7;, stolpca ¢; in vrednost v;, loCene s po enim presledkom.
Vrstice so ostevilcene od 1 do h, stolpci pa od 1 do w. Vse vrednosti v; so cela
Stevila.
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V naslednji vrstici je Stevilo poizvedb ¢. Sledi ¢ vrstic, ki opisujejo posamezne
poizvedbe; j-ta od njih je opisana s tremi celimi Stevili b}, ¢/ in dj. Da bo tvoja
resSitev prisiljena resevati poizvedbe po vrsti, so le-te podane v zakodirani obliki.
Pravi opis poizvedbe lahko izra¢unas po formulah

by =b;®Ajs, L=0®Aj2 dj=dj® A,

pri ¢emer A; pomeni rezultat pri j-ti poizvedbi (oz. 0 pri j < 0), znak @ pa pred-
stavlja operacijo XOR (izkljuéni ali) po bitih. Tvoj program naj poisce najveéji
mozni ulov po pravokotnem obmocju, ki se razteza po prvih b; vrsticah in po nekem
podintervalu stolpcev od ¢; do d;.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1< w,h, kg < 300000
e |ui| <1000

Izhodni podatki. Za vsako poizvedbo izpisi po eno vrstico, vanjo pa najvecjo mozno
vrednost ulova. Pazi na to, da se lahko ribic¢i odlocijo ostati tudi pri prazni mrezi z
vrednostjo 0.

Primer vhoda: Pripadajoc¢i izhod:
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F. Crke

(Omejitev ¢asa: 2 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Martin poslusa predavanje o linearni algebri. Profesor, ki predava, je kajpada naj-
dolgocasnejsi Clovek v celem vesolju. Na tabli je matrika reda n x m. Nekateri
elementi matrike so ¢rke (angleske abecede), drugod pa so prazna mesta. Tu je
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primer taksne matrike reda 6 x 8:

k l n d 1
c
i h
7 a
c b
c e f

Martinu se Se sanja ne, kaj ta matrika predstavlja. Tako mu je dolgcas, da predava-
nju ze pol ure ne sledi ve¢. Vendar pa ima Martin zelo bujno domisljijo. Zamislja si,
da na matriko vpliva teznost in da vse ¢rke v njej polzijo navzdol, dokler vsaka ¢rka
bodisi ne doseze dna ali pa pristane na ¢rki pod seboj. V prvi fazi se tako gornja
matrika spremeni v:

l i
k c a d i h
i c b n c e f
Nato teznost spremeni svojo smer in zdaj vlece ¢rke v levo. Zdaj smo v drugi fazi.

Spet vse ¢rke polzijo v levo, dokler vsaka ¢rka bodisi ne doseze levega oklepaja ali
pa se ustavi ob ¢rki na svoji levi. Prejsnja matrika bi se tako spremenila v:

c a
c b

[

d i h
n c e f

Martin v mislih ponavlja ta postopek vse do konca dolgocasnega predavanja. Seveda
se lahko po vsaki fazi (torej ko ¢rke dosezejo vsaka svoj konéni polozaj) spremeni
smer teznosti (mozne smeri so §tiri: levo, desno, gor in dol).

Napisi program, ki dolo¢i konc¢ni polozaj ¢rk v matriki. Seveda dobis tudi
tocno zaporedje smeri teznosti.

Vhodni podatki. V prvi vrstici so tri cela Stevila, n, m in k, pri ¢emer je n x m
velikost matrike, k pa je stevilo faz.
V drugi vrstici je niz dolzine k, sestavljen iz ¢rk L, R, U in D, ki predstavljajo
smer gravitacije v posameznih fazah (L = levo, R = desno, U = gor in D = dol).
Preostalih n vrstic predstavlja matriko. V vsaki od njih je m znakov. Ti znaki
so male ¢rke angleske abecede ter pike ,,.“, ki predstavljajo prazna polja.

Omejitve vhodnih podatkov: 1 <n <100, 1 < m <100, 0 < k < 100.

Izhodni podatki. lzpisi matriko, ki jo Martin dobi na koncu predavanja. Format
matrike naj bo enak kot v vhodnih podatkih.
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Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
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G. Premice na mrezi
(Omejitev casa: 8 s.  Omejitev pomnilnika: 1024 MB.)

Dana je karirasta mreza n x n tock s koordinatami (4,5) za ¢ = 0,1,...,n — 1 in
j=0,1,...,n— 1. Naj bo ¢, stevilo razliénih premic, ki jih je mogoce postaviti
tako, da na vsaki premici lezita vsaj dve tock mreze.

Pri n = 3 je mogoce na ta nacin postaviti 20 razlicnih premic, kot kaze naslednja

| N\ a
>\¢/
RPN

7 AN

Napisi program, ki za dane vrednosti n izracuna #,,.

Vhodni podatki. V prvi vrstici je celo stevilo q. V drugi vrstici je ¢q celih Stevil
ni,...,MNq, locenih s presledki.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1<¢<1000
e 1<n; <107 zavsei=1,2,...,q

Izhodni podatki. 1zpisi q stevil £y, ..., £y, , vsako v svojo vrstico. Pravzaprav, ker
utegnejo biti stevila £, precej velika, izpisi le njihove ostanke po deljenju z 10° + 3.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
3 0
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H. Radar
(Omejitev ¢asa: 2 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Neko obmocje pregledujemo s posebnim radarjem. Temu lahko podamo seznam
oddaljenosti, na primer (2, 4, 1), in seznam kotov oz. smeri, na primer (100°, 270°,
180°, 10°, 300°), in pregledal bo tocke na vseh teh oddaljenostih v vsaki od teh
smeri. Kako blizu nekaterim drugim tockam, ki nas zanimajo, bomo lahko na ta
nacin prisli?

Vhodni podatki. V prvi vrstici so tri cela Stevila, loCena s presledki: R (Stevilo
oddaljenosti), F' (Stevilo smeri oz. kotov) in N (Stevilo tock, ki nas zanimajo). Sledi
R vrstic; i-ta od njih vsebuje celo stevilo r;, ki predstavlja oddaljenost od radarja
do tock, ki jih bo pregledoval. Sledi F' vrstic; i-ta od njih vsebuje dve s presledkom
loceni celi stevili (f5); in (fy):, ki sta karteziéni koordinati tocke, ki doloca i-ti kot.
Sledi se N vrstic, od katerih vsaka vsebuje dve s presledkom loceni celi stevili z; in
y;, ki sta kartezi¢ni koordinati i-te tocke, ki nas zanima.

Két, ki ga doloca tocka ((fz)s, (fy)i), je tisti od pozitivne z-osi do poltraka, ki
se zacne v koordinatnem izhodisc¢u in gre skozi tocko ((fz)i, (fy)i)-

Omejitve vhodnih podatkov:

1<R,F,N <10°

|, [yil, [(fe )il [(fy)il, 7 s0 vse < 10°

(f)i + (f) >0in 7 >0

vsi r; so med seboj razli¢ni

vsi poltraki, ki jih dolo¢ajo (fz)s, (fy)i, so med seboj razli¢ni.

Izhodni podatki. Izpisi N vrstic; i-ta od njih naj vsebuje razdaljo med toc¢ko (x;,y;)
in najblizjo tako tocko, ki jo radar pregleda. Rezultat bo veljal za pravilnega, ce
ima absolutno ali relativno napako najve¢ 107°.

Primer vhoda: Pripadajoci izhod: Ilustracija tega primera:
375 0.977772290466 8
2 2.750120773895 7 . 0
4 0.846777708005 [§
7 1.464071052924 5
8 4 0.585786437627 4 .
28 3 .
-15 2 . . -
-7 2 ) i
-4 -4 . *
1 -8 > 0
6 -3 -1 . *
3 -1 -2 :
81 -3 * .
26 —4
-5 2 _s
-1-1 —61 « pregledane tocke
—17Hx poizvedovalne tocke
_g||* smerne tocke

—-8-7-6-5-4-3-2—-1 01 2 3 4 5 6 7 8
x
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I. Pokrajinski razvoj
(Omejitev ¢asa: 4 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Kralja je doseglo vec pritozb, ¢eS da so nekatere pokrajine njegovega kraljestva
gospodarsko zapostavljene. Na cestah med nekaterimi vasmi niso prebivalci ze zelo
dolgo videli niti enega trgovca. Da bi resil ta problem ter kraljestvu povrnil bogastvo
in blagostanje, je kralj zaupal svojemu dvornemu matematiku nalogo, naj pripravi
primeren nacrt poti trgovcev.

Nacrt bo za vsako cesto dolocil pozitivno stevilo trgovcev, ki bodo potovali po
njej (vsi v isto smer). Za vsako vas mora biti Stevilo trgovcev, ki po cestah vstopajo
vanjo, enako Stevilu trgovcev, ki jo zapuscajo. Da bo Stevilo trgovcev priblizno
enakomerno razporejeno po celem kraljestvu, je kralj narocil, naj bo na vsaki cesti
stevilo trgovcev, ki potujejo po njej, vecje ali enako 1 ter manjse od m.

Dvorni matematik je bil poklican pred kralja, da mu predstavi svoje rezultate.
Njegova prihodnost je negotova, saj mu problema ni uspelo resiti. Nekaj pa je ven-
darle naredil: pripravil je nacrt, pri katerem po vsaki cesti potuje veljavno Stevilo
trgoveev (vsaj 1 in manj kot m). Tezava je le, da se $tevilo prihajajocih in odhaja-
jocih trgovcev za vsako vas ne ujemata cisto: razlika med Stevilom prihajajoc¢ih in
stevilom odhajajocih ni nujno pri vsaki vasi enaka 0, je pa gotovo njen ostanek po
deljenju z m enak 0. Svoje ugotovitve je pripravljen deliti s teboj, ¢e mu napises
program, ki poisce veljaven nacrt ali pa ugotovi, da ne obstaja.

Vhodni podatki. V prvi vrstici so cela Stevila n (Stevilo vasi), r (Stevilo cest) in
m. Sledi r vrstic, ki opisujejo ceste; i-ta od njih vsebuje cela Stevila a;, b; in ¢,
ki povedo, da po cesti, ki neposredno povezuje vasi a; in b;, potuje ¢; trgovcev v
smeri od a; proti b;. Vasi so ostevilcene od 1 do n. Za vsak par vasi obstaja najvec
ena cesta med njima; nobena cesta se ne zaCne in konca v isti vasi. Za vsako vas
je razlika med skupnim stevilom prihajajoc¢ih in odhajajocih trgovcev enaka 0 po
modulu m.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1 <n<1000;0<r<10000;2<m <1000
e 1<a;,bij<nin0<c<mzavsei=1,2,...r.

Izhodni podatki. Za vsako cesto izpisi stevilo trgovcev, ki v tvojem nacrtu potujejo
po njej. Izpisi jih vsako v svojo vrstico in to v enakem vrstnem redu, v kakrsnem
so bile ceste podane v vhodnih podatkih. Ce pri tvojem naértu trgovci po neki
cesti potujejo v nasprotni smeri kot v vhodnih podatkih, predstavi to z negativnim
Stevilom (na primer: ¢e v tvojem nacrtu potuje z trgovcev od vasi b; do vasi aj;,
izpiSi v 4-ti vrstici izhoda Stevilo —z).

Ce obstaja veé resitev, je vseeno, katero od njih izpises. Ce ne obstaja nobena
resitev, izpiSi eno samo vrstico z besedo ,,IMPOSSIBLE“ (brez narekovajev).

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
45 4 2

121 3

232 2

411 -1

243 3

342
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J. Ponovitve
(Omejitev casa: 10 s.  Omejitev pomnilnika: 512 MB.)

Polde je nadebudni avantgardni pisatelj, ki gleda zviska na rabo presledkov, locil,
velikih zacetnic in podobnega; zato niso njegove zgodbe ni¢ drugega kot dolgi nizi
samih malih ¢rk angleske abecede. Kritiki so opazili tudi, da je za njegov slog
znacilna nagnjenost k ponavljanju, namrec tako, da se v¢asih enak podniz pojavi v
besedilu dvakrat zaporedoma, ne da bi vmes stali se kakrsnikoli drugi znaki.

Svojo najnovejSo mojstrovino, niz dolzine n znakov, je Polde poslal ¢ literarnim
revijam v upanju, da jo bo vsaj ena od njih pripravljena objaviti. Odziv je bil mnogo
ugodnejsi, kot si je bil upal pricakovati. Uredniki vseh g revij so bili pripravljeni
objaviti nek del (torej podniz) njegove zgodbe, vendar le pod pogojem, da poisce
v njem najdaljSo ponovitev (torej tak kraj$i podniz, ki se pojavi dvakrat zapore-
doma). Tisto ponovitev nameravajo uredniki namre¢ izpustiti, da zgodba ne bo
prevec dolgocasna. Polde zdaj potrebuje tvojo pomoc, da bo urednikom odgovoril
na ta vprasanja.

Napisi program, ki za dani niz n znakov, s[1]s[2]...s[n], odgovori na g poi-
zvedb oblike ,,dana sta a; in b;; kako dolg je najdaljsi niz ¢, za katerega se tt pojavlja
kot podniz v s[a;]s[a; + 1] ... s[b; — 1]s[b;] in kje v slednjem se zacne prva (najbolj
leva) taka pojavitev?*

Vhodni podatki. V prvi vrstici sta dve celi stevili, n in q. V drugi vrstici je niz s,
ki je dolg n znakov; vsi ti znaki so male ¢rke angleske abecede. Preostalih ¢ vrstic
opisuje poizvedbe; i-ta od teh vrstic vsebuje celi stevili a; in b;, loCeni s presledkom.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1<n<10°
e 1<¢<100
e 1<a; <b;<nzavsei=1,2,...,q

Izhodni podatki. Izpisi q vrstic; i-ta od teh vrstic mora vsebovati dve celi stevili
¢; in c¢;, loceni s presledkom. Pri tem naj bo ¢; dolzina najdaljSega niza t, za

katerega se tt pojavlja kot podniz v s[a;|s[a; + 1]...s[b; — 1]s[b;]; Stevilo ¢; pa naj
bo indeks, na katerem se zacne najbolj leva taksna pojavitev, torej najmanjse celo
Stevilo, za katero velja a; < ¢; in ¢; +26; —1 < b; in s[¢]...s[c; + 4 — 1] =

slei + 4] ... s[ei + 26 — 1]. (Ce je £; =0, je ¢; po definiciji enako a;.)

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
10 4 14

cabaabaaca 32

4 8 17

19 08

59

8 10

Opomba: $tiri poizvedbe v gornjem primeru se nanasajo na podnize

aabaa, cabaabaac, abagac in aca;
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v lezefem tisku je podniz, o katerem govori odgovor na tisto poizvedbo (podniz dol-
zine ¢; z zadetkom na indeksu ¢;). Pri ¢etrti poizvedbi takega podvojenega podniza
sploh ni, zato je £4 = 0.

K. Enotirna Zeleznica
(Omejitev ¢asa: 4 s.  Omejitev pomnilnika: 512 MB.)

Vlaki, ki vozijo po enotirni #zeleznigki progi, se lahko srecujejo le na postajah. Ce se
dva vlaka odpeljeta hkrati, eden z zacetne in eden s kon¢ne postaje (torej z zacetne
postaje za nasprotno smer voznje), bo eden od njiju obi¢ajno moral poc¢akati drugega
na eni od postaj vzdolz proge. Vlaka se vedno srecata na tisti postaji, kjer je Cas
cakanja najmanjsi.

Case voznje po vsakem odseku med dvema zaporednima postajama poznamos;
ti ¢asi so vedno enaki za obe smeri voznje. Zaradi gradbenih del na progi pa se
Casi voznje nenehno spreminjajo. Poleg zacetnih ¢asov voznje je podan tudi novi
¢as voznje po vsaki spremembi; napisi program, ki izpise najmanjsi potrebni cas
cakanja, ¢e odpeljeta vlaka hkrati z nasprotnih koncev proge, in sicer tako za zacetno
stanje kot po vsaki izmed sprememb.

Vhodni podatki. V prvi vrstici je stevilo postaj n. V drugi vrstici je n — 1 sStevil, ki
povedo zacetne ¢ase voznje med dvema zaporednima postajama (i-to Stevilo je ¢as
voznje med i-to in (i + 1)-vo postajo). V tretji vrstici je Stevilo sprememb k. Vsaka
od preostalih k vrstic vsebuje po dve celi §tevili: prvo, j € [1,n — 1], je stevilka
postaje, drugo pa je novi ¢as voznje med postajama j in j + 1. Upostevaj, da ima
prva postaja stevilko 1 in ne 0.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 2 <n < 200000

e 0 <k <200000

e Vsi ¢asi voznje med dvema zaporednima postajama (tako zadetni kot spreme-
njeni) so cela Stevila z intervala [1,10°].

Izhodni podatki. 1zpisi k+ 1 vrstic. V prvo vrstico izpisi najkrajsi mozni ¢as cakanja

v zaCetnem stanju prog. V drugi, tretji, ¢etrti, ... vrstici izpisi najkrajsi mozni ¢as
cakanja po prvi, drugi, tretji, ... spremembi.

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:

6 10

20 70 40 10 50 0

2 40

4 80

2 30

Komentar. V zacetnem stanju se morata vlaka, ki odpeljeta isto¢asno z nasprotnih
koncev proge, srecati na postaji 3. Prvi vlak jo bo dosegel v 90 minutah, drugi
pa v 100 minutah; cas cakanja bo torej 10 minut. Po prvi spremembi postane
najprimernejsi kraj za srecanje postaja 4. Oba vlaka jo bosta dosegla v 130 minutah,
zato ne bo nobenemu treba cakati. Tudi po drugi spremembi se bosta srecala na
postaji 4, vendar pa bo moral tokrat vlak, ki bo prisel tja kot prvi, ¢akati 40 minut.
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L. Sistematic¢ni trgovski potnik
(Omejitev ¢asa: 6 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Trgovski potnik je dobil seznam mest, ki jih mora obiskati na naslednjem potovanju.
Vseeno je, v katerem mestu zac¢ne svojo pot, da le obis¢e vsako mesto vsaj enkrat;
tudi ni treba, da konca v mestu, kjer je zacel. Trgovski potnik je opazil, da porabljajo
njegovi kolegi, drugi trgovski potniki, precej preve¢ ¢asa za nacrtovanje in iskanje
optimalne poti. Zato se je odlocil izbrati svojo pot z druga¢nim, bolj sistemati¢nim
pristopom.

Naprej bo razdelil vsa mesta na levo in desno polovico. Ce je stevilo mest liho,
bo vsebovala desna polovica eno mesto ve¢ kot leva. Nato bo izbral eno od polovic
in obiskal vsa mesta v tisti polovici, preden bo obiskal katerokoli mesto iz druge
polovice.

Da obisc¢e mesta v izbrani levi ali desni polovici, pa bo to mnozico mest razdelil
na zgornjo in spodnjo polovico. Ce bo v mnozici liho stevilo mest, bo dobila zgornja
polovica eno mesto ve¢ kot spodnja. Spet bo obiskal vsa mesta v eni od polovic,
preden bo obiska katerokoli mesto druge polovice.

Po tem postopku bo nadaljeval in izmeni¢no delil mesta na polovico — enkrat

vodoravno, enkrat navpi¢no — dokler ne bo sestavil nacrta celotnega potovanja.
Napisi program, ki poisce najkrajSo pot, ki jo lahko trgovski potnik dobi na ta
nacin.
Vhodni podatki. V prvi vrstici je n, Stevilo mest, ki jih zeli trgovski potnik obiskati.
Polozaj teh mest je podan v naslednjih n vrsticah. Vsako mesto opisujeta celostevil-
ski koordinati x; in y; (loCeni s presledkom), ki podajata njegov polozaj na ravnini.
Zagotovljeno je, da so x; vseh mest med seboj razli¢ni; ravno tako so tudi y; vseh
mest med seboj razli¢ni.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1<n <1000
] ngl,ylgloﬁ

Izhodni podatki. V prvo vrstico izpisi najmanjSo mozno dolzino potnikove poti.
Dolzina bo veljala pravilno, ¢e se bo od uradne resitve razlikovala za kvecjemu
107%. V drugo vrstico izpisi Stevilke mest (lo¢ene s presledki) v takem vrstnem
redu, v kakrsnem jih trgovski potnik obisce. Mesta so ostevilcena od 1 do n v
takem vrstnem redu, v kakr$nem se pojavljajo v vhodnih podatkih. Ce je moznih
vec¢ enako dobrih resitev, lahko izpises katerokoli od njih.

Primer vhoda: Eden od moznih pripadajoc¢ih izhodov:

13.142182
341652

N = WNO oo
w oo

Komentar. Trgovski potnik najprej obisce levo polovico (mesta 1, 3 in 4), nato pa
desno polovico (mesta 2, 5 in 6).
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Da obis¢e mesta 1, 3 in 4, obis¢e najprej zgornjo polovico (mesti 3 in 4) in
nato spodnjo polovico (mesto 1). Mesti v zgornji polovici razdeli na levo polovico
(mesto 3), ki jo obis¢e najprej, in desno polovico (mesto 4), ki jo obis¢e zatem.

Mesta 2, 5 in 6 razdeli na spodnjo polovico (mesto 6) in zgornjo polovico (mesti
2 in 5). Tu trgovski potnik najprej obis¢e spodnjo polovico. Svojo pot nadaljuje
v zgornji polovici, kjer najprej obis¢e desno polovico (mesto 5) in zakljuéi z levo
polovico (mesto 2).

POSKUSNO TEKMOVANJE
(23. aprila 2022)

X. Anagram
(Omejitev ¢asa: 4 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Besedi sta anagrama, Ce je mogoce vrstni red ¢rk prve besede premesati tako, da
nastane druga beseda. Primer anagramov sta besedi enajst in stanje.

Dobil bos seznam besed, ki so sestavljene le iz malih ¢rk. Tvoja naloga je preci-
stiti ta seznam tako, da posamezno besedo izpustis, ¢e se je kdaj prej v seznamu ze
pojavil kak njen anagram.

Vhodni podatki. V prvi vrstici je n, Stevilo besed v seznamu. Sledi n vrstic, ki
vsebujejo vsaka po eno besedo.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 1<n<10°
e V besedah nastopajo le male ¢rke angleske abecede.
e Dolzina posamezne besede je vsaj 1 in najve¢ 100 znakov.

Izhodni podatki. 1zpisi seznam besed brez anagramov, vsako besedo v svojo vrstico.
Besede morajo stati v enakem vrstnem redu kot v vhodnih podatkih.

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
5 listen

listen santa

santa cat

satan

silent

cat

Y. E(dolzina(KO))
(Omejitev ¢asa: 2 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)
Danih je n tock na ravnini; i-ta tocka bo aktivirana z verjetnostjo p;. Te verjetno-

sti so del vhodnih podatkov. Napisi program, ki izrac¢una pri¢akovano vrednost
obsega konveksne ovojnice aktiviranih tock.



Naloge s CERC 2021 43

P10

/S~ P12
p <
, N
N
/// ) \‘?7
% b2 \
77 P4 \
4 \
p
°P1 \
p5e }ips
N o P9
N \
N \
NP6 \
N pis \
o _ o
P8 Te-——

\
TTo-op11

Vhodni podatki. V prvi vrstici sta celo Stevilo n (Stevilo toc¢k) in realno Stevilo
p*. Vsaka od tock je aktivirana z verjetnostjo p, = p*, le prve tri tocke so vedno
aktivirane (p1 = p2 = ps = 1); tako bo konveksna ovojnica vedno dobro definirana.

Sledi n vrstic, pri ¢emer i-ta od njih vsebuje koordinati i-te tocke, z; in y;, loeni
s presledkom.

Omejitve vhodnih podatkov:

e 3<n<1000;0<p <1

o 0 < x;,y; <10000; z; in y; sta celi stevili.

e Nobene tri tocke ne lezijo na isti premici. Nobeni dve tocki nimata niti enake
z-koordinate niti enake y-koordinate.

Izhodni podatki. 1zpisi eno samo sStevilo, namre¢ pricakovani obseg konveksne ovoj-
nice. Da bo tvoja resitev veljala za pravilno, se mora od uradne resitve razlikovati
za manj kot 0,001.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:

.281250 12.816849

Se en primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:

5 0.561523 27.943471
211

78

13 10

99

13 3

Z. Robin Hood
(Omejitev casa: 3 s.  Omejitev pomnilnika: 256 MB.)

Vaski staresine pricakujejo hudo zimo in Robina Hooda skrbi, kako bodo shajali
revnejsi ljudje. Kot obicajno bo bogastvo po kraljestvu malo prerazporedil — z
drugimi besedami, kradel bo bogatim. Ocenil je, da bo treba izvesti k tatinskih
podvigov. Vendar pa se Robin Hood drzi moralnega zakonika, ki doloca, kdo je
najprimernejsa tarca takega podviga. Vedno krade od najbogatejsega cCloveka; ce
je takih vec, izbere izmed njih prvega na seznamu. Pri vsakem podvigu ukrade le
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100 denarnih enot in nikoli ne okrade cloveka, ki bi mu po kraji ostalo 0 ali manj
denarnih enot.

Dobil bos podatke o premozenju n ljudi, poleg tega pa Se Stevilo tatvin k. Napisi
program, ki za vsakega cloveka izracuna, koliko denarja mu bo ostalo po koncu teh
tatvin, pri cemer so bile le-te izvedene v skladu z opisanim moralnim zakonikom.

Vhodni podatki. V prvi vrstici sta dve celi stevili, n in k, loceni s presledkom. V
drugi vrstici je n s presledki loc¢enih celih stevil pi,...,pn, kjer je p; premozenje
i-tega Cloveka (potencialne tarée Robinovih tatvin).

Omejitve vhodnih podatkov:

o 1<nk<10°
e 1<p;<10%zavsei=1,2,...,n

Izhodni podatki. 1zpisi premozenje vseh n ljudi po izvedenih k tatvinah; to naj bodo
cela stevila, loCena s po enim presledkom, vsa v eni vrstici, vrstni red ljudi pa naj bo
enak kot v vhodnih podatkih. Ce Robin Hood toliko tatvin sploh ne more izvesti,
pa izpisi ,,impossible® (brez narekovajev).

Primer vhoda: Pripadajoci izhod:
4 2 100 120 50 13

100 120 250 13

Se en primer vhoda: Pripadajoci izhod:
4 4 impossible

100 120 250 13

Se tretji primer vhoda: Pripadajoci izhod:
34 100 100 200

200 300 300
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NEUPORABLJENE NALOGE IZ LETA 2019

V tem razdelku je zbranih nekaj nalog, o katerih smo razpravljali na sestankih
komisije pred 14. tekmovanjem ACM v znanju rac¢unalnistva (leta 2019), pa jih potem
na tistem tekmovanju nismo uporabili (ker se nam je nabralo ve¢ predlogov nalog,
kot smo jih potrebovali za tekmovanje). Ker tudi te neuporabljene naloge niso
nujno slabe, jih zdaj objavljamo v letosnjem biltenu, ¢e bodo komu mogoce prisle
prav za vajo. Poudariti pa velja, da niti besedilo teh nalog niti njihove resitve (ki
so na str. 157-206) niso tako dodelane kot pri nalogah, ki jih zares uporabimo na
tekmovanju. Razvrscene so priblizno od lazjih k tezjim.

1. Predstavitve

Pri predstavitvah (prezentacijah) pogosto zelimo prikazovati vsebino posamezne
prosojnice postopoma, tako da se ne prikaze cela vsebina prosojnice naenkrat. Ne-
kateri formati (na primer PDF) pa takSnega prikazovanja ne podpirajo, zato moramo
pri pretvorbi v tak format iz ene izvorne prosojnice narediti ve¢ strani, ki vsebujejo
vse velji del vsebine tiste izvorne prosojnice.

Predstavitev imamo opisano z zaporedjem ukazov ,nova stran“, ,nova alineja‘“,
»phavza“, med njimi pa je poljubno besedilo. Pri pretvorbi v PDF bi se pri vsakem
ukazu ,pavza“ (in tudi na koncu vsake prosojnice) naredilo novo stran, ki vsebuje
vso vsebino od zadnjega ukaza ,nova stran“ do trenutne pavze. Pri tem pa ven
vrzemo veé sledecih si ukazov ,nova alineja“ in ,pavza“, ¢e vmes ni besedila (ne
dovolimo praznih alinej in nespremenjenih prosojnic).

Napisi program, ki prebere opis predstavitve in ga izpise v tako predelani
obliki. Da bo izpis preglednejsi, izpisi med strani Se po eno prazno vrstico.

Primer vhoda: Predelana predstavitev:
nova stran nova stran
ena ena
nova alineja nova alineja
dve dve
nova alineja
pavza nova stran
tri ena
nova stran nova alineja
stiri dve
nova alineja
tri

nova stran
stiri

2. Urnik

Dan je seznam predmetov na urniku kot seznam &etveric oblike (matematika, torek,
ucilnica 31, 3. ura). Predlagaj podatkovno strukturo, ki hitro odgovarja na poi-
zvedbe oblike , Katere ucilnice so proste ob torkih 4. uro?*“ Opisi tudi postopek,
ki predela vhodni seznam v to podatkovno strukturo, in postopek, ki odgovarja na
omenjene poizvedbe.
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3. Pravokotnik iz kvadratov

Danih je n kvadratov s celostevilskimi stranicami ci,cz,...,c,. Radi bi sestavili
pravokotnik, ki ima enako plos¢ino kot vsi ti kvadrati skupaj, pri tem pa morajo
biti njegove stranice celostevilske in biti mora ¢im bolj kvadraten (torej: razmerje
med dolzino daljse in krajSe stranice mora biti ¢im blizje 1). Opisi postopek, ki
poisce najbolj kvadraten tak pravokotnik.

TezZja razlicica: ni ti treba uporabiti vseh n vhodnih kvadratov, pa¢ pa si lahko
izberes neko podmnozico njih (vendar vsaj dva) in potem iS¢e§ pravokotnik s ce-
lostevilskimi stranicami, ki ima tako plos¢ino kot izbrani kvadrati skupaj. Opisi
postopek, ki poisce najbolj kvadraten pravokotnik, ki ga je mogoce sestaviti na ta
nacin.

4. Seznama

V neki cirkuski tocki nastopa 2n akrobatov, od katerih jih n nosi zelene hlace, n pa
oranzne. Akrobati se morajo razporediti v n parov, pri ¢emer bo v vsakem paru po
en akrobat z zelenimi hlacami in eden z oranznimi. Zaradi varnosti in ravnotezja si
zelimo, da bi si bila akrobata v vsakem paru ¢im bolj podobna po tezi. Natan¢neje
povedano, ¢e v i-tem paru (za i = 1,...,n) sodelujeta akrobata s tezama a; in b;,
bomo celotni razpored akrobatov v pare ocenili z vsoto Y. (a; — b;)?. Teze vseh
akrobatov so znane in so podane kot realna stevila.

(a) Opisi postopek, ki poisce najboljsi mozni razpored akrobatov na pare.
Poleg tega tudi utemelji pravilnost svojega postopka.

(b) Kaj pa, Ce si akrobati Se niso oblekli hla¢ in lahko, preden jih razdelimo v
pare, tudi dolo¢imo, kateri med njimi bodo oblekli zelene in kateri oranzne hlace?
Resi nalogo Se za ta primer.

5. Napredovanje Stevil

Iz nabora stevil od 1 do 6 nakljuc¢no izbiramo stevila in jih polagamo v polja mreze
6 x 6. Pravila igre so naslednja:

e Na zacetku igre so vsa polja prazna. Vsaka poteza igre se sestoji iz tega, da
dobimo neko nakljucno stevilo od 1 do 6 in ga postavimo v eno od praznih polj
mreze (to polje si izberemo mi).

e Skupino predstavljajo najmanj tri sosednja polja, v katerih je enako Stevilo.
Pri tem veljata dve polji za sosednji, ¢e imata skupno stranico.

e Ko imamo skupino najmanj treh sosednjih polj, v katerih se nahaja enako
stevilo iz nabora od 1 do 5, celotna skupina samodejno napreduje v naslednje
visje Stevilo. Novo visje Stevilo ostane v polju, v katero smo v to skupino
nazadnje vpisali kaksno stevilo, vsa ostala polja te skupine pa se izpraznijo.

e Ko imamo skupino najmanj treh sosednjih polj, v katerih se nahaja stevilo 6,
vsa polja celotne skupino samodejno napredujejo v koncno stevilo 0. Polja, v
katerih se nahaja stevilo 0, ne morejo biti ve¢ uporabljena pri tvorjenju skupin.

e Igra se konca, ko je celotna mreza zapolnjena; cilj je takrat imeti na ¢im vec
poljih nicle.
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Napisi program ali podprogram, ki za dano zaporedje potez ugotovi, ali je pred-
stavlja veljaven potek igre od zaetka (prazne mreze) do konca (popolnoma polne
mreze) in izra¢una konéno stanje mreze ter stevilo nicel v njej. Kot podatke o posa-
mezni potezi dobi izbrano nakljuéno stevilo (od 1 do 6) ter koordinati (torej Stevilko
vrstice in stolpca) polja, v katero smo to Stevilo postavili. Podrobnosti glede oblike
vhodnih in izhodnih podatkov si izberi sam.

NANE 4l4] |5 4l4] [5 NANE
5 6|5 0[5 0[5
6[5 6|5 0[5 0[5
6 6 0 0

(a) (d) () (d)

5|5]5]5 5|5 6|6 6
0[5 0[5 0[6 0
0[5 0[5 0[6 0
0 0 0 0

(e) () (9) (h)

Primer dveh zaporednih potez. — (a) Stanje mreze pred prvo od teh dveh potez. — (b)
Dobili smo nakljucno stevilo 6 in ga dodali v temno sivo polje; skupaj z dvema svetlo
sivima poljema je nastala skupina treh polj s Stevilko 6. — (¢) Skupina je napredovala v
0; prve poteze je tu konec. — (d) Zacetek druge poteze: dobili smo nakljuc¢no Stevilo 4 in
ga dodali v temno sivo polje; skupaj z dvema svetlo sivima poljema je nastala skupina treh
polj s Stevilko 4. — (e) Skupina je napredovala v 5. — (f) V temno sivem polju, kamor
smo nazadnje postavili Stevilo, je le-to ostalo, preostanek dosedanje skupine se je izpraznil.
Temno sivo polje zdaj tvori skupaj s Se tremi svetlo sivimi novo skupino z vrednostjo 5.
— (g) Nova skupina je napredovala v 6. — (h) V temno sivem polju, kamor smo nazadnje
postavili stevilo, je le-to ostalo, preostanek dosedanje skupine se je izpraznil. Druga poteza
je s tem koncana.

6. Studentski servis

Metka se odpravlja na potovanje po Evropi. A kaj, ko je za vse njene cilje prihra-
njenega denarja premalo. Zato se odpravi na Studentski servis, da bi si nasla delo.
Na studentskem servisu imajo vrsto del. Vsako je doloc¢eno z ¢asom zacetka, casom
konca in zasluzkom. Seveda lahko vsako delo Metka prevzame le v celoti in v tistem
obdobju ne more delati ni¢esar drugega. Pomagaj Metki in napisi podprogram,
ki za dano tabelo trojic (zacetek, konec, zasluzek) vrne najvedji znesek, ki ga Metka
lahko zasluzi.

7. Pandemija

V paralelnem vesolju se nahaja planet Virus, ki je na las podoben Zemlji. Na
njem je m mest, ki so osteviléena od 1 do m, ter p dvosmernih cest med njimi.
Ceste prebivalcem planeta sluzijo za premikanje med posameznimi mesti. Zal pa na
planetu Virus ni vse tako roznato kakor pri nas na Zemlji. Planetu Virus namrec
grozi mnozicen izbruh Stirih bolezni: gripe, o$pic, kuge in kolere.
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Kot skrbni preucevalci izvenzemeljskih civilizacij opazujemo Sirjenje bolezni na
planetu Virus. Opazovanja s preizkusenimi znanstvenimi metodami izvajamo v
enakomernih ¢asovnih intervalih. RazSirjenost posamezne bolezni v vsakem mestu
opisujemo s Stirimi stopnjami: 1 = ni okuzb; 2 = nizka prisotnost bolezni; 3 =
visoka prisotnost bolezni; in 4 = epidemija. Iz dolgotrajnega opazovanja dinamike
izbruhov bolezni smo se naucili nekaj pravil:

e bolezni so med seboj neodvisne;
e najvisja stopnja razsirjenosti bolezni v posameznem mestu je epidemija;

o Ce je vsota stopenj razsirjenosti bolezni v sosednjih mestih vecja kot 6, se v
opazovanem mestu razsirjenost poveca za 1 (razen Ce je Ze bila najvisja mozna,
torej 4); in

e Ce v vsaj treh zaporednih ¢asovnih intervalih nismo zaznali povecanja razsirje-
nosti bolezni v posameznem mestu, lahko znizamo stopnjo razsirjenosti bolezni
za 1.

Ce izbruh katerekoli bolezni v vseh mestih na planetu Virus doseze epidemiéne
razseznosti, civilizacija na planetu Virus izumre. Glede na to, da nam zmanjkuje
denarja za draga opazovanja s preizkusenimi znanstvenimi metodami, te prosimo,
da nam na podlagi zgornjega opisa Sirjenja bolezni izdelas simulacijo za naslednjih
100 casovnih intervalov ter na izhod napises ,SE SO ZIVI“, ce civilizacija prezivi,
oziroma casovni interval izumrtja, ¢e civilizacija izumre.

Na standardni vhod bos dobil podatke o stevilu mest, m, in Stevilu povezav, p.
V naslednjih m vrsticah te ¢akajo zadnje znane ocene o razsirjenosti vsake izmed 4
bolezni (4 Stevilke, loCene s presledki) za vsako mesto. V naslednjih p vrsticah se
nahajajo pari mest, ki so povezani s cesto.

8. Tretji tir

Potem ko je drugi tir Divaca—Koper zalostno propadel zaradi afere z njegovo maketo,
je politika ugotovila, da potrebujemo popolnoma novo in neobremenjeno traso, ki
bo najbolj optimalno povezala oba kraja.

Na razpolago imas digitalni model reliefa v mrezi kvadratov 50 x 50 metrov
in naloga je najti tako traso, katere izgradnja je najcenejSa med vsemi takimi, kjer
naklon proge na nobenem mestu ne preseze 2 % (kolikor lokomotive Se lahko zvledejo
tezke tovorne kompozicije). Traso proge lahko opiSemo z zaporedjem kvadratov v
mrezi, ki se stikajo s stranicami. Kar se zavojev tice, je omejitev le ta, da se smer
trase znotraj enega kvadrata v mrezi ne sme spremeniti za ve¢ kot 90 stopinj (torej
bo proga primerna tudi za vlakec smrti).

Cena za izgradnjo je naslednja:

o Ce gre proga do 5 metrov nad ali pod povrijem, stane to 1 DENEN (to je
denarna enota na dolzinsko enoto v prostoru);

o Ce gre proga veé kot vkljuéno 5 metrov nad povrsjem, potem stane 1 DENEN in
Se po 1 DENEN za vsakih 10 metrov nad povrsjem (podrazitev zaradi gradnje
nasipa ali mostu). Visinsko razliko nad povrsjem zaokrozimo na 10 metrov.
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o Ce gre proga ve¢ kot vkljuéno 5 metrov pod povr§jem, potem stane 7 DENEN
(podrazitev zaradi gradnje predora).

Na standardni vhod bos v prvi vrstici dobil dimenziji digitanega reliefa w in h, za
kateri velja 5 < w < 500in 5 < A < 500. V drugi vrstici se bosta nahajali koordinati
Divace, x4 in y4, in Kopra, xj in y. Sledila bo dvodimenzionalna matrika s podatki
o nadmorski visini povrsja h,y, ki predstavlja digitalni relief. Za vsak element velja
0 < hzy < 500. Digitalni model je poenostavljen, kar pomeni, da je nadmorska
visina h.y konstantna znotraj kvadrata, naklon pa se nanasa na spremembo nad-
morske viSine med sosednjimi kvadrati. (Z drugimi besedami: ker so kvadrati veliki
50 x 50 metrov in je najvedji dopustni naklon trase 2%, to pomeni, da sme biti
nadmorska viSina trase v enem kvadratu kvecjemu za 1 meter visja ali nizja kot v
sosednjem kvadratu. Nadmorska visina trase naj bo povsod celo Stevilo od 0 do
500.)

9. Tabela stevil

Dobimo tabelo n x n celic, ki vsebuje stevila od 1 do vklju¢no n. Posamezno stevilo
se lahko pojavi enkrat, veckrat ali pa tudi nikoli. Opisi postopek, ki elemente te
tabele prerazporedi tako, da bosta v vsaki vrsti najve¢ dve razli¢ni Stevili.

Primer: 213132
313|113
112(3]1
11|11

Gornja tabela ni ustrezna, saj prva in tretja vrstica vsebujeta po tri razlicna Stevila.
Ena izmed pravilnih preureditev bi bila:

2333
313413
12|11
11|11

Odebeljena so mesta, kjer smo tabelo spreminjali. Ni treba minimizirati Stevila
sprememb, le najti reSitev ali izpisati, da ne obstaja, ¢e nam to ne uspe.

10. Film

Zeli§ prenesti film prek interneta, kjer poznas vozlis¢a in kapacitete povezav med
njimi. Znano je, na katerem vozliséu se film trenutno nahaja in katero vozlisce
predstavlja tvoj racunalnik. Opisi postopek, ki najde pot z najvecjo kapaciteto
prenosa in ugotovi, koliko je ta kapaciteta. Podatke bos moral prenesti vse po eni
poti, torej jih ne bos mogel npr. razdeliti na ve¢ delov in jih prenasati vzporedno
po vec razli¢nih poteh hkrati. Med dvema vozlis¢ema je lahko tudi ve¢ neposrednih
povezav, vendar gre lahko tok podatkov le po eni.

TezZja razlicica: povezave s kapaciteto, vec¢jo od C, so pod nadzorom. Ko preneses
film prek ene take, zbudis pozornost agentov Sove, ki te naslednji¢, ko uporabis
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kaksno od velikih povezav, vrzejo v zapor. Koliko je sedaj maksimalna hitrost
prenosa?

11. Kodiranje besedila

Imamo besedilo, ki ga Zelimo kodirati. V vhodnem besedilu se pojavljajo le male
¢rke angleske abecede in ne-crkovni znaki, ne pa tudi velike ¢rke. Osnovni korak
kodiranja je, da si izberemo neki par malih ¢rk in potem v vsaki pojavitvi tega para
v besedilu pobriSemo prvo ¢rko para, drugo pa spremenimo iz male v veliko (npr. kr
— R); tej veliki ¢rki pravimo koda tega para. Posamezna velika ¢rka se lahko uporabi
kot koda pri najve¢ enem paru malih ¢rk. Kodiranje besedila poteka tako, da na
vsakem koraku poiséemo prvi (torej najbolj levi) tak par malih ¢rk, za katerega
je ustrezna koda Se prosta (torej tiste velike ¢rke Se nismo uporabili za kodiranje
kaksnega drugega para malih ¢rk), in tisti par (oz. vse njegove pojavitve) potem
zakodiramo. Ko ni ve¢ nobenega para malih ¢rk, ki bi se ga se dalo zakodirati, se
postopek konca.

(a) Napisi podprogram, ki bere vhodno besedilo in ga sproti izpisuje v kodi-
rani obliki, kakrSna nastane na koncu zgoraj opisanega postopka.

(b) Napisi podprogram, ki kot parameter dobi tabelo (ali niz), ki za vsako
veliko ¢rko pove, katera je bila prva mala ¢rka v paru, ki je bil zakodiran s tisto
veliko érko (Ce sploh katera); tvoj podprogram naj bere kodirano besedilo in ga
sproti izpisuje v dekodirani obliki.

Primer: naslednji primer kaze korake pri kodiranju niza ,ce bi cebela ne bila
cebula“

Stanje besedila Uporabljena koda
ce bi cebela ne bila cebula | (prvotno besedilo)
E bi Ebela ne bila Ebula ce -+ E
E I Ebela ne Ila Ebula bi —1
E I EbLa ne Ila Ebula el -+ L
E I EbLa ne IA EbuA la — A
E I EbLa ne IA EUA bu - U

V tretjem koraku na primer nismo mogli zakodirati para be, ker je bila koda E ze
zasedena; prvi primerni par za kodiranje je bil zato el.

12. Rudarji

Vodja rudarskega sindikata v rudniku z d delavci in k£ rovi je pod pritiskom vod-
stva, ki zeli zapreti nedobickonosne rove in odpustiti nekaj delavcev. Pogaja se o
najmanjsi koli¢ini rude m, ki jo mora izkopati vsak rov do nekega roka, da ne pride
do odpuscanja. Za vsak rov poznamo koli¢ino rude v zaporednih Se neizkopanih
kubi¢nih metrih. Vsoto dolZin rovov oznadimo z n. Ce v rovu koplje = delavcev,
bodo do roka izkopali  kubi¢nih metrov. Opisi postopek, ki izracuna, kaksna je
najvecja kvota m, ki jo lahko dosezejo ob optimalni razporeditvi delavcev.

Primer: recimo, da imamo d = 6 delavcev in k = 3 rove, koli¢ina rude v njih
pa je [10,20, 10, 50], [30, 100, 10,0, 5] in [25, 10, 70]; skupna dolzina teh seznamov je
n = 12. Resitev je potem m = 30: ¢e v prvem rovu zaposlimo 3, v drugem 1, v
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tretjem pa 2 delavca, bodo izpleni po rovih 10 4 20 4+ 10 = 40, 30 in 25 4 10 = 35.
Visje kvote ne morejo doseci.

13. Najvecji xor

Dano je zaporedje n nenegativnih celih stevil: a1, a2,...,a,. Zanima nas tdko nje-
govo strnjeno podzaporedje, katerega XOR je maksimalen. (Operacija XOR (izkljuéni
ali) deluje tako, da je v rezultatu u xor v posamezni bit prizgan natanko tedaj, ¢e je
istolezni bit v enem od operandov u ali v prizgan, v enem pa ugasnjen.) Maksimizi-
rati zelimo torej vrednost a¢ xXor ag+1 Xor --- Xor aq—1 Xor aq po vseh £ in d, kjer je
1 < /¢ < d < n. Preden za¢nemo, smemo Se spremeniti do k bitov v vhodnih $tevilih
(1 v 0 ali obratno) — k bitov skupno, ne k v vsakem Stevilu. Opisi postopek, ki
poisce najvecji mozni XOR pri pravilno izbranem strnjenem podzaporedju in tem,
katere bite bi na zacetku spremenili.

Nalogo si lahko predstavljamo v lazji in tezji razlicici, kar je povezano s tem, da
so vhodna Stevila lahko razli¢no dolga. (Na primer, $tevilo 17 = 100012 ima pet
bitov, Stevilo 6 = 1102 pa samo tri bite.)

(a) Lazjo razli¢ico naloge dobimo, ¢e si mislimo, da krajSa Stevila vhodnega
zaporedja dopolnimo na levi s toliko vodilnimi ni¢lami, da postanejo enako dolga
kot najdaljse stevilo vhodnega zaporedja, in da smejo tudi te vodilne nic¢le priti med
tistih k bitov, ki jih spremenimo, preden zacnemo XORati Stevila med sabo. (Pri
gornjem primeru to na primer pomeni, da si Stevilo 6 predstavljamo kot 001102 in
da lahko s spreminjanjem enega bita dobimo iz njega med drugim tudi 101102 = 22
in 011104 = 14.)

(b) Tezjo razli¢ico naloge pa dobimo, ¢e takih vodilnih nicel ne dovolimo; edino
stevilo, pri katerem lahko nastopi vodilna nicla, je stevilo 0 (ki ga smemo s spre-
membo enega bita spremeniti v 1). (Ce nadaljujemo primer od prej: iz Stevila
6 = 1102 lahko pri tej razliCici naloge, ¢e smemo spremeniti en bit, dobimo le
1002 =4, 0102 = 2 in 1115 = 7, ne pa tudi 22 in 14.)

Neodvisno od tega, katero od obeh gornjih razli¢ic vzamemo, lahko naredimo
nalogo lazjo tudi tako, da dodamo eno od naslednjih omejitev: (¢) vsi a; so < 3;

(d) k=05 (e) k=1.

Primer: ¢e imamo zaporedje (1,1,3,4,8,2,10) in k = 0, je najbolje vzeti £ =
3 in d = 5, torej stevila od tretjega do petega; njihov XOR je 3 xor 4 xor 8§ =
112 xor 1002 xor 10003 = 11112 = 15.

14. Prefiksna in postfiksna oblika

Pri tej nalogi se bomo ukvarjali z aritmeti¢nimi izrazi, v katerih nastopajo operatorji
+ - * /in naravna Stevila; vsi operatorji se vedno uporabljajo z dvema operandoma
(torej ni npr. unarnega minusa). Taksne izraze smo obic¢ajno navajeni pisati tako, da
operator piSemo med njegovima operandoma, ¢emur pravimo infiksni zapis. Lahko
pa tak izraz zapisemo tudi tako, da operator vedno postavimo pred njegova operanda
(temu pravimo prefiksni zapis) ali pa vedno za njegova operanda (éemur pravimo
postfiksni zapis). Ena od prednosti prefiksnega in postfiksnega zapisa pred infiksnim
je, da pri njiju ne potrebujemo oklepajev. Za primer si oglejmo dva izraza v vseh
treh oblikah:



52 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

infiksni zapis: (12 + 34) * ((66 - 78) * 9)
prefiksni zapis: * + 12 34 x - 56 78 9
postfiksni zapis: 12 34 + 56 78 - 9 * *

infiksni zapis: (12 + 34 * 56) - 78 * 9
prefiksni zapis: -+ 12 * 34 56 * 78 9
postfiksni zapis: 12 34 56 * 78 9 * -

Napisi podprogram, ki prebere izraz v prefiksnem zapisu in ga izpise v postfi-
ksnem zapisu. Deluje naj ucinkovito tudi za zelo dolge izraze.

15. Zbiratelj

Ivan se je odlocil, da bo postal zbiratelj najnovejsih slicic, ki se jih dobi ob nakupu
nad 10 EUR v trgovini Intermarket. Obstaja k < 15 razli¢nih sli¢ic, med katerimi
je zadnja najredkejSa, zaradi Cesar si Ivan Zeli imeti le to in nobene druge (da se bo
pred prijatelji lahko pohvalil, da je Ze v prvem poskusu dobil najredkejSo slic¢ico).
Na zalost pa je Ivan ob nakupu v Intermarketu dobil prvo, najpogostejso slicico.

Na sreco je v Sloveniji veliko fanati¢nih zbirateljev slic¢ic, ki tvorijo n < 100
zbirateljskih kartelov. Vsak kartel ima natanko eno trgovino, v njej pa prodaja in
kupuje le dolocene slic¢ice; prav tako pa vsak kartel zaradi svoje fanati¢nosti zahteva,
da ima njihov kupec v lasti doloceno sli¢ico, v nasprotnem primeru potencialnih
kupcev niti ne spusti v svojo trgovino.

Ivan mora pri svojih nakupih paziti tudi, v kakSnem vrstnem redu obisce trgovine
razli¢nih kartelov, saj so doloCeni med seboj skregani in zaradi tega v svojo trgovino
ne spustijo kupcev, ki so nazadnje kupovali v trgovini njihovih sovraznikov. Na
sreCo pa pri preverjanju tega karteli niso preve¢ pozorni, dovolj je le da Ivan tik
pred obiskom obisc¢e trgovino nekega kartela, ki ni skregan s kartelom, katerega
trgovino zeli obiskati (mora pa seveda paziti, da ima pravo sli¢ico, da ga bodo v to
trgovino sploh spustili).

Ivan ima na zacetku samo prvo sli¢ico in se nahaja v trgovini prvega kartela.
Pomagaj mu ugotoviti, v koliko najmanj korakih (kjer so mozni koraki: obisk trgo-
vine, nakup sli¢ice, prodaja sli¢ice) lahko kupi zadnjo sli¢ico in proda vse ostale, ki
jih je mogoce pridobil med svojo nalogo.

Vhodni podatki: prva vrstica: k n m (Stevilo sli¢ic; Stevilo kartelov; Stevilo parov
kartelov, ki so skregani); naslednjih n vrstic: z; 7 ¢i1 ¢z ... ¢,r, (sli¢ica, ki jo kartel
1 zahteva ob vstopu v trgovino; Stevilo slicic, ki jih i-ti kartel prodaja/kupuje; in
zaporedne Stevilke teh sli¢ic); naslednjih m vrstic: a; b; (zaporedni Stevilki kartelov,
ki sta skregana).

Izhodni podatki: izpisi najmanjse stevilo korakov.

16. Stave

Metka navduseno spremlja nogomet in vsakic¢ stavi na eno od ekip skupaj s svojimi
n — 1 prijatelji. Skupaj gledajo tekme in vsi, ki so pravilno napovedali rezultat,
dobijo po eno toc¢ko. Metka je na razpredelnici trenutno v vodstvu (nih¢e nima veé
tock od nje).

Na tem mestu se zeli obdrzati, zato goljufa. Vsaki¢ izvohuni, kaj so stavili drugi,
preden polozi svojo stavo. Nato stavi enako, kot je stavil tisti, ki ima na razpredelnici
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najveé tock. Ce je takih ljudi veg, izbere vedinski glas (med najboljSimi). V primeru
izenacenja stavi na nakljucno izmed ekip. Opisi postopek, ki ugotovi, koliko casa
bo Metka v vodstvu v najslabsem scenariju, ¢e vedno stavi po tem postopku. Velja
2 < n < 10°, trenutne vrednosti v razpredelnici so manj kot 10'6.

17. Zamik

V skladiscu stoji v vrsti n zabojev. Mesta, na katerih stojijo, si mislimo ostevil¢ena
od leve proti desni s celimi stevili od 0 do n — 1. Za premikanje zabojev je na voljo
podprogram Zamenjaj(a, b), ki krmili sistem robotskih rok v skladis¢u in z njimi
zamenja zaboja na mestih a in b, tako da po tej zamenjavi stoji na mestu b tisti
zaboj, ki je pred njo stal na mestu a, in obratno. Napisi podprogram Zamakni(n,
k), ki kot parameter dobi Stevilo zabojev n in Se celo stevilo k, ki je z obmocja
0 < k < n. Tvoj podprogram naj poskrbi, da se vsi zaboji ciklicno zamaknejo
za k mest v levo. (To pomeni, naj se najbolj levih k£ zabojev premakne na konec
zaporedja, vsi preostali zaboji pa se premaknejo k mest v levo).

Primer: ¢e imamo n = 5 zabojev in jih osteviléimo od 0 do 4 glede na to, na
katerem mestu so stali na zacetku, bo stanje po zamiku za k = 2 mesti taksno:
[2,3,4,0,1].

18. Clovesgke ribice

Ministrstvo za Uspesno in Zadovoljivo urejanje Akvatnega zivlja (na kratko MUZA)
se je odlocilo narediti umetno jamo, v katero si zelijo namestiti cloveske ribice.
Jama bo bo sestavljena iz sistema n podzemeljskih soban, ki so povezane z n — 1
hodniki, tako da tvorijo drevesasto razvejeno strukturo, po kateri je mogoce iz vsake
sobane priti do vsake druge sobane po natanko eni poti (hodniki torej ne tvorijo
ciklov). Sobane so na znanih celostevilskih globinah. Ena od soban je na globini
0; njej pravimo koren jame. Za vsak hodnik velja, da sta sobani, ki ju ta hodnik
neposredno povezuje, na razlicnih globinah; za globljo od njiju pravimo, da je otrok
druge sobane (tiste, ki je na nizji globini, torej blize povrsja), za to drugo pa, da
je stars tiste prve, globlje sobane. Vsaka sobana razen korena ima natanko enega
starsa, koren pa nobenega. Vsaka sobana ima lahko ni¢ ali vec¢ otrok; tistim brez
otrok pravimo listi jame. Za vsako sobano poznamo njeno prostornino (koliko vode
lahko sprejme), enako pa tudi za vsak hodnik.

Ker pa se je dostop do korenske sobane zaprl, bodo jamo napolnili tako, da bodo
v dolocene listne sobane injicirali vodo pod pritiskom. Opisi postopek, ki ugotovi,
koliko soban bo po konc¢anih dotakanjih vode popolnoma poplavljenih.

Ce ¢ litrov vode injiciramo v neko listno sobano, se bo voda obnagala, kot pri¢a-
kujemo: voda bo napolnila celotno sobano in povezavo nad njo (¢e je vode dovolj),
preostanek vode pa bo napolnil starsevsko sobano, in sicer takole:

« Ce so vse sobane in povezave pod njo polne, se bo zadela polniti ta sobana,
kar pa bo ostalo vode, gre navzgor.

« Ce obstaja nepolna sobana pod starsevsko sobano, se bo najprej v celoti na-
polnil najgloblji otrok starSevske sobane (in povezava do njega), po enakih
pravilih kot starsevska sobana; s preostankom vode se bo nato podobno na-
polnil drugi najgloblji otrok, nato tretji, ..., dokler ne bodo vse sobane pod
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starSevsko polne; nato se bo s preostankom polnila star§evska sobana. Ce ima
starSevska sobana vec otrok na enaki globini, se bodo ti otroci polnili v takem
vrstnem redu, v kakrSnem so omenjeni v vhodnih podatkih.

Vhodni podatki: v prvi vrstici je sta n (Stevilo soban) in k (Stevilo injiciranj vode);
nato sledi n vrstic, kjer i-ta predstavlja i-to sobano in vsebuje: p; (Stevilka starSa
i-te sobane), g; (globino i-te sobane), v; (prostornino i-te sobane), v; (prostornino
hodnika med ¢ in p;); nato sledi k vrstic, kjer i-ta opisuje i-to injiciranje vode in
vsebuje Stevili a; (indeks listne sobane, v katero injiciramo vodo), ¢; (koli¢ino vode).
Vsa stevila so cela stevila; sobane so ostevilCene s Stevilkami od 1 do n. Pri korenu,
ki starsa nima, je p; = v; = 0.

Omejitve: 2 < n < 10%; prostornine v;, v}, £; so > 0; vsota vseh v; in v} je < 10°,
ravno tako vsota vseh ¢;.

Izhodni podatki: izpisi k vrstic, pri cemer naj i-ta od njih vsebuje indekse tistih
soban, ki so po i-tem injiciranju vode zZe Cisto zapolnjene z vodo, pred njim pa Se
niso bile.

19. Cenena konferenca

Na konferenco smo poslali n znanstvenikov, ki so konferenco vzeli zelo resno. Glavni
del konference je predstavitev plakatov, ki so Siroki vsak po 1 m in postavljeni v ravni
vrsti brez presledkov eden ob drugem.

Znanstveniki si plakate ogledujejo tako, da i-ti znanstvenik za¢ne na zacetku in
si ogleda vse plakate od prvega plakata do k;-tega (pri tem prehodi k; metrov). Ker
pa so znanstveniki nerodni, moramo za vsak prehojen meter placati zavarovanje, ki
nas stane 1 evro na meter.

Novi direktor zeli ¢cim bolj zmanjsati ceno zavarovanja, hkrati pa se vedno dovoliti
ogled dolocenega stevila plaktov; tu nastopis ti. Edini nacin, da si znanstveniki
ogledajo manj plakatov, je, da za b-tim plakatom potegnemo trak, ki prepoveduje
prehod. Tako si znanstvenik ¢ ogleda min{b, k; } plakatov. Skupna cena zavarovanja,
ki jo bo treba placevati, je potem enaka vsoti vrednosti min{b, k;} po vseh i od 1
do n.

Direktor je pripravil seznam m razli¢nih zneskov si,s2,..., 8, in sedaj ga za
vsakega od teh zneskov zanima, najvec koliksen je lahko b, tako da bo skupna
cena zavarovanja Se vedno manjsa ali enaka tistemu znesku. Opisi postopek, ki
to ugotovi (kot vhodne podatke dobi Stevili n in m ter seznama ki1,ka,...,kn in
S1,82,...,8m). Plakatov je ve¢, kot si jih katerikoli znanstvenik zZeli ogledati, zato
njihovo to¢no Stevilo ni pomembno in tudi ni podano.

Primer: recimo, da imamo n = 3 znanstvenike in k1 = 5, k2 = 10 in k3 = 8. Potem,
¢e na primer hocemo, da je cena zavarovanja kvecjemu 20, moramo vzeti b = 7 ali
manj (pri b =7 bo cena zavarovanja 19, pri b = 8 pa bi bila ze 21).

TeZja razlicica: poizvedbe s; so prepletene z dodajanji novih znanstvenikov k;.

Se teZja razlicica: posamezni k; je podan relativno glede na rezultat prejsnje poi-
zvedbe, torej niso vsi k; znani naprej, ampak moramo res sproti racunati rezultate
poizvedb.
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20. Transakcijski rac¢uni

(To je razli¢ica naloge, ki smo jo na tekmovanju 2019 uporabili kot tretjo v 3. sku-
pini.) Ze dlje ¢asa nadzoruje$ aktivnosti lokalne kriminalne organizacije in imas
bazo Stevilk bancnih racunov, s katerimi pogosto poslujejo. Vecinoma so to rac¢uni
¢lanov organizacije, obcasno pa za izboljsanje javnega ugleda kaj denarja nakazejo
tudi doloceni dobrodelni ustanovi. V bazi je n Stevilk racunov, pri cemer omenjeni
dobrodelni ustanovi pripada prvi od teh rac¢unov. Stevilke ra¢unov so zaporedja 7
Stevk, pri cemer je zadnja stevka kontrolna; zanjo velja, da je enaka ostanku po
deljenju vsote ostalih stevk z 10.

Prestregel si seznam m nakazil, ki jih bodo kriminalci izvedli naslednji dan.
Vsako nakazilo je sestavljeno iz Stevilke racuna r (to je vedno eden od n racunov iz
baze) in zneska z ter pomeni, da bodo na rac¢un r placali z enot denarja. Na koncu
seznama je Se kontrolna vsota celotnega seznama; to je zaporedje 7 stevk, v katerem
(za vsak i) izra¢unamo i-to Stevko tako, da seStejemo i-te Stevke Stevilk rac¢unov pri
vseh n nakazilih v seznamu in obdrzimo ostanek po deljenju tako dobljene vsote z
10.

Seznam hoc¢emo spremeniti tako, da bo dobrodelna ustanova dobila ¢im vec¢ de-
narja, pri Cemer pa lahko spreminjamo le Stevilke racunov pri posameznih nakazilih
in Se to le tako, da sStevilko racuna zamenjamo z eno od n Stevilk racunov iz baze.
Ne smemo pa spreminjati zneskov nakazil ali kontrolne vsote na koncu seznama;
slednja mora ostati tudi po nasih spremembah Se vedno veljavna. Opisi postopek,
ki izracuna najvecji mozni znesek, ki ga lahko dobrodelna organizacija prejme, ce
spremenimo seznam v skladu z opisanimi omejitvami.
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1. Gesla

Nalogo lahko resimo z dvema gnezdenima zankama. Zunanja zanka bo pregledala
vse mozne polozaje pike; na zacetku dodamo piko recimo na konec niza, nato pa po
vsaki iteraciji te zanke premaknemo piko za en znak nazaj (tisti znak pa, ki je bil
prej tik pred piko, se pri tem premakne tik za piko). Pazimo le na to, da po zadnji
iteraciji, ko je pika ze na zacetku niza, ne poskusamo premakniti pike Se bolj nazaj.

V notranji zanki pa bomo (pri vsakem polozaju pike) poskusali na vse mozne
nacine spremeniti po eno malo ¢rko v veliko. Ker niz ni pretirano dolg in je verjetno
veéina znakov v njem ¢rk, gremo lahko v tej drugi zanki kar po vseh znakih niza in
pri vsakem najprej preverimo, ali je ¢érka; ¢e ni, gremo takoj na naslednji znak. Ce
pa je trenutni znak (mala) ¢rka, jo spremenimo v veliko, niz izpiSemo in spremenimo
¢rko nazaj v malo, da povrnemo niz v prejSnje stanje.

#include <iostream>
#include <utility>
#include <string>
#include <cctype>
using namespace std;

void MoznaGesla(string geslo)

geslo.push_back('.'); // Dodajmo piko na konec niza.
// Z zanko preizkusimo vse mozne poloZaje pike.
for (int pika = geslo.length() — 1; pika >= 0; ——pika)

// Na vse mozne nacine spremenimo eno malo &rko v veliko.
for (char &c : geslo) if (isalpha(c))
{

c = toupper(c); // Spremenimo to érko v veliko.
cout << geslo << endl;
c = tolower(c); // Spremenimo ¢&rko nazaj v malo.

// Premaknimo piko eno mesto nazaj.
if (pika > 0) swap(geslo[pika], geslo[pika — 1]);
}
}

Oglejmo si Se primer resitve v pythonu. Tu niza ne moremo spreminjati, zato bomo
morali delati kopije niza. V zunanji zanki bomo $li po vseh znakih niza; ne-crke
presko¢imo, ¢e pa je trenutni znak ¢érka, pripravimo kopijo niza, pri kateri to (malo)
¢rko zamenjamo z ustrezno veliko ¢rko. Nato izvedemo Se notranjo zanko, ki gre po
vseh moznih polozajih pike in izpiSe razlicico niza, v kateri je pika vrinjena na ta
polozaj.
def MoznaGesla(geslo):

n = len(geslo)

# Na vse mozZne nacdine spremenimo po eno crko v veliko.

for velika in range(n):

# Ne-crkovne znake preskocimo.
if not geslo[velika].isalpha(): continue
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# Pripravimo kopijo gesla, v kateri je trenutna crka velika.
geslo2 = geslo[:velika] + geslo[velika].upper() + geslo[velika + 1:]

# Na vse moZne nacine dodajmo piko.

for pika in range(n + 1):
# Izpisimo razli¢ico gesla, v kateri je pika na indeksu , pika“
print(geslo2[:pika] + "." + geslo2[pika:])

2. Marsovci

Ker so opravila osteviléena od 1 do 100, lahko uporabimo tabelo 100 elementov (ali
101, ker gredo indeksi od 0, nam pa bo lazje uporabljati indekse do 100), v kateri
bomo steli, koliko marsovcev se specializira za posamezno opravilo. Na zacetku vse
elemente te tabele inicializiramo na 0, nato pa v zanki beremo podatke o marsovcih
in ustrezno povecujemo Stevce v tabeli. Na koncu se sprehodimo po celotni tabeli
in pois¢emo najmanjsi in najvecji element, pri tem pa pazimo, da tiste z vrednostjo
0 preskoc¢imo, saj ni nujno, da se vsa stevila od 1 do 100 res pojavljajo v nasih
vhodnih podatkih. Ce je razlika med najvedjim in najmanjsim elementom najvec 1,
so opravila priblizno enako zastopana, sicer pa ne.

#include <iostream>
using namespace std;

int main()

int zastopanost[101] = { };
int m; cin >> m; // Preberimo Stevilo marsovcev.
while (m—— > 0)
// Preberimo opravila naslednjega marsovca.
for (inti=0;i<5;i++)

int opravilo; cin >> opravilo; // Preberimo naslednje opravilo.
+-+zastopanost[opravilo]; // Povelajmo Stevec zastopanosti tega opravila.

// Poiséimo najmanjso in najve&jo zastopanost.

int min = —1, max = —1;
for (int z : zastopanost)
{
if (z == 0) continue; // Ta stevilka opravila sploh ni v rabi.

if (min < 0 || z < min) min = z;
if (max < 0 || z > max) max = z;

// lzpisimo rezultat.
cout << (max — min <=1 7? "da" : "ne") << endl; return 0;

}

Zapisimo podobno resitev se v pythonu. Za iskanje najvecCje in najmanjse zastopa-
nosti po vseh opravilih lahko uporabimo pythonovi funkciji min in max, ¢e iz tabele
prej pobrisemo nicle (ki predstavljajo neuporabljene Stevilke opravil).

import sys

zastopanost = [0] * 101
m = int(sys.stdin.readline()) # Preberimo $tevilo marsovcev.
for i in range(m):
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# Preberimo opravila naslednjega marsovca.
for opravilo in sys.stdin.readline().split():
# Povecajmo stevec zastopanosti tega opravila.
zastopanost[int(opravilo)] += 1
# Pobrisimo nicle iz tabele, ker predstavijajo stevilke
# opravil, ki se v vhodnih podatkih sploh ne pojavijajo.
zastopanost = [z for z in zastopanost if z > 0]

# Izpisimo rezultat.
print("da" if max(zastopanost) — min(zastopanost) <=1 else "ne"

3. Rekonstrukcija poti

Recimo, da pri branju vhoda preberemo podatek, da imamo direktorij s na globini
g. Da dobimo polno pot do njega, moramo vzeti polno pot do njegovega starsa
(naddirektorija) in ji pritakniti poSevnico / ter niz s. Koristno je torej, ¢e imamo
takrat to pot do starsa ze nekje pri roki. Ker pa ne moremo vnaprej vedeti, kaksen g
bomo v naslednji vrstici dobili, moramo pravzaprav imeti pri roki poti do trenutnega
direktorija in vseh njegovih prednikov. Hranili jih bomo v nekaksnem seznamu, ki
ga uporabljamo bolj ali manj kot sklad, torej elemente dodajamo in briSemo le na
koncu.

Ko potem preberemo ime direktorija s na globini g, moramo z vrha sklada po-
brisati toliko elementov, da jih ostane le g — 1; zadnji med temi je potem neposredni
naddirektorij nasega pravkar prebranega direktorija in iz polne poti do tega nad-
direktorija lahko izra¢unamo polno pot do pravkar prebranega direktorija ter jo
dodamo na vrh sklada. (V praksi ni treba brisati toliko elementov, da jih ostane
g—1, ampak jih lahko pustimo g in potem g-tega povozimo z novo potjo do pravkar
prebranega direktorija).

Poseben primer nastopi, ¢e je na skladu ze zdaj manj kot g — 1 elementov; takrat
poti do pravkar prebranega direktorija ni mogoce dolo¢iti (kot npr. pri drugem
primeru v besedilu naloge), zato lahko le Se javimo napako in koncamo z izvajanjem
programa.

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>
using namespace std;

int main()

// Sprva bo na skladu le prazen niz, ki predstavija koren drevesa (na globini 0).
vector<string> sklad = { "" };
while (true)
{
// Preberimo naslednji direktorij.
string s; int globina;
cin >> s >> globina; if (! cin.good()) break;
// Ce je globina prevelika, sporo&imo napako.
if (globina > sklad.size()) { cout << "Napaka!" << endl; break; }
/] Ce je globina za 1 vedja od dosedanje, dodajmo na sklad nov element

// s polno potjo do pravkar prebranega direktorija.
else if (globina == sklad.size())
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sklad.push_back(sklad.back() + "/" + s);

else {
// Sicer pobrisimo toliko elementov, da bo zadnji tisti na indeksu , globina“.
while (sklad.size() > globina + 1) sklad.pop_back();

// Vanj vpisimo polno pot do pravkar prebranega direktorija.
sklad[globina] = sklad[globina — 1] + "/" +'s; }

// lzpisimo polno pot do trenutnega direktorija.
cout << sklad.back() << endl;

return 0;

}

Zapisimo to resitev se v pythonu:

import sys

# Sprva bo na skladu le prazen niz, ki predstavija koren drevesa (na globini 0).
sklad = [""]

for vrstica in sys.stdin:

# Preberimo naslednji direktorij.
s, globina = vrstica.split(); globina = int(globina)
# Ce je globina prevelika, sporo&imo napako.
if globina > len(sklad): print("Napaka!"); break
# Ce je globina za 1 vedja od dosedanje, dodajmo na sklad nov element
# s polno potjo do pravkar prebranega direktorija.
elif globina == len(sklad):
sklad.append(sklad[—1] + "/" + s)
else:

# Sicer pobrisimo toliko elementov, da bo zadnji tisti na indeksu , globina”
del sklad[globina + 1:]

# Vanj vpisimo polno pot do pravkar prebranega direktorija.
sklad[fl] = 5k|ad[72] +n/ s

# Izpisimo polno pot do trenutnega direktorija.
print(sklad[—1])

4. Kako dobri so virusni testi?

V mislih lahko po obeh nizih hkrati pomikamo ,,0kno“ Sirine n znakov. Pri tem
bomo v neki spremenljivki (v spodnji resitvi je to razlik) vzdrzevali Stevilo mest
znotraj okna, kjer se istolezna znaka nizov s in ¢ razlikujeta. Ko se okno premakne
za en znak naprej (v desno), tega Stevila ni tezko popraviti: ¢e je zadnji indeks v
oknu zdaj recimo i, to pomeni, da je ta indeks zdaj na novo prisel v okno in moramo
Stevec razlik povecati za 1, ¢e se niza na tem indeksu razlikujeta (torej ¢e sta s[i] in
t[i] razli¢na). In Ce je zadnji indeks v oknu 7, okno pa je dolgo n znakov, to pomeni,
da je prvi indeks v oknu i—n+1; indeks ¢ —n pa, ki je bil malo prej e v oknu, je zdaj
na levi izpadel iz okna, tako da moramo Stevec razlik zmanjsati za 1, ¢e je bila na
tistem mestu med nizoma razlika (torej ¢e sta bila s[i —n] in ¢[i —n] razli¢na). Tako
lahko po vsakem premiku okna izracunamo novo stevilo razlik s samo konstantno
mnogo operacijami, torej v O(1) ¢asa, neodvisno od Sirine okna n.

Po vsakem premiku okna moramo novo sStevilo razlik primerjati z najvecjim
doslej in ¢e je novo vecje, si ga zapomnimo, skupaj z njim pa tudi 4, pri katerem



60 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

smo ga dobili (v spodnji resitvi je to spremenljivka najKje). Pomembno je, da najKje
popravimo le, ¢e je novo stevilo razlik strogo vecje od najvecjega doslej, ne pa, e
je enako; s tem bomo zagotovili, da bomo med ve¢ enako dobrimi polozaji okna
vrnili najbolj levega, tako kot zahteva naloga. Paziti moramo Se na to, da naloga
zahteva indeks najbolj levega znaka v oknu, nasa spremenljivka 7 pa je indeks najbolj
desnega, tako da moramo na koncu Se odsteti n — 1.

Ker smo imeli pri vsakem moZnem polozaju okna le O(1) dela, je ¢asovna zah-
tevnost tega postopka O(d), ¢e je d dolzina nizov s in .

int Primerjava(const char *s, const char *t, int n)

{
int najRazlik = —1, najKje = —1, razlik = 0;
// Z oknom S$irine n znakov se pomikajmo v desno po obeh nizih in v spremenljivki
// . razlik" hranimo Stevilo mest (v oknu), kjer se niza razlikujeta.
for (int i = 0; s[i]; ++i)
{

// Desni rob okna premaknimo na znak i.

if (s[i] != t[i]) ++razlik;

// Na levem robu zato znak i — n izpade iz okna.

if (i >=n && s[i — n] !=t[i — n]) ——razlik;

// Najboljso resitev si zapomnimo.

if (razlik > najRazlik) najRazlik = razlik, najKje = i;

// Vrnimo rezultat, vendar indeks na levem koncu okna, ne na desnem.
return najKje — n + 1;

}

Zapisimo to resitev Se v pythonu:

def Primerjava(s, t, n):
najRazlik = —1; najKje = —1; razlik =0
# Z oknom Sirine n znakov se pomikajmo v desno po obeh nizih in v spremenljivki
# , razlik” hranimo $tevilo mest (v oknu), kjer se niza razlikujeta.
for i in range(len(s)):
# Desni rob okna premaknimo na znak i.
if s[i] = t[i]: razlik +=1
# Na levem robu zato znak i — n izpade iz okna.
if i >=nand s[i — n] = t[i — n]: razlik —=
# Najboljso resitev si zapomnimo.
if razlik > najRazlik: najRazlik = razlik; najKje =i
# Vrnimo rezultat, vendar indeks na levem koncu okna, ne na desnem.
return najKje — n + 1

5. Zlaganje loncev

Najvecji lonec ne more biti drugje kot na dnu svojega sklada; imeti moramo torej
vsaj en sklad s tak$nim premerom, kot ga ima najveéji lonec. Ce zdaj pogledamo
drugi najvecji lonec, ga lahko polozimo v prvega in tako nadaljujemo isti sklad;
podobno polozimo tretji najvecéji lonec v drugega in tako naprej. Edino, kar nam
lahko pri tem postopku povzroci tezave, je, ¢e naletimo na dva ali ve¢ loncev z
enakim premerom. Ker taki lonci ne gredo eden v drugega, lahko damo na prvi sklad



Resitve nalog za prvo skupino 61

le enega od njih, za ostale pa bomo morali naceti nove sklade (za vsak tak lonec
po enega). Pri naslednjem manj$em polmeru lahko lonec spet damo v prvi sklad in
tako naprej; sCasoma mogoce spet naletimo na vec loncev z enakim premerom in jih
damo po vsakega v en sklad; ¢e imamo skladov premalo, pa za preostale take lonce
za¢nemo nove sklade. Tako nadaljujemo, dokler ne razporedimo vseh loncev.

Da bo pregledneje, zapisimo ta postopek Se s psevdokodo. V spremenljivki s
pregledovanju loncev bo p polmer prejsnjega lonca, ¢t pa Stevilo doslej pregledanih
loncev s tem polmerom.

v:=0;5:=0;p:=—-1;t:=0;
pregleduj lonce padajoce po polmeru:
naj bo r polmer trenutnega lonca;
ifr#pthenp:=r,t:=1
elset:=t+1;
(* To je Ze t-ti lonec s polmerom r; potrebujemo torej vsaj t skladov.
Ce jih $e nimamo toliko, zacnimo nov sklad. *)
ift>sthens:=s+1,v:=v+r;

Na koncu tega postopka sta s in v rezultata, po katerih sprasuje naloga.

Vidimo lahko, da odpre ta postopek t skladov le, ¢e vidi ¢ loncev z enakim polme-
rom; na koncu bo torej skladov toliko, kolikor je najvec¢ loncev z enakim polmerom,
tako da je stevilo skladov res minimalno. Da je minimalna tudi vsota njihovih pol-
merov, pa se lahko prepricamo takole. Nas postopek odpira sklade po padajocem
(oz. natan¢neje: nenaraCajofem) polmeru: vsak naslednji sklad ima na dnu kve-
¢jemu tako velik lonec kot prejsnji sklad; in ¢-ti sklad odpre pri najvecjem takem
polmeru 7, pri katerem imamo vsaj ¢ loncev enakega polmera. Ce bi bil polmer
t-tega najvecCjega sklada manjsi od tega r, bi bili polmeri vseh nadaljnjih skladov
tudi manjsi od r, torej bi obstajalo kve¢jemu ¢t — 1 skladov s polmerom vsaj r, to pa
je premalo za nasih (vsaj) ¢ loncev s polmerom r. Tako torej vidimo, da ¢e bi polmer
kateregakoli sklada zmanjsali, bi resitev postala neveljavna, torej nas postopek res
najde najmanjSo mozno vsoto polmerov.
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1. Sredinec

Ker so pri tej nalogi podane visine v centimetrih in ker ucenci niso vecji od dveh
metrov, je moznih razmeroma malo vi§in — to so cela Stevila od 1 do 200. Cetudi je
ucencev na milijone, imajo lahko najve¢ 200 razli¢nih visin; vrsta, v katero se uc¢enci
razporejajo v telovadnici, ima torej vedno taksno obliko: najprej nekaj ucencev z
visino 1, nato nekaj ucencev z visino 2, ... in kon¢no nekaj ucencev z visino 200.
(Pri vsakem od teh ,nekaj“ je seveda mogoce tudi, da ni nobenega s tisto visino.)
Ucencev z enako viSino nam ni treba nikakor lo¢iti med seboj, saj nas zanima vedno
le to, kako visok je srednji ucenec v vrsti, ne pa, kdo to¢no je ta srednji ucenec.
Vrste nam torej ni treba predstaviti s seznamom visin, ki bi vseboval po en element
za vsakega ucenca, pac¢ pa je dovolj ze tabela, ki za vsako mozno visino od 1 do
200 pove, koliko ucencev s to visino je trenutno v telovadnici. Lepo pri tem je, da
ko vstopi nov ucCenec, moramo le povecati en element te tabele za 1, kar je veliko
ceneje, kot ¢e bi hoteli vzdrzevati urejen seznam visin vseh ucencev in vrivati novega
ucenca na pravo mesto v tem seznamu.

Visino srednjega, torej [n/2]-tega ufenca, bi lahko zdaj doloéili tako, da bi sli
v zanki po visinah od 1 naprej in sestevali Stevilo ucencev posamezne visine. Pri
tisti visini, kjer ta vsota doseze ali preseze [n/2], vemo, da je v skupini ucencev s
to visino tudi srednji ([n/2]-ti) udenec in moramo to visino izpisati.

Toda ko je v telovadnici ze veliko ucencev in jih ima tudi po ve¢ enako vi-
Sino kot srednji ucenec, se lahko pogosto zgodi, da ostane visina srednjega ucenca
nespremenjena tudi po prihodu novega ucenca. Na primer: ¢e imamo ucence
[10, 20, 20, 20, 30], je viSina srednjega ucenca 20; in ¢e vstopi zdaj en nov ucenec,
bo visina srednjega Se vedno 20 ne glede na visino novega ucenca.

Zato je koristno, Ce viSine srednjega ne racunamo vsakic¢ znova z zanko po visinah
od 1 naprej, ampak le pogledamo, ce je treba dosedanjo visino srednjega kaj popra-
viti. V ta namen bomo poleg visine srednjega vzdrzevali Se skupno Stevilo ucencev,
ki so manjsi od srednjega; recimo, da je visina srednjega ucenca m, da ima tako
vis$ino v, ucencev, manjsih od te visine pa je v<., ucencev. Ko pride nov ucCenec, za
zacetek pustimo m pri miru in le povecamo vy, ali v<,, za 1, Ce je novi ucenec visok
m ali < m; za 1 povecamo tudi Stevec vseh ucencev, torej n; nato pa preverimo, ali
ni zdaj slucajno vem > [n/2] — Ce je, to pomeni, da je ucencev, manjsih od m,
ze prevec, zato je m ze previsok, da bi bila to lahko visina srednjega ucenca; tedaj
m zmanj$ujmo po 1 (in ustrezno zmanjSujmo v<,,), dokler ta pogoj ni izpolnjen.
Podobno preverimo tudi, ali ni zdaj sluéajno v<m + vm < [n/2] — e je, to pomeni,
da je zdaj prevec ucencev vecjih od m in je viSina m prenizka, da bi bila to viSina
srednjega ucenca; tedaj m povecujmo po 1 (in ustrezno povecujmo v<nm ), dokler ta
pogoj ni izpolnjen. Tako bomo v vecini primerov dobili primerno novo vrednost m
7e brez popravkov ali pa mogoée z enim povedanjem ali zmanjSanjem za 1.

4Mogoce pa je sestaviti patoloke primere, kjer ta izboljSava ni¢ ne pomaga; na primer, &e
dobimo zaporedje ucencev z visinami 200, 1, 200, 1, 200, 1 in tako naprej, nam tudi viSina
srednjega ucenca enako preskakuje z 200 na 1 in nazaj, zato mora nasa zanka, ki popravlja
m, vsaki¢ pravzaprav iti po vseh moznih visinah. Ce bi se hoteli izogniti tej tezavi, bi morali
imeti nacin, da preskoc¢imo visine, ki jih nima noben ucenec; namesto tabele bi lahko uporabili
kaksno (primerno uravnotezeno) drevo, npr. rdece-érno, ali pa bi vzdrzevali par kopic, kar si
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Oglejmo si Se implementacijo te reSitve v.C+4. VisSine ucencev bomo brali s
standardnega vhoda in po vsakem prebranem ucencu izpisali na standardni izhod
viSino srednjega ucenca:

#include <iostream>
using namespace std;

int main()

int stZVisino[201] = {}; // $t. ucencev s posamezno visino

int mediana = 0; // visina srednjega ucenca

int stPodMediano = 0;  // $t. uéencev z visino < mediana
intn =0; // Stevilo doslej prebranih uéencev
while (true)

// Preberimo visino naslednjega ucenca.

int visina; cin >> visina;

if (! cin.good()) break;

// Povecajmo Stevec vseh ucencev in uéencev te visine.
++n; ++stZVisino|visinal;

// Ce je manjsi od mediane, poveajmo tudi Stevec takih.
if (visina < mediana) +-+stPodMediano;

/] Ce je mediana zdaj previsoka, jo zmanjsajmo.

while (stPodMediano >= (n + 1) / 2)
stPodMediano —= stZVisino[——medianal];

/] Ce pa je mediana zdaj prenizka, jo povecajmo.

while (stPodMediano + stZVisino[mediana] < (n + 1) / 2)
stPodMediano += stZVisino[mediana++];

// lzpisimo visino srednjega uéenca.

cout << mediana << endl;

}

return 0;

}

Casovna zahtevnost te resitve je O(n) za obdelavo zaporedja n uencev, saj imamo
z vsakim novim le konstantno mnogo dela, neodvisno od n; bolj natancno pa bi
morali reéi, da je zahtevnost v najslabSem primeru O(n - V), kjer je V Stevilo vseh
moznih visin — v nasem primeru 200.

Razmislimo zdaj Se o tezji razli¢ici naloge, ki jo omenja opomba pod ¢rto na
koncu besedila naloge: tu visine niso nujno le cela stevila od 1 do 200, morda niti
niso cela stevila; torej je Stevilo vseh moznih visin V' potencialno zelo veliko, vecje
od Stevila ucencev n. Zato bi tabela V elementov (za vse mozne visine) zasedla
prevec prostora; bolje je hraniti le podatke o visinah doslej prispelih uc¢encev. Poleg
tega si zdaj tudi ne moremo privosciti, da bi pri vsakem prihodu novega ucenca
porabili za doloé¢itev sredinca po O(V) ali O(n) Casa.

Ucence lahko v mislih razdelimo na dve skupini; prvo naj tvori najmanjsih [n/2]
ucencev, drugo pa vsi preostali. Sredinec je potem vedno najvecji uCenec v prvi
skupini. Ko pride nov ucenec, za zacCetek poglejmo, ali je vecji od dosedanjega
sredinca; Ce je, ga dajmo v drugo skupino, sicer pa v prvo. Potem je tezava lahko

bomo ogledali v nadaljevanju nase resitve.
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le Se v tem, da skupini zdaj morda nista ve¢ primerno veliki. Ko se stevilo u¢encev
poveda z n na n + 1, se velikost prve skupine spremeni z [n/2] na [(n+ 1)/2]. Pri
sodem n to pomeni, da mora biti prva skupina po novem enako velika kot prej; ce
smo torej novega ucenca dali v prvo skupino, je ta zdaj prevelika in moramo enega
udenca (najvecjega) preseliti iz nje v drugo skupino. Pri lihem n pa mora biti prva
skupina po novem za 1 vecja kot prej; e smo torej novega ucenca dali v drugo
skupino, je prva zdaj premajhna in moramo najmanjsega ucenca iz druge skupine
preseliti v prvo skupino. Po tem popravku je sredinec spet tisti ucenec, ki je zdaj
najvecji v prvi skupini.

Koristno je torej imeti podatkovno strukturo, pri kateri bomo lahko poceni do-
dajali ali brisali elemente iz skupine in imeli pri roki najveéjega oz. najmanjsega med
njimi. Zelo primerna struktura za to je kopica (heap), $lo pa bi tudi s kaksnim pri-
merno uravnotezenim binarnim iskalnim drevesom, npr. rde¢e-¢rnim. Prvo skupino
bomo torej predstavili s kopico, pri kateri je v korenu najveéji element (ta je nas sre-
dinec), drugo pa s téko, pri kateri je v korenu najmanjsi element. Tako bomo imeli
vedno pri roki tistega, ki ga bo treba seliti iz ene skupine v drugo; brisanje elementa
iz ene skupine in dodajanje v drugo pa nam bo vzelo O(logn) ¢asa.® Oglejmo si
implementacijo te resitve v C++, kjer je kopica na voljo v standardni knjiznici kot
razred priority_queue:

#include <iostream>
#include <queue>
#include <vector>
#include <functional>
using namespace std;

int main()

{
priority_queue<int> majhni; // prva skupina
priority_queue<int, vector<int>, greater<int>> veliki; // druga skupina
int n = 0; // $tevilo doslej prebranih uc¢encev
int s =0; // indeks sredinca (= zahtevana velikost prve skupine)
while (true)

// Preberimo visino naslednjega ucenca.

int visina; cin >> visina;

if (! cin.good()) break;

// Povecajmo Stevec vseh ulencev in indeks sredinca.
+4+n;s=(n+1)/2;

// Dodajmo novega v eno od skupin.

if (majhni.empty() || visina <= majhni.top()) majhni.push(visina);
else veliki.push(visina);

// Popravimo velikost skupin.

if (majhni.size() > s) { veliki.push(majhni.top()); majhni.pop(); }
else if (majhni.size() < s) { majhni.push(veliki.top()); veliki.pop(); }
// Najvedji v prvi skupini je zdaj novi sredinec.

cout << majhni.top() << endl;

return O;

5Podoben prijem z dvema kopicama smo videli ze leta 2020 pri 4. nalogi v tretji skupini (gl.
str. 75-76 v Biltenu 2020).
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2. Svetilka

Razmislimo najprej, kaksne globalne spremenljivke bomo potrebovali. Funkcija Tik-
tak mora vedeti, ali je tipka pritisnjena in kako dolgo, da bo lahko po treh sekundah
drzanja tipke ugasnila lu¢. V spodnji resitvi imamo v ta namen spremenljivki tip-
kaPritisnjena in casPritiska (ki Steje Cas pritiska v desetinkah sekunde), $lo pa bi tudi
z eno samo spremenljivko (pri ¢emer bi npr. vrednost casPritiska == —1 pomenila,
da tipka sploh ni pritisnjena). Poleg tega moramo poznati tudi trenutni nac¢in de-
lovanja, saj je od tega odvisno, kaj se zgodi ob naslednjem pritisku in ali moramo
skrbeti za utripanje. Pri utripanju pa moramo vedeti Se, cez koliko Casa naj se luc¢
spet prizge; spodnja resitev ima za to spremenljivko casDoUtripa.

typedef enum { Ugasnjena, Sveti, Utripa } Nacin;
Nacin nacin = Ugasnjena;

bool tipkaPritisnjena = false;

int casPritiska, casDoUtripa;

Oglejmo si zdaj funkcijo Tipka, ki je enostavnejsa. Novo stanje tipke si zapomnimo
v tipkaPritisnjena; Ce je tipka zdaj spuscena, je to tudi vse, sicer pa dolo¢imo novi
nacin delovanja luci: e je prej svetila stalno, mora zdaj utripati, sicer pa mora zdaj
svetiti. V slednjem primeru lahko lu¢ takoj tudi prizgemo; pri utripanju pa bi bila
skoda, ¢e bi jo zdaj prizgali in potem pri naslednjem klicu funkcije Tiktak ugasnili,
saj lahko do takrat mine manj kot desetinka sekunde. Namesto tega bomo raje
postavili casDoUtripa na 1 in tako zagotovili, da bo lu¢ prizgala funkcija Tiktak ob
naslednjem klicu (in jo potem Se en klic kasneje spet ugasnila; tako bo lu¢ gotovo
gorela eno desetinko sekunde).

void Tipka(bool pritisnjena)

{

// Zapomnimo si novo stanje tipke.
tipkaPritisnjena = pritisnjena;

if (! pritisnjena) return;

// Ob pritisku zaénemo meriti &as pritiska.
casPritiska = 0;

// Preklopimo na novo stanje.

nacin = (nacin == Sveti) ? Utripa : Sveti;

// Pri preklopu na utripanje bomo prizgali lu¢ v naslednji
// desetinki namesto takoj, da bomo laZje odmerili &as.
Luc(nacin == Sveti);

casDoUtripa = 1;

}

Funkcija Tiktak mora skrbeti za utripanje luci in za izklop po treh sekundah drzanja
na tipko. Za to slednje poskrbimo s stevcem casPritiska, ki ga ob vsakem klicu
povecamo, ko pa doseze 31, lu¢ ugasnemo. Ker ga je Tipka postavila na 0, ko je
uporabnik pritisnil tipko, in ker ne vemo toc¢no, kje v casu med dvema klicema
funkcije Tiktak je priSel klic Tipka, to pomeni, da se bo lu¢ ugasnila po vsaj treh
sekundah (gotovo pa manj kot 3,1 sekunde) drzanja na tipko.
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Za utripanje poskrbimo tako, da zmanjSujemo Stevec casDoUtripa; ko pade na 0,
prizgemo lu¢ in postavimo $tevec na 10; ko pa pade Stevec na 9 (torej eno desetinko
sekunde po tistem, ko smo lu¢ prizgali in postavili Stevec na 10) lu¢ spet ugasnemo.
Tako bo luc res gorela eno desetinko sekunde in bo potem devet desetink ugasnjena.

void Tiktak()

if (tipkaPritisnjena && casPritiska <= 30)
// Povecajmo Stevec, ki meri &as pritiska tipke.
if (+-+casPritiska > 30) {
// Po treh sekundah lu¢ ugasnemo.
Luc(false); nacin = Ugasnjena; }
// Poskrbimo za utripanje.
if (nacin == Utripa)
// Zmanjsajmo ¢&as do utripa za 1; ko pade na 0, lu¢ prizgemo.
if (——casDoUtripa == 0) { Luc(true); casDoUtripa = 10; }

// Ko je do naslednjega utripa Se 9 desetink sekunde, Iu¢ spet ugasnemo.
else if (casDoUtripa == 9) Luc(false);

}

3. Pletenje puloverja

Recimo, da je shema Siroka w stolpcev in visoka h vrstic; naj bo s(z,y) znak na
preseku z-tega stolpca in y-te vrstice.

Recimo zdaj, da je v shemi prisoten vzorec velikosti w, X hp, ki se lepo zakljuci
na robovih sheme. Iz tega sledi, da je prvih h, vrstic sheme (ki tvorijo prvo vrsto
pojavitev vzorca) enakih naslednjim h, vrsticam (ki tvorijo drugo vrsto pojavitev
vzorca) in potem spet naslednjim h, vrsticam in tako naprej. Z drugimi besedami,
velja torej s(z,y) = s(z,y—hyp) za vse x in y (natanéneje povedano: zavse 1 <z < w
in h, < y < h; tovrstnih pogojev v nadaljevanju ne bomo posebej pisali, jih pa
imejmo v mislih). Poleg tega vidimo tudi, da je viSina sheme h veckratnik viSine
vzorca hp, (torej da hp deli h), saj se sicer vzorec na spodnjem robu ne bi lepo
zakljucil, pac¢ pa bi bila zadnja vrsta pojavitev vzorca delno odrezana. Podobno
lahko razmisSljamo tudi za stolpce, kjer ugotovimo, da velja s(z,y) = s(z — wp,y)
za vse z in y ter da w, deli w.

Kaj pa obratno? Recimo, da v nasi shemi pri nekem w,, ki deli w, velja s(z,y) =
s(x —wp,y) (za vse z in y) in da pri nekem hp, ki deli h, velja s(z,y) = s(z,y — hp)
(za vse x in y). Iz prve od teh dveh predpostavk vidimo, da se vsebina pravokotnika
wp X hp v zgornjem levem kotu sheme potem spet ponavlja, ¢e jo zamikamo po w,
enot desno; in ker w), deli w, bomo s ponavljanjem tega pravokotnika ravno zapolnili
prvih h, vrstic mreze po celi Sirini. Druga predpostavka pa nam potem pove, da
se nam vsebina teh prvih h, vrstic v nadaljevanju ponavlja v vsakih naslednjih h,
vrsticah in (ker h, deli h) tako sGasoma to¢no zapolni celo shemo. Tako torej vidimo,
da je v shemi prisoten vzorec velikosti w, X hyp.

Ce oba prej$nja odstavka zdruzimo, lahko zaklju¢imo, da je v shemi prisoten
vzorec wp X hyp natanko tedaj, ko wy, deli w, h;, deli h in ko za vse primerne z in y
velja s(z,y) = s(x — wp,y) in s(z,y) = s(z,y — hp). Za to zadnjo skupino pogojev
pa vidimo, da se eni nanasajo samo na wy, eni pa samo na h,. Tako vidimo, da nam
pri iskanju vzorcev ni treba preverjati para (wp, hp) skupaj, ampak lahko iS¢emo
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primerne w, posebej in primerne h;, posebej. Najmanjsi vzorec — in to je tisti, po
katerem nas sprasuje naloga — bomo torej dobili tako, da bomo vzeli najmanjsi
primerni w, in najmanjsi primerni h,. Tako se tudi ne bo moglo zgoditi, da bi
obstajalo ve¢ enako dobrih resitev; vedno je en sam vzorec najmanjsi.

Pojdimo torej v zanki po narascajoc¢ih w, in pri vsakem najprej preverimo, ali
deli w; ce je to res, preglejmo, Ce se vsebina sheme ponavlja na vsakih w, vrstic.
Najmanjsi wy, pri katerem se to izide, je potem Sirina nasega osnovnega vzorca (Ce
ne prej, bo ta pogoj gotovo izpolnjen pri w, = w). Nato podobno naredimo Se za hy,
kjer preverjamo, ¢e hy, deli h in Ce se vsebina sheme ponavlja na vsakih h;, stolpcev.

Oglejmo si implementacijo te resSitve v.C++. Ker je preverjanje po vrsticah
in po stolpcih zelo podobno, smo si pomagali z zanko z dvema iteracijama; v prvi
iSéemo najmanjsi wy, v drugi pa najmanjsi h,, vimes pa v mislih zamenjamo vrstice
in stolpce, da lahko potem obakrat uporabimo isto kodo.

#include <vector>
#include <string>
#include <iostream>

#include <utility>
using namespace std;

void OsnovniVzorec(const vector<string>& shema)

int w = shema[0].length(), h = shema.size(), w0, hO;

// Pri smer == 0 i$¢emo $irino osnovnega vzorca, pri smer == 1 pa visino.
for (int smer = 0; smer < 2; ++smer)

// Naslednji podprogram prebere en znak sheme.
auto Znak = [&shema, smer] (int x, int y) { return smer ? shema[x][y] : shema[y][x]; };

// Ce ne bomo nasli oZjega, bo osnovni vzorec pokrival celo Sirino sheme.
wl = w;

// Preizkusimo oZje Sirine, seveda le take, ki delijo Sirino sheme.
for (intd =1;d < w; ++d) if (w % d == 0)

{
// Preverimo, e se vzorec s to sirino ponavlja po celi shemi.
bool ok = true;
for (inty = 0; y < h && ok; ++y) for (int x = d; x < w; ++x)
if (Znak(x, y) != Znak(x — d, y)) { ok = false; break; }
/] Ce se, smo nasli $irino osnovnega vzorca.
if (ok) { w0 = d; break; }
}

// Obrnimo osi, da bomo v naslednji iteraciji nasli e visino.
swap(w, h); swap(w0, h0);

cout << w0 << ' ' << h0 << endl; // Izpisimo rezultate.

}

To resitev bi se dalo Se izboljsati s kakSnimi hevristikami, ki bi nam pomagale ¢im
prej in ¢im ceneje prepoznati neobetavne w), ali hp,. Recimo, da za vsak stolpec
izracunamo nekaksno kontrolno vsoto ali zgo$Cevalno kodo: k[1],k[2],..., k[w] (Ce
drugega ne, lahko prestejemo niéle v stolpcu in to vzamemo za kontrolno vsoto). Ko
nas kasneje zanima, ali se shema ponavlja na vsakih w, stolpcev, bi lahko za zacetek
preverili, ali se tako ponavljajo tudi te kontrolne vsote, torej ali velja k[z] = k[z—wyp]
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za vse x; Sele e se to izide, je smiselno preverjati vse znake sheme, kot to po¢ne gornji
podprogram. Lahko gremo Se korak naprej: ce se kontrolne vsote res ponavljajo na
vsakih w, stolpcev, to pomeni, da se vsaka od vsot k[1],..., k[wp] pojavi (w/wp)-
krat. Ce bi torej za vsako razlino kodo presteli, kolikokrat se pojavi, bi morala
biti vsa ta Stevila pojavitev veckratniki vrednosti w/wp; ali Se drugade, w, je lahko
kandidat za Sirino vzorca le, ¢e w/wp deli vsa Stevila pojavitev kontrolnih vsot
stolpcev; to pa pomeni, da mora deliti njihov najmanjsi skupni delitelj; slednjemu
recimo D. Tega lahko izracunamo na zacetku, Se preden se zac¢nemo ukvarjati s
posameznimi wy, in potem pri vsakem w,, najprej preverimo, ¢e wy, deli w in ¢e w/w,
deli D; Ce se to izide, preverimo, ali se kontrolne vsote k[1],. .., k[w] ponavljajo na
vsakih w), stolpcev; in Sele nato preverimo, ali se tudi vsebina stolpcev ponavlja na
vsakih w, stolpcev. Podobno lahko seveda naredimo tudi pri vrsticah.

Se ena mozna izbolj$ava je naslednja: recimo, da smo najmanjsi primerni wyp Ze
nasli in da zdaj iS¢emo najmanjsi primerni h,. Ko moramo pri nekem kandidatu
za hp preveriti, ali res povsod velja s(x,y) = s(z,y — hp), nam tega zdaj ni treba
preverjati za vse z od 1 do w, ampak je dovolj ze do x = wp; Ce je pogoj s(x,y) =
s(z,y — hp) veljal povsod v prvih wy stolpcih, bo veljal tudi povsod desno od tam,
saj se odtlej stolpci le Se periodi¢no ponavljajo.

Boljsa resitev s pomocé¢jo Knuth-Morris-Prattovega algoritma. O nizu s
dolzine n bomo rekli, da je periodicen s periodo t, ée je oblike s = t* za neki k > 1;
in da je semiperiodicen s periodo t, ¢e je oblike s = t*u za k > 1 in je pri tem u
neprazen prefiks t-ja.

Niz je lahko (semi)periodi¢en pri ve¢ razliénih periodah; na primer, niz abababa
je semiperiodicen s periodama ab in abab; niz abababab pa je periodicen s periodama
ab in abab.

Najkrajsi periodi, s katero je s periodicen, recimo osnovna perioda tega niza.
Prepricajmo se, da so dolzine vseh ostalih period veckratniki dolzine osnovne pe-
riode. Recimo, da je |s| = n in da je s periodi¢en s periodama dolzine p in g;
torej s = t* = u’ za |t| = p, k = n/p, |u| = ¢, £ = n/q. Naj bo r = ged(p, q);
Stevili P = p/r in Q = g/r sta si potemtakem tuji. Naj bo N = n/r. Potem je
N = n/r = (pk)/r = Pk in hkrati N = n/r = (¢l)/r = Q¥; torej Pk = Q; leva
stran je veckratnik P, torej mora biti desna tudi; ker pa sta si P in @ tuja, je lahko
desna stran veckratnik P-ja le tako, da je £ veCkratnik P-ja; zato pa je N = Qf tudi
veckratnik produkta PQ.

Razdelimo vse tri nize na kose dolzine r: s = spS1...8nv-1, t = tot1...tp—1
in u = wour...ug—1. V enakosti s = t* = o’ primerjajmo zdaj istolezne kose:
Si = timod P = Uimod @- Ko gre i od 0 do PQ — 1 (in spomnimo se, da je N veé-
kratnik PQ), dobimo za (i mod P,i mod Q) vse mozne pare ostankov {0,..., P —
1} x {0,...,Q — 1}; kajti ée bi imela dva razliéna i-ja enak par ostankov, bi to
pomenilo, da se hkrati razlikujeta za neki veckratnik P-ja in tudi za neki veckra-
tnik @-ja, kar pa je (ker sta si P in @ tuja) mogoce le, ¢e se razlikujeta za neki
veckratnik PQ-ja, to pa se ne moreta, Ce sta oba z obmocja od 0 do PQ — 1.
Pri nekaterih ¢ torej dobimo kombinacije (0, 0), (0,1), ..., (0,@ — 1), ki nam povedo,
da je tp enak nizom wug,u1,...,ug—1; pri nekaterih drugih ¢ pa dobimo kombina-
cije (0,0),(1,0),..., (P — 1,0), ki nam povedo, da je uo enak nizom to,t1,...,tp—1.
Kosi to,...,tp—1,u0,-..,ug—1 S0 si torej vsi enaki, vsi so en in isti niz; recimo mu
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v; torej je t = v, u = v9 in s = V. Torej je s periodien s periodo dolzine
r = ged(p,q) < p.

Ce zdaj v tem razmisleku za p vzamemo osnovno periodo, ki je najkrajsa med
vsemi periodami, je nemogoce, da bi bila perioda r Se krajsa; v neenakosti r < p
mora torej veljati stroga enakost, torej ged(p, g) = p, to pa je mogoce le tako, da je
q veckratnik p. Torej je dolzina vsake daljse periode res veckratnik dolzine osnovne
periode. O

Spomnimo se, da pri nasi nalogi iS¢emo najmanjsi tak w,, za katerega se stolpci
nase sheme ponavljajo s periodo dolzine wy. (Za hy je stvar podobna, le da moramo v
mislih zamenjati stolpce in vrstice.) Pri takem w), je vsaka vrstica sheme periodi¢na
s periodo dolZine wy,. Ce je osnovna perioda vrstice y recimo dolga Py, to pomeni,
da mora biti w, veckratnik p,; ker to velja za vse y, mora biti w, skupni veckratnik
vseh stevil pi1,...,pnr. Ker nas zanima najmanjsi primerni w,, bomo morali vzeti
najmanjsi skupni veckratnik, to je wp, = lem(p1,...,pxn).

Naloge torej ne bo tezko resiti, ¢e bomo znali u¢inkovito poiskati osnovno periodo
vsake vrstice. Oglejmo si zdaj, kako lahko to naredimo.

V nadaljevanju nam bo prislo prav naslednje opazanje: ce je neki niz u hkrati
prefiks in sufiks niza s (dolZine n) in je |u| > n/2, potem je s (semi)periodic¢en
s periodo dolzine p := n — |u|. (Ce je p delitelj n-ja, bo s periodicen, sicer pa
semiperiodicen.)

Prepricajmo se, da je to res. Ker se s za¢ne na u, ga lahko zapisemo kot s = ut;
in ker se konc¢a na u, ga lahko zapiSemo kot s = vu. Pri tem je |¢t| = |v| = p. Ker je
po predpostavki |u| > n/2, mora biti p = n — |u| < n/2, torej sta ¢ in v krajsa od
u-ja (ali kve¢jemu enako dolga kot u). Naj bo r = n mod p, tako da je n = kp+r
za neki k > 2 (to, da je k > 2, sledi iz dejstva, da je p < n/2). Razdelimo u v mislih
na kose, dolge po p znakov, le zadnji naj ima le r znakov: v = wjuz - - - up—1w. Zdaj
imamo

s=ut= ur U2 -+ Uk—1 wt
S=vu= U U1 -'° Uk—2 Uk—1W

Ce v obeh vrsticah primerjamo istolezne (in enako dolge) kose niza s, vidimo, da

velja v = w1, w1 = u2, ..., Ug—2 = uk—1; na koncu pa Se wt = ur_i1w. Tako je
torej v = u; = uz = ... = ug—_1 in zato u = vkilw; iz tistega na koncu pa dobimo
wt = ug—1w = vw. Ker je lw| = r in |[v| = [t| = p, je torej w krajsi od v in ¢ (ali

kve¢jemu enako dolg kot onadva); enakost wt = vw nam torej pove, da se v zaéne
na w in da se ¢t konéa na w, torej v = wd in t = fw; ko to nesemo v wt = vw,
dobimo wtw = wiw, torej £ = ¥; recimo temu nizu z, pa dobimo: v = wz, t = 2w,
s = vu = v 'w = v*w = (wz)*w. Torej je s res (semi)periodi¢en s periodo
dolzine |wz| = |v| = n — |u| = p, pri Cemer od zadnje kopije periode wz nastopi le
prvih |w| = r = n mod p znakov (e se deljenje izide in je r = 0, je s periodicen s to
periodo, sicer pa le semiperiodicen). O

Videli smo torej, da ¢e se v s neki (dovolj dolg) prefiks u pojavlja hkrati tudi kot
sufiks in Ce je p := n — |u| delitelj n, potem je s periodicen s periodo dolzine p; velja
pa tudi obratno: e je s = t*, je niz u = t*~! hkrati prefiks in sufiks s-ja. Ce bi torej
pregledali vse take u, ki so hkrati prefiksi in sufiksi s-ja in za katere je n —|u| delitelj
n-ja, bi s tem pregledali tudi vse periode s-ja. Nas bo seveda zanimala osnovna, to
je najkrajsa perioda; to je tista z najmanj$im n — |ul, torej z najdaljsim u.
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Imejmo torej niz s dolzine n in naj bo f(k) indeks, na katerem se v s zacne
druga pojavitev podniza s[1..k] (prva se oitno za¢ne na indeksu 1). Ce take druge
pojavitve sploh ni, si mislimo f(k) = n+1 ali kaj podobnega. Vrednosti f(k) za vse
k od 1 do n lahko izraGunamo v O(n) ¢asa s postopkom, ki je del znanega Knuth-
Morris-Prattovega algoritma za iskanje podnizov v nizih, zato se s podrobnostmi
tega tu ne bomo ukvarjali. Oglejmo pa si, kako si lahko s funkcijo f pomagamo pri
iskanju osnovne periode niza s.

Recimo, da je s periodi¢en z osnovno periodo ¢, torej je s = t* za neki k > 1 (in
t je najkrajsi niz, pri katerem tak k obstaja). Oznacimo dolzino periode s p = |¢|.
Potem se niz t*~* (to je prefiks s-ja, dolg n — p znakov) pojavi v s tako na zacetku
(indeks 1) kot $e na indeksu p + 1. Takrat bo torej f(n —p) < p+ 1. Ce velja tu
enakost, se pravi f(n—p) = p+1, lahko iz tega zaklju¢imo, da se prefiks dolzine n—p
pojavlja tudi kot sufiks s-ja in da je s zato periodicen s periodo p (dokaz tega smo
si ogledali malo prej). Vprasanje pa je, ali se lahko zgodi, da velja stroga neenakost
in nas ovira pri tem zakljucku (ker iz vrednosti f(n—p) tedaj ne bomo mogli vedeti,
ali se t* ! pojavlja tudi na koncu niza s ali ne); torej: ali je lahko f(n —p) < p+17?
Ali se torej lahko t*~! pojavi v s Se nekje vmes med tisto pojavitvijo na zacetku
niza in tisto p znakov kasneje?

Pa recimo, da bi se to res zgodilo, torej da je f(n —p) =r+1 < p+ 1. Torej
je s oblike s = wt* tv, pri Gemer je |u| = 7, niz v pa mora biti potem dolzine
n—r—(k—1)p=kp—r—(k—1)p =p—r. Toda obenem se spomnimo, da je
s = t*; velja torej t* = ut* 'v. Ce primerjamo zacetka obeh strani te enakosti,
vidimo, da se mora t zadeti na u (saj je ¢t daljsi od u-ja); ¢e pa primerjamo konca,
vidimo, da se mora ¢ konc¢ati na v (saj je ¢t daljsi tudi od v-ja). Toda u in v skupaj
sta dolga natanko toliko kot t; torej je t = uv. Ce to nesemo v t* = ut*~'v (kar je
oboje enako s), dobimo (uv)* = u(uv)*~'v. Leva stran je naprej enaka u(vu)kilv.
Obe strani te enakosti se torej zacneta na u in koncata na v; ¢e to dvoje na obeh
straneh odrezemo, dobimo (vu)*~! = (uw)¥~!, iz &esar sledi vu = uv = t.

Iz tega med drugim sledi, da je s = t* = (vu)* = v(uww)*'u = vt*~'u. Tako
smo nasli e eno pojavitev niza t*~! kot podniza v s: poleg tiste na zadetku (kot
prefiks) in tiste r = |u| znakov po zacetku imamo zdaj Se eno pojavitev |v| znakov
po zafetku. Ker smo r definirali tako, da se nanasa na drugo pojavitev (gledano od
leve proti desni), mora tale nova pravkar odkrita pojavitev lezati bolj desno, torej
mora biti v daljsi od u (ali pa sta enako dolga in smo v resnici nasli $e enkrat drugo
pojavitev).

Oglejmo si spet t = uv = vu. V nizu t (dolzine p) je torej u hkrati prefiks in
sufiks, enako pa tudi v; ker je (kot smo pravkar videli) v vsaj tako dolg kot u, je
v dolg vsaj p/2. Opazanje, ki smo ga dokazali malo prej, nam zdaj pove, da je
t semiperiodi¢en s periodo u. Torej je t = u‘w, pri Gemer je w neki prefiks u-ja
primerne dolZine (namre¢ dolzine p mod 7). Ce bi bil |w| = 0, bi bil ¢ Ze sam zase
periodicen, torej bi bila njegova perioda tudi perioda s-ja, kar je v protislovju s
predpostavko, da je t najkrajsa mozna perioda niza s; to se torej ne more zgoditi.
Ker je w prefiks u-ja, lahko piSemo u = wz in zato t = (wz)‘w (iz slednjega zaradi
t = uv dobimo $e v = (wz)*~*w); torej se t kon¢a na zw. Toda zaradi t = vu vemo,
da se t konca na u = wz. Ker se torej t kon¢a na zw in tudi na wz in ker sta tadva
niza enako dolga, morata biti enaka: zw = wz (in oboje je enako u).
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Enakost zw = wz ima med drugim to koristno posledico, da lahko v kateremkoli
nizu, dobljenem s stikanjem z-jev in w-jev, poljubno spremenimo njihov vrstni red,
ne da bi se ta niz kaj spremenil; na primer: wzwzw = w(zw)(zw) = w(wz)(wz) =
ww(zw)z = ww(wz)z = wwwzz, pri ¢emer vsaka enakost tu velja zato, ker smo
uporabili zw = wz na enem ali ve¢ podnizih v oklepajih. V nasem primeru je to
koristno zato, ker znamo s stikanjem w-jev in z-jev sestaviti u, v, nato ¢t in kon¢no
s; zato je na primer tudi zt = tz in 2t*~' = t*~'z in podobno.

Imamo torej s = t* = (uv)k = ut* v = wzt"lv; zdaj uporabimo pravkar
ugotovljeno dejstvo, da je zt*~! = t*7'z, pa dobimo s = wt*"lzv. Torej se tF1
pojavi kot podniz v s-ju ze |w| znakov naprej od zacetka niza; mi pa smo na zacetku
predpostavili, da se druga pojavitev t*~! v s (prva je na samem zadetku, ker je t*~!
tudi prefiks s-ja) pojavi Sele r = |u| znakov naprej od zacetka. Ker je |u| > |w|, smo
prigli v protislovie. Naga zacetna predpostavka, da se t*~! pojavlja v s Se kje vmes
kot le na zaCetku in na koncu niza, je bila torej napa¢na. Primer f(n—p) < p+1 se
torej pri tistem p, ki pomeni dolzino osnovne periode s-ja, ne more zgoditi; takrat
bo gotovo veljalo f(n —p) = p+ 1. Osnovno periodo lahko torej pois¢emo preprosto
tako, da po narascajocCih p preverjamo ta pogoj in se ustavimo, ¢im je pri enem od
njih izpolnjen.

Na ta nac¢in lahko v O(n) ¢asa poiS¢emo osnovno periodo niza dolzine n (spo-
mnimo se, da tudi za izracun funkcije f po postopku iz Knuth-Morris-Prattovega
algoritma potrebujemo le O(n) ¢asa). Za nasSo nalogo to pomeni, da lahko v O(wh)
Casa poisCemo osnovne periode vseh vrstic in potem izra¢unamo njihov najmanjsi
skupni veckratnik; to je iskani wy, Sirina osnovnega vzorca. Podobno nato v O(wh)
casa obdelamo Se stolpce in dobimo h,, viSino osnovnega vzorca. Boljse resitve od
O(wh) pa si pri tej nalogi ne moremo Zeleti, saj porabimo toliko ¢asa Ze samo za
branje vhodnih podatkov.

4. Pangramski podniz

Recimo, da je nas vhodni niz s dolg n ¢rk, s = s1s32 ... $,. Podniz, ki nas zanima, bo
oblike s;s;+1...5j-15; za neka ¢ in j. Najkrajsi pangramski podniz lahko najdemo
tako, da gremo v zanki po vseh moznih j (od 1 do n) in se pri vsakem vprasamo,
kateri je najkrajsi pangramski podniz, ki se konca pri tem j; to pa je seveda tisti, ki
ima najvecji i. Kaj se dogaja s tem ¢, torej polozajem levega konca podniza, Ce pocasi
povecujemo j, torej polozaj desnega konca podniza? Ce je bil s; . ..s; pangram in ¢e
potem premaknemo desni konec na s;jy1, bo niz s; ...s;41 Se vedno pangram, tako
da se prav gotovo ne bo moglo zgoditi, da bi bilo treba kdaj pomakniti ¢ nazaj v levo;
mogoce pa je, da bo zdaj pangram tudi s;41...5;j4+1 in da smemo torej premakniti
¢ v desno (in podniz tako Se kaj skrajsati).

Tako imamo torej naslednji postopek: povecujemo j za 1 in po vsakem povecanju
j-ja pogledamo, kako dale¢ smemo Se povecati ¢, ne da bi podniz s;...s; prenehal
biti pangram. Med vsemi tako dobljenimi podnizi si zapomnimo dolzino najkrajSega
in jo na koncu vrnemo.

Stvar se malo zaplete le na zacetku, kjer se lahko zgodi, da pri kakSnem j sploh
ni nobenega pangrama, ker mogoce niti pri ¢ = 1 podniz s; ... s; Se ne vsebuje vsake
érke vsaj k-krat (prav gotovo se to zgodi npr. pri j < 26 - k). Na zadetku moramo
torej pustiti ¢ na 1 (da se podniz za¢ne na zadetku niza s) in povecevati j tako dolgo,
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dokler s;...s; ne postane pangram (mogoce je tudi, da se to ne zgodi nikoli, ker
morda niti celoten s ni pangram).

Vprasanje je Se, kako lahko poceni preverjamo, ali je opazovani podniz s; ...s;
pangram ali ne. V ta namen je koristno vzdrzevati tabelo, ki za vsako ¢rko abecede
vsebuje Stevilo pojavitev te ¢rke v podnizu. Ko pove¢amo j za 1, pride v podniz
nova Crka in zato ustrezni element tabele povecamo za 1; ko pa povecamo i za 1,
izpade ena ¢rka iz podniza in zato ustrezni element tabele zmanjSamo za 1.

Podniz je pangram, ce se vsaka ¢rka pojavlja vsaj k-krat. Ko torej po vsakem
poveCanju j-ja razmisljamo o tem, ali smemo zdaj tudi i povecati za 1, vidimo, da
ga smemo povecati, Ce se ¢rka s; pojavlja v podnizu ve¢ kot k-krat, saj bo v tem
primeru podniz ostal pangram, cetudi eno pojavitev te ¢rke izgubimo.

Na zacetku, ko je nekaterih ¢rk manj kot k, nas podniz sploh Se ni pangram; da
bomo laze ugotovili, kdaj postane pangram, je koristno vdzrzevati se podatek o tem,
koliko ¢rk abecede se pojavlja manj kot k-krat. V spodnjem podprogramu imamo v
ta namen spremenljivko premalo; vzdrzevati je ni tezko: ko se stevilo pojavitev neke
¢rke poveca s k — 1 na k, zmanjsamo premalo za 1; in ko pade premalo na 0, vemo, da
je nas podniz pangram (in bo odtlej to tudi ostal).

int PangramskiPodniz(const char *s, int k)

{
enum { Abeceda = 26 };
int n[Abeceda] = {};  // stevilo pojavitev vsake ¢rke v podnizu sli...j]
int premalo = Abeceda; // koliko ¢rk ima manj kot k pojavitev
int naj = —1; // najboljsa resitev doslej
for (inti =0, j=0, ¢ s[jl; ++j)
{

// Trenutno imamo v tabeli ,n" Stevila pojavitev &k v s[i... j— 1.
// Popravimo jih, da se bodo nanasala na sli. . . j].

if (++n[s[j] — 'a'] == k) ——premalo;

// Ce se kaksna ¢rka pojavija premalokrat, bomo morali podniz
// na desni Se podaljsati.

if (premalo > 0) continue;

// Mogoce lahko levi konec podniza premaknemo proti desni:

// &e ima &rka s[i] ve& kot k pojavitev, jo smemo vreli iz podniza.
while (n[c = s[i] — 'a'] > k) ++i, ——n[c];

// Ce je to najboljsa resitev doslej, si jo zapomnimo.

if (naj <O0|j—i+1<naj)naj=j—i+1;

return naj; // Virnimo najboljso resitev.

5. Tetris

Nalogo lahko resujemo z rekurzijo. Plos¢o bomo pokrivali sistemati¢no: na vsa-
kem koraku bomo poiskali najvije nepokrito polje (¢e je takih ve¢, pa najbolj levo
med njimi) in ga na vse mozne nacine poskusali pokriti z enim od $e razpolozljivih
plosckov. Pri tem moramo najprej preveriti, ali je plos¢ek sploh mogoce postaviti
tja; Ce da, ga postavimo in nadaljujemo z rekurzivnim klicem, ki bo poskusal s po-
stavljanjem ostalih plog¢kov do konca zapolniti plog¢o. Ce se je to posreéilo, lahko
koncamo, sicer pa pravkar postavljeni plosc¢ek spet odstranimo, da bomo poskusili
Se s kaksnim drugim.
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Med rekurzijo je torej koristno imeti podatke o tem, do kod v plos¢i smo ze
pokrili vsa polja, tako da bomo lahko z iskanjem prvega nepokritega nadaljevali od
tam in nam ne bo treba iti vsaki¢ znova od zacetka mreze. Poleg tega potrebujemo
tudi tabelo oz. vektor Stevil, ki nam povedo, koliko plosckov posamezne oblike je Se
na voljo (torej da jih Se nismo polozili na plosco); ko polozimo ploséek, zmanjsamo
ustrezni Stevec v tem vektorju, ko pa ga poberemo s plosCe, njegov Stevec spet
povecamo.

enum { W =8, H =8 }; // $irina in visina plos¢e

// Funkcija vrne true, &e je uspela v celoti pokriti plosco.

// Sicer vrne false, plos¢a pa je ob vrnitvi iz funkcije v enakem stanju
// kot na zaletku klica.

bool NadaljujPokrivanje(int x, int y, vector<int> &prosti)

{
// Pois¢imo naslednje nepokrito polje.
while (y < H && JePokrito(x, y))
if (+4+x == W) x =0, +4y;
if (y >= H) return true; // Ce je vse Ze pokrito, smo konéali.
// Na vse moZne naéine ga poskusimo pokriti.
for (int oblika = 0; oblika < prosti.size(); ++oblika)
{
// Ali lahko sem postavimo ploséek te oblike?
if (prosti[oblika] <= 0) continue;
if (! PreveriPloscek(oblika + 1, x, y)) continue;
// Postavimo ga in nadaljujmo z rekurzijo.
PostaviPloscek(oblika + 1, x, y, true); ——prosti[oblika];
if (NadaljujPokrivanje(x, y, prosti)) return true;

// Ce nismo uspeli pokriti cele plos&e, ploséek spet odstranimo.
PostaviPloscek(oblika + 1, x, y, false); ++prosti[oblika];

return false; // Ce pridemo do sem, se plosée ni dalo pokriti do konca.

}

Glavna funkcija mora le inicializirati vektor z zacetnim Stevilom plosckov vsake
oblike in pognati rekurzijo od zacetka mreze (torej od zgornjega levega kota):

bool PokrijPlosco()
{

int n = StOblik();

vector<int> prosti(n);

for (int oblika = 0; oblika < n; ++oblika) prosti[oblika] = StPlosckov(oblika + 1);
return NadaljujPokrivanje(0, 0, prosti);

}

Ob vrnitvi iz funkcije je plos¢a bodisi v celoti pokrita (tedaj funkcija vrne true)
bodisi v enakem stanju kot na zacetku, torej prazna (Ce se je sploh ni dalo pokriti;
tedaj funkcija vrne false).
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1. Kapniki

Preprosta, a neucinkovita resitev je, da gremo v zanki po vseh moznih visinah
zeleznice (od 1 do v) in pri vsaki od njih s Se eno vgnezdeno zanko pregledamo
vseh n kapnikov ter prestejemo, koliko od njih bi bilo treba pri tej visini zeleznice
podreti. Ta resitev ima ¢asovno zahtevnost O(nv) in bi pri testnih primerih z nasega
tekmovanja dobila 20 % tock.

Poskusimo to resitev izboljsati. Kako se spreminja stevilo motecih kapnikov, ko
v zanki pocasi dvigujemo zeleznico za 1?7 Stalagmit viSine k; nam je v napoto pri
1 <y < k;, stalaktit visine k; pa pri v —k; +1 < y < v. Na zacetku, na visini y = 1,
nas motijo vsi stalagmiti in noben stalaktit; nato pa, ko pocasi dvigujemo zZeleznico,
nam je pocasi v napoto vse manj stalagmitov in vse ve¢ stalaktitov, dokler nas na
koncu pri y = v ne motijo vsi stalaktiti in noben stalagmit. Ko dvignemo zeleznico
z visine y — 1 na visino y, nas nehajo motiti stalagmiti visine y — 1, za¢nejo pa nas
motiti stalaktiti viSine v —y + 1.

Lahko bi imeli torej tabelo, v kateri bi za vsako mozno visino oznacili, koliko
kapnikov nas tam zacne ali neha motiti; to tabelo lahko pripravimo med branjem
kapnikov, nato pa gremo v zanki po vseh visinah od 1 do v in te spremembe v
Stevilu motecih kapnikov sestevamo, pa bomo v vsakem trenutku to¢no vedeli, koliko
kapnikov nas na tej viSini moti. Ta reSitev porabi O(n + v) Casa in prostora, kar bo
pri nasih testnih primerih dovolj za 60 % tock.

Opazimo pa lahko, da ko pregledujemo mozne visine zeleznice od 1 do v, lahko
posamezni kapnik povzroé¢i spremembo le pri eni visini: pri tisti, kjer se za¢ne (Ce
je stalaktit) ali konca (&e je stalagmit). Ceprav imamo lahko morda 10'® visin, je
moznih sprememb le toliko kot kapnikov, kar je najveé 10°. Na obmoé&ju med dvema
zaporednima spremembama je stevilo motecih kapnikov ves Cas enako, zato se nam
ni treba ukvarjati z vsako visino na tem obmocju posebej.

Pripravimo si torej seznam parov (y, d), ki povedo, da se Stevilo motecih kapnikov
zmanjsa za d, ko viSina Zeleznice naraste z y — 1 na y. Stalagmit visine k; torej v ta
seznam prispeva par (k; + 1, 1), stalaktit viSine k; pa par (v —k; + 1, —1). Nazadnje
dodajmo v seznam Se par (v + 1,0), ki ponazarja konec jame, tako da bomo lahko
upostevali tudi viSine od zadnje spremembe v Stevilu motecih kapnikov do stropa
jame (y = v).

Nato te pare uredimo, tako da tisti z isto visino pridejo skupaj, med njimi pa
pridejo najprej tisti za stalaktite (ki Stevilo motec¢ih kapnikov povedujejo), nato
pa tisti za stalagmite (ki to Stevilo zmanjsujejo). Tako bomo, &e pride do vec
sprememb na isti viSini, najprej prekomerno povecali Stevilo motecih kapnikov, ko
bomo pristevali stalaktite, in ga nato zmanjsali na pravo vrednost, ko bomo odstevali
stalagmite. Na ta nacin ne bomo nikoli imeli premajhnega stevila motecih kapnikov,
na koncu take skupine sprememb na isti visini pa bomo imeli to¢no pravo stevilo
motecih kapnikov na tej visini. Tako lahko po vsaki spremembi preverimo, ce je
trenutno stevilo motecih kapnikov najnizje doslej, in Ce je, si ga zapomnimo. Razlika
v visini med prejsnjo in trenutno spremembo pa nam pove, na koliko visinah velja
tisto Stevilo motecih kapnikov, ki je veljalo pred trenutno spremembo; to bo prislo



Resitve nalog za tretjo skupino 75

prav, ker moramo izpisati ne le najmanjsega moznega Stevila motecih kapnikov,
ampak tudi to, na koliko visinah ga dosezemo.

Ta resitev ima ¢asovno zahtevnost O(nlogn), namrec¢ zaradi urejanja sprememb;
vse ostalo je O(n).

F#include <iostream>
F#include <utility>
#include <algorithm>
#include <vector>
F#include <string>

using namespace std;
typedef long long int llint;

int main()

{

// Preberimo stevilo in tip kapnikov.
llint v; int n, m = 0; string s; cin >> v >> n >> s;

// Preberimo visine kapnikov in pripravimo tabelo parov (y, d), ki povedo, da nas neki
// kapnik na novo (d < 0 7 zacne : neha) motiti, ko visina Zeleznice zraste na y.
vector<pair<llint, int>> spremembe(n + 1);
for (inti = 0; i < n; ++i)
{

llint ki; cin >> ki;

/] Ce je to stalagmit, nas neha motiti pri visini ki + 1.

if (s[ij == 'M') ++m, spremembe[i] = {ki + 1, 1};

/] Ce je stalaktit, nas zaéne motiti pri viini v — ki + 1.

else spremembe[i] = {v — ki + 1, —1};

}
spremembe[n] = {v + 1, 0};

// Pregledujmo spremembe po naras&ajoéi visini. ,,m" pove, koliko
// kapnikov nas moti; trenutno (pri y = 1) so to vsi stalagmiti.
sort(spremembe.begin(), spremembe.end());
int naj = n + 1; llint koliko = 0;
for (inti =0;i <= n;i++)
{
llint dv = spremembeli].first — (i == 0 7 1 : spremembe[i — 1] first);
// Od prejsnje spremembe do trenutne je dv moznih visin, kjer nas moti m kapnikov.
if (m < naj) naj = m, koliko = dv; // Nova najboljsa resitev.
else if (m == naj) koliko += dv; // Izenadena dosedanja najboljsa resitev.
// Upostevajmo spremembo v Stevilu moteéih kapnikov.
m —= spremembe][i].second;

printf("%d %11d\n", naj, koliko); return 0;

}

Namesto urejanja parov (y, d) bi lahko uporabili kak$no primerno uravnotezeno dre-
vesasto podatkovno strukturo, na primer rdece-¢rno drevo (v C++ lahko uporabimo
razred map iz standardne knjiznice); kot kljuc¢e v njem bi uporabili vrednosti y, pri-
padajoca vrednost pa bi bilo stevilo, ki pove, za koliko se pri tem y spremeni stevilo
kapnikov, ki so nam v napoto. Na koncu se lahko s pomocjo te strukture sprehodimo
po vseh takih visinah v narascajoem vrstnem redu in sproti primerno popravljamo
Stevilo kapnikov, ki so nam trenutno v napoto. Casovna zahtevnost te resitve je Se
vedno O(nlogn), ker nam vsaka operacija na drevesu vzame O(logn) Casa.
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2. Socialno omrezje

Naj bo P(u) mnozica, ki jo sestavljajo oseba u in vsi njeni prijatelji; in naj bo S(u)
mnozica, ki jo sestavljajo vsi sovrazniki osebe u. Razmislimo zdaj, kako preverjati
vsako od treh pravil, ki jih omenja besedilo naloge.

(1) Pravilo ,prijatelj mojega prijatelja je tudi moj prijatelj“ pomeni, da ¢e sta
u in v prijatelja, mora biti vsak u-jev prijatelj tudi v-jev prijatelj in obratno, torej
mora biti P(u) = P(v). To velja za vsakega u-jevega prijatelja v; vidimo torej, da
morajo vsi u-jevi prijatelji imeti enako mnozico prijateljev kot wu.

Ta pogoj je torej potreben, da pravilo (1) velja, hitro pa vidimo, da je tudi
zadosten: recimo, da za vsak u in za vse v € P(u) velja P(v) = P(u). Vzemimo
poljubne take konkretne u, v in w, kjer je v € P(u) in w € P(v). Iz v € P(u)
potem sledi, da je P(u) = P(v), torej je w € P(v) = P(u), torej je w (ki je prijatel;
u-jevega prijatelja, namreé¢ v-ja) tudi u-jev prijatelj.

Pravilo (1) lahko torej preverimo tako, da gremo pri vsakem u po vseh njegovih
prijateljih v in preverjamo, ¢e velja P(u) = P(v). Za vsak v si tudi ozna¢imo, da
smo ga ze videli in da nam kasneje ni treba iti Se zanj po njegovih prijateljih w in
preverjati, e zanje velja P(v) = P(w), kajti takrat Ze vemo, da ima v iste prijatelje
kot u in Ce je preverjanje pogoja uspelo pri u, bo tudi pri v, torej ga pri v ni treba
preverjati Se enkrat.

(2) Pravilo ,sovraznik mojega prijatelja je tudi moj sovraznik® pomeni, da ée sta
u in v prijatelja, mora biti vsak u-jev sovraznik tudi v-jev sovraznik in obratno, torej
mora biti S(u) = S(v). Vsi u-jevi prijatelji morajo torej imeti ne le enako mnozico
prijateljev kot u (zaradi prvega pravila), pa¢ pa tudi enako mnozico sovraznikov kot
u (zaradi drugega pravila). O tem, da je ta pogoj tudi zadosten, se lahko prepri¢amo
¢isto podobno kot pri prvem pravilu. Ta pogoj lahko tudi preverjamo v isti sapi s
tistim za pravilo (1).

Preden se lotimo tretjega pravila, imejmo v mislih naslednje: naloga od nas
zahteva le, da ugotovimo, ¢e omrezje ustreza vsem trem pravilom skupaj, ne pa za
vsako pravilo posebej. Ce na primer omrezje ne ustreza pravilu (1) ali (2), bomo
ze zaradi tega morali odgovoriti, da pravilom ne ustreza, in takrat bo vseeno, ali
pravilo (3) sploh preverjamo (oz. ali ga preverjamo pravilno ali ne). Zato smemo
pri preverjanju pravila (3) predpostaviti, da omrezje praviloma (1) in (2) ustreza.

(3) Zdaj nam torej ostane Se pravilo ,sovraznik mojega sovraznika je moj prija-
telj To pomeni, da ¢e ima na primer u sovraznika v in w, sta si slednja v odnosu
,sovraznik mojega sovraznika“, torej si morata biti prijatelja; vsi u-jevi sovrazniki
morajo biti v-jevi prijatelji: S(u) C P(v). Po drugi strani za vsakega v-jevega pri-
jatelja x velja, da je u sovraznik z-ovega prijatelja (namre¢ v-ja), torej mora biti
tudi z-ov sovraznik, saj smo rekli, da bomo pri preverjanju pravila (3) predposta-
vili, da omrezje ustreza pravilu (2); torej je vsak v-jev prijatelj tudi u-jev sovraznik:
P(v) C S(u). Oboje skupaj nam dé S(u) = P(v).

Ali je treba ta pogoj preveriti za vse u-jeve sovraznike? Rekli smo, da bomo
pri preverjanju pravila (3) predpostavili tudi, da omrezje ustreza pravilu (1); zaradi
slednjega imajo vsi v-jevi prijatelji enako mnozico prijateljev; ¢e smo torej preverili,
da je S(u) = P(v), potem za poljubnega drugega u-jevega sovraznika, recimo w,
velja, da je w € S(u), zato w € P(v), zato je w prijatelj v-ja in ima torej tudi sam
enako mnozico prijateljev kot v: P(w) = P(v), torej S(u) = P(w), torej nam tega
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pogoja ni treba preveriti Se za w, ¢e smo ga ze preverili za v. Dovolj je torej pri
vsakem u pogledati le enega njegovega sovraznika v (katerega koli) in zanj preveriti,
ali je S(u) = P(v).

#include <cstdio>
#include <vector>
F#include <unordered_set>
using namespace std;

bool ObdelajOmrezje()
{
// Preberimo podatke o omreZju.
int n, m; scanf("%d %d", &n, &m);
vector<unordered_set<int>> P(n), S(n); // prijatelji in sovrazniki vsakega ¢loveka
for (int u = 0; u < n; ++u) Plu].insert(u);
for (int i =0; i < m; ++i) {
int ai, bi, pi; scanf("%d %d %d", &ai, &bi, &pi);
auto &V = pi ? P : S; V[——ai].insert(——bi); V[bi].insert(ai); }
// Preverimo, &e ustreza vsem trem pravilom.
vector<bool> pregledan(n, false);
for (int u = 0; u < n; +—+u) if (! pregledan[u])
{
// Preverimo, ali imajo vsi u-jevi prijatelji enaki mnoZici
// prijateljev in sovraZnikov kot u (pravili 1 in 2).
for (int v : P[u])
if (P[v] != P[u] || S[v] != S[u]) return false;
else pregledan[v] = true;
// Ce ima u kaj sovraZnikov, morajo biti oni prijatelji med sabo
// (pravilo 3). Dovolj je, e to preverimo za enega od njih.
for (int v : S[u])
if (P[v] != S[u]) return false;
else break;

}

return true;

}

int main()

{

// Preberimo $tevilo omreZij in jih obdelajmo v zanki.

int t; scanf("%d", &t);

while (t—— > 0) printf("%s\n", ObdelajOmrezje() ? "DA" : "NE");
return 0;

}

Razmislimo Se o casovni zahtevnosti te resitve. Najbolj neugodna poraba casa na-
stopi, ¢e omrezje ustreza vsem pravilom, in sicer zato, ker se postopek izvede do
konca le takrat (sicer pa se prekine, ¢im opazi, da omrezje kaksnemu pravilu ne
ustreza), pa tudi zato, ker preverjanje, ali sta dve mnozici enaki, vzame najveé¢ casa
ravno takrat, ko sta res enaki — za mnozici A in B nam to vzame O(min{|A4|, |B|})
Casa.

Recimo torej zdaj, da omrezje ustreza vsem trem pravilom. Taksno omrezje je
razdeljeno na eno ali ve¢ skupin prijateljev, pri ¢emer so si v vsaki skupini vsi ljudje
med seboj prijatelji (in vsi imajo enako mnozico sovraznikov). Od vsake take skupine
se nasa glavna zanka ukvarja le z enim u, kajti pri vseh nadaljnjih ¢lanih skupine
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vidi, da so bili ze pregledani. Recimo, da ima ¢-ta skupina k; ¢lanov in da imajo po s;
sovraznikov; potem porabimo pri tej skupini za vsakega od k; ¢élanov po O(k;) Casa,
da preverimo P(u) = P(v), in Se O(s;) ¢asa, da preverimo S(u) = S(v); nato pa
porabimo Se O(s;) Casa, da preverimo S(u) = P(v) za enega od u-jevih sovraznikov
v. Vsega skupaj torej pri tej skupini porabimo O(k? +k;s;) ¢asa; ¢asovno zahtevnost
celotnega postopka dobimo, ko to sestejemo po vseh skupinah.

Toda spomnimo se, da je k2 +k;s; ravno skupno stevilo prijateljstev in sovrastev,
v katerih so udelezeni cClani te skupine; vse te odnose, za vse skupine, smo morali
na zadetku prebrati iz vhodnih podatkov, opis naloge pa pravi, da jih je (po vseh
skupinah) najve¢ m. Natancneje povedano, vsota Zl(kf + k;is;) po vseh skupinah
i je enaka 2m + n, saj smo si vsak odnos, prebran iz vhodnih podatkov, zapisali na
dveh mestih (npr. da je u prijatelj v-ja in da je v prijatelj u-ja), poleg tega pa smo v
vsako P(u) dodali $e u-ja samega. Casovna zahtevnost postopka je torej O(n +m).

3. Proizvodnja cepiva

V tej resitvi bomo besedo proizvodnja vedno uporabljali za skupno koli¢ino pro-
izvedenega cepiva do vklju¢no dolocenega dne, Stevilu opravljenih nadgradenj do
vklju¢éno dolo¢enega dne pa bomo rekli zmogljivost (ker doloéa, koliko cepiva bomo
odtlej lahko proizvedli v enem dnevu).

Nalogo lahko resujemo z dinami¢nim programiranjem. Najprej si bomo ogledali
preprosto resitev, ki je za testne primere na nasem tekmovanju ze ¢isto dovolj dobra,
kasneje pa bomo videli, da jo lahko tudi Se precej izboljsamo.

Naj bo f(t, z) najve¢ja mozna proizvodnja, ki jo je mogoce doseéi v prvih ¢ dneh,
¢e smo v tem casu izvedli natanko z nadgradenj in ¢e smo ob tem spostovali vse
omejitve, ki zapadejo v tem ¢asu (torej ki imajo z; < t). Naloga potem pravzaprav
sprasuje po najmanjsem takem ¢, pri katerem funkcija f doseze vrednost k ali vec;
to, pri katerem z jo doseze, ni pomembno, saj nam je vseeno, s koliko nadgradnjami
dosezemo zahtevano proizvodnjo; tudi ni pomembno, Ce je ta ¢ manjsi od roka kaksne
omejitve, saj smo s proizvodnjo k gotovo izpolnili tudi vse morebitne preostale
omejitve (besedilo naloge namreé¢ zagotavlja, da je pri vseh omejitvah y; < k).

Vrednosti f(t, z) lahko ra¢unamo s preprostim rekurzivnim razmislekom: na dan
t bodisi proizvajamo bodisi nadgrajujemo. Ce proizvajamo, delamo to pri zmoglji-
vosti z, torej bomo proizvedli z enot cepiva, pred tem pa smo morali v prvih ¢t — 1
dneh izvesti z nagradenj in smo torej proizvedli najve¢ f(t — 1, z) enot; tako imamo
skupno proizvodnjo f(t—1,z)+z. Ce pa na dan t nadgrajujemo, ne proizvedemo ni-
Cesar, v prvih ¢ —1 dneh pa smo morali imeti z— 1 nadgradenj in smo torej proizvedli
najve¢ f(t — 1,z — 1) enot. Za f(t,z) bomo vzeli boljSo od teh dveh moznosti:

ft,2) =max{f(t—1,z—1), f(t —1,2) + z}.

Ta funkcija je naceloma definirana za 0 < z < ¢, saj v ¢ dneh ne moremo izvesti vec¢
kot t nadgradenj. Robni primer nastopi pri z = 0: zacetna zmogljivost je 0 in ce
smo pri njej tudi ostali, bo tudi proizvodnja 0, torej je f(¢,0) = 0. Funkcijo lahko
ra¢unamo po narascajocih t, pri vsakem t pa z vgnezdeno zanko po z. Opazimo
lahko tudi, da ko ra¢unamo vrednosti funkcije f za dan t, potrebujemo le tiste za
dan t — 1, starejSe vrednosti (za dneve od 0 do ¢t — 2) pa lahko sproti pozabljamo in
tako privarcujemo nekaj pomnilnika.
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Omejitve (zi,y;) lahko zdaj upoStevamo takole: ¢e na dan ¢ zapade neka taka
omejitev, torej Ce je x; = t, potem za vsak z, pri katerem je dosedanja formula
dala f(¢,2) < ys, v mislih postavimo f(t,z) na —oco. Vrednost f(¢,z) < y; namrec
pomeni, da z natanko z nadgradnjami v prvih ¢t dneh ni mogoce izpolniti omejitve
(z4,¥:), torej se na razpored nadgradenj, s katerim je bila vrednost f(t, z) dosezena,
tudi ne smemo sklicevati v nadaljevanju pri ra¢unanju funkcije f za kasnejse dneve
(na primer za dan t + 1). Ravno to pa dosezemo s tem, ko smo postavili njeno
vrednost na —oo, saj bo tako postala popolnoma neprivlaéna v formuli za izracun
ft+1,2)in f(t+1,2z41).

Oglejmo si zdaj implementacijo te resitve v C++. Vrednosti funkcije f za tre-
nutni dan ¢t bomo hranili v vektorju f, tiste za dan t 4+ 1 pa racunali v vektorju ff.
Namesto vrednosti —oo uporabljamo —1, pazimo pa seveda na to, kako jo upora-
bljamo v max{...} v formuli za f(¢,z). Za laZje upostevanje omejitev bomo le-te
na zacetku uredili po ¢asu x;. V zunanji zanki gremo potem po omejitvah, znotraj
nje pa v vgnezdeni zanki po dnevih ¢ do roka z; trenutne omejitve in racunamo
vrednosti funkcije f; ko pridemo do x;, pa Se preverimo, pri katerih z je res dose-
7ena zahtevana proizvodnja y;. Cim dosezemo proizvodnjo k, se takoj ustavimo in
izpiSemo trenutni dan ¢, saj so s tem gotovo dosezene Ze tudi vse morebitne preo-
stale omejitve. Ostane Se moznost, da je proizvodnja k dosezena Sele po roku zadnje
omejitve; za to lahko poskrbimo tako, da na konec seznama omejitev dodamo Se eno
namisSljeno omejitev z dovolj poznim rokom (npr. k + 1 dni za rokom zadnje prave
omejitve), da bo do takrat gotovo dosezena proizvodnja k.

#include <vector>
#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <utility>
using namespace std;

int main()

// Preberimo vhodne podatke.

int k, d; cin > k >> d;

vector<pair<int, int>> omejitve(d);

for (auto &O : omejitve) cin >> O.first >> O.second,;

// Uredimo omejitve po &asu.
sort(omejitve.begin(), omejitve.end());

// Dodajmo na konec Se eno omejitev, v kateri bo proizvodnja k gotovo doseZena.
omejitve.emplace_back((omejitve.empty() ? O : omejitve.back().first) + k, k);

// Naj bo f(t, z) najvedja moZna proizvodnja v prvih t dneh,

// e izvedemo natanko z nadgradenj in upostevamo vse omejitve.
vector<int> f, ff; int t = 0; f.push_back(0); ff.push_back(0);

for (auto [xi, yi] : omejitve)

// lzraéunajmo moZnosti proizvodnje do vkljuéno dneva xi.
while (t < xi)

f.push_back(—1); ff.push_back(—1); ++t;
// flz] hrani vrednosti f(t — 1, z); izraéunajmo f(t, z) in jih shranimo v ff[z].
for (intz=1;z <=t; ++2)

if ((fflz] = max(flz — 1], f[z] <07? —1:f[z] 4+ 2)) >=k) {
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/] Ce doseZemo proizvodnjo k, lahko takoj konc¢amo.
cout << t << endl; return 0; }

swap(f, ff);

// Razveljavimo rezultate, ki ne doseZejo trenutne omejitve.
for (auto &fi : f) if (fi < yi) fi = —1;

// Ce pridemo sem, je naloga zaradi omejitev neresljiva.
return —1;

}

Zunanja zanka (po omejitvah) se naceloma vedno prekine predéasno s tem, da do-
sezemo proizvodnjo k. Edini nac¢in, da pridemo do stavka return —1 na koncu, je ta,
da je problem neresljiv, ker ni mogoce ustre¢i vsem omejitvam (na primer: morda
imamo omejitev, ki zahteva ze v prvih treh dneh proizvodnjo 10 enot); toda naloga
zagotavlja, da se pri nasih testnih primerih to ne bo zgodilo.

Razmislimo o &asovni zahtevnosti te resitve. Ce je T rezultat, ki ga na koncu
vrnemo, torej Stevilo dni, v katerih smo proizvedli k£ enot, smo do takrat izracunali
f(t,2) zavse 0 < z <t < T, kar nam vzame O(T?) ¢asa. Pred tem je $e O(dlogd)
Casa za urejanje omejitev po roku x;, kar je sicer v praksi zanemarljivo, saj je
Stevilo omejitev d majhno. Tega, kaksen je v najslabSem primeru 7T, sicer ni Cisto
trivialno oceniti, lahko pa si predstavljamo, da je T bolj reda O(v'k) kot O(k), kajti
proizvodnjo k lahko dosezemo v 2vk dneh tako, da najprej vk dni nadgrajujemo
in nato vk dni proizvajamo pri zmogljivosti vk enot na dan. Kasneje bomo videli,
da je T = O(Vkd), torej ima nasa dosedanja resitev zahtevnost O(kd + dlogd).
(Videli bomo tudi, da za najbolji rezultat ne potrebujemo veé kot | vk | nadgradenj,
torej nam funkcije f(¢,z) ne bi bilo treba racunati za vse z < t, ampak le do
z = min{t, [v/k]}, kar nam zmanj$a ¢as racunanja funkcije f na O(TV'k), torej
skupaj O(kv/d + dlogd) za celoten postopek.)

Dosedanja resitev je za testne primere na nasem tekmovanju ze vec kot dovolj
dobra. V nadaljevanju si bomo ogledali Se eno ali dve boljsi resitvi, ob tem pa
se bomo tudi bolje seznanili s strukturo problema, kar nam bo omogocilo oceniti
casovno zahtevnost nasih resitev.

Boljsa resitev z razmislekom po intervalih. Uredimo spet, tako kot ze pri
prejénji reSitvi, omejitve (z;,y:) naraséajoce po ¢asu z;. Ce imamo ve¢ omejitev z
istim rokom z;, obdrzimo le tisto z najvisjo zahtevano proizvodnjo y;, saj bo vsak
razpored nadgradenj, ki ustreza tej omejitvi, ustrezal tudi tistim z istim rokom in
nizjo zahtevano proizvodnjo. Podobno, ¢e opazimo, da ima naslednja omejitev sicer
kasnejsi rok kot prejsnja, vendar nizjo ali enako zahtevano proizvodnjo, lahko to
naslednjo omejitev pobrisemo, saj bo vsak razpored, ki bo ustrezal prejsnji, s tem
ze ustregel tudi tej naslednji. V nadaljevanju torej predpostavimo, da smo omejitve
na ta nacin uredili in precistili, tako da zdaj velja 0 < z1 < 2 < ... < x4 in
0 <y1 <y2 <...<yq. Za potrebe opisa nase resitve si mislimo Se zg = yo = 0.
Recimo, da imamo dva zaporedna dneva, t in t + 1, da dan t ni rok nobene
omejitve in da na dan ¢ proizvajamo cepivo, naslednji dan pa nadgrajujemo tovarno.
Ce bi to dvoje zamenjali in raje nadgrajevali na dan t, proizvajali pa na dan t+1, bi
bila zmogljivost na koncu teh dveh dni enaka kot pred to zamenjavo, proizvodnja pa
za 1 visja, ker bi na dan ¢+ 1 po nadgradnji proizvedli eno enoto ve¢ kot v prvotnem
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scenariju na dan ¢t pred nadgradnjo. To, da se je proizvodnja, do katere bi sicer
prislo na dan t, zdaj zamaknila na dan ¢ + 1, bi lahko bila tezava le, ¢e bi na dan ¢
padel rok kaksne omejitve, kar pa se, kot smo predpostavili, ne zgodi.

Roki omejitev nam razdelijo ¢asovno premico na intervale, pri ¢emer r-ti ome-
jitvi ustreza interval, ki ga tvorijo dnevi z,—1 + 1,...,z,. DolzZino r-tega intervala
oznadimo s t, := z» — r_1. Ce imamo nek veljaven razpored nadgradenj (tak, ki
ustreza vsem omejitvam) in ¢e znotraj nekega intervala ne nastopijo vse nadgra-
dnje na zacetku intervala, lahko razpored izboljsamo, ce jih premaknemo na zacetek
intervala, saj smo v prejsnjem odstavku videli, da se pri tem proizvodnja poveca,
zmogljivost pa ostane enaka, torej bo tako spremenjen razpored Se vedno ustrezal
omejitvam. Ni se nam torej treba bati, da bi spregledali optimalno resitev, ce se v
nadaljevanju omejimo na take razporede, ki znotraj vsakega intervala vedno najprej
nekaj dni (lahko tudi 0 dni) samo nadgrajujejo, potem pa odtlej do konca intervala
samo proizvajajo.

Pri iskanju optimalnega razporeda vsaj do konca zadnjega intervala, se pravi za
prvih 24 dni (z vprasanjem, kako od tam potem najhitreje priti do proizvodnje k, se
bomo ukvarjali malo kasneje), je torej vprasanje predvsem, koliko nadgraden]j izvesti
v vsakem od teh intervalov — to, kdaj jih izvesti, pa smo ze videli: na zacetku
vsakega intervala. Na misel nam lahko pride, da bi razpored gradili postopomas:
najprej izberemo stevilo nadgradenj v prvem intervalu, nato v drugem in tako naprej.
Toda kaj je pravzaprav najboljse Stevilo nadgradenj v prvem intervalu? To ni nujno
tisto, ki maksimizira proizvodnjo v prvem intervalu; vCasih je bolje posvetiti ve¢ casa
nadgrajevanju in proizvesti le toliko, kolikor je nujno treba, da dosezemo omejitev
Y1, zato pa imamo potem visjo zmogljivost za kasnejso proizvodnjo. Po drugi strani
tudi ni nujno najbolje izvesti najvecjega moznega Stevila nadgradenj, s katerim Se
lahko dosezemo omejitev yi, ker bo tako dosezena proizvodnja mogoce preslabo
izhodisce za naslednjo omejitev (ki ima mogoce rok kmalu za prvo, vendar ob&utno
vigjo y2). Ker torej vnaprej ne moremo vedeti, koliko nadgradenj je pametno izvesti
v prvem intervalu, bomo preizkusili vse moznosti in si za vsako zapomnili dosezeno
proizvodnjo.

Ker velja podoben razmislek tudi pri kasnejsih intervalih, si zastavimo podpro-
bleme taksne oblike: naj bo f-(z) najveéja proizvodnja, ki jo je mogoce dosec¢i do
konca r-tega intervala (torej v prvih z, dneh), ¢e moramo pri tem ustredi prvim
r — 1 omejitvam in opraviti natanko z nadgradenj. Ce ta problem sploh ni resljiv, si
mislimo f-(z) = —oo. Tudi ¢e je resljiv, Se ni nujno, da doseze proizvodnjo y,, ki jo
zahteva r-ta omejitev; definirajmo z™™ in z™** kot najmanjso in najve&jo vrednost
z-ja, pri kateri je fr(2) > yr.

Ko resujemo tak podproblem — torej ko ra¢unamo vrednost f,(z) — se moramo
med drugim odloéiti, koliko nadgradenj bi opravili v zadnjem (torej r-tem) intervalu;
recimo, da jih opravimo u. V prejsnjih r — 1 intervalih moramo torej opraviti z — u
nadgradenj in ustre¢i vsem tamkajSnjim omejitvam; najvecja proizvodnja, ki jo je
mogoce pri tem dosedi, je fr—1(z —u). V r-tem intervalu potem porabimo u dni za
nadgradnje, s ¢cimer dosezemo zmogljivost z, tako da potem v preostalih t,, — u dneh
tega intervala proizvedemo Se (¢t» — u) - z enot. Tako dosezemo proizvodnjo

Fr(zyu) = froi(z —u) + (8 —u) - 2.

Ker hocemo za f-(z) ¢im vejo proizvodnjo, bomo seveda vzeli tak u, pri katerem
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je Fr(z,u) ¢im vecja. Toda kateri u sploh pridejo v poStev? Seveda mora biti 0 <
u < t,, saj ima 7-ti interval le ¢, dni; poleg tega pa mora biti 2y < z —u < 27,
saj drugace razpored za prvih r — 1 intervalov z z — u nadgradnjami sploh ne more

ustreéi prvim r — 1 omejitvam.® Tako lahko zakljuéimo:

fr(2) = max{F,(z,u) : max(0, z — %) < u < min(t,, z — z"1)}.
Za katere z ima sploh smisel razmisljati o tem? Z manj kot 2™ nadgradnjami
ne moremo ustreci niti prvim r — 1 omejitvam, torej tudi prvim r omejitvam ne;

po drugi strani, ¢e bi hoteli ve¢ kot 2z + ¢, nadgradenj, bi lahko porabili za

nadgradnje celoten r-ti interval (¢, dni), pa bi jih Se vedno ostalo ve¢ kot 222 za
prejsnjih r — 1 intervalov, s ¢imer spet ne bo mogoce ustreci prvim r — 1 omejitvam.
Tako torej vidimo, da je f,(z) smiselno rac¢unati za z™% < z < 22 4 ¢,.. (Tema
dvema mejama recimo 22" 1= ZM ipn gAY = ;MAX 4 ¢ - t0 bo prislo prav kasneje.
Zunaj tega obmodja je fr nedefinirana (oz. enaka —oo), kajti tam nam, kot smo
videli, ostane za prvih k£ — 1 intervalov premalo ali preve¢ nagradenj, da bi z njimi
lahko ustregli prvim k& — 1 omejitvam.)

Vidimo, da za izracun funkcije f, potrebujemo vrednosti funkcije f.—1, zato je
koristno te funkcije racunati narasc¢ajoce po r. Pri vsakem r gremo v gnezdeni zanki
po z in v Se eni po wu, izracunane vrednosti fr(z) pa shranjujemo v tabelo, da nam
bodo pri roki kasneje za izracun funkcije fr11. Zac¢nemo pa pri r = 0, kjer imamo
le z=01n fo(0) =0.

Ta postopek se konca, ¢e ne prej, takrat, ko pridemo do konca omejitev in izra-
¢unamo tudi funkcijo fq; tedaj nam ostane Se vprasanje, kako od tam ¢im hitreje
priti do Zelene kon¢ne proizvodnje k. Lahko pa se ze prej pri nekih r in z zgodi, da
dobimo f»(z) > k; to pomeni, da lahko Ze v r-tem intervalu dosezemo zahtevano pro-
izvodnjo k, s tem pa gotovo ustrezemo tudi vsem preostalim omejitvam (yr, ..., yq4),
saj besedilo naloge pravi, da za vse omejitve velja y; < k. V tem primeru se lahko s
trenutno omejitvijo in vsemi preostalimi nehamo ukvarjati in se delamo, da je bilo
omejitev le r — 1 (v mislih postavimo d na r — 1) ter takoj sko¢imo na vprasanje,
kako nadaljevati po tej zadnji omejitvi, da bomo ¢im hitreje dosegli proizvodnjo k.

Recimo torej zdaj, da smo ustregli vsem omejitvam in v prvih x4 dneh izve-
dli z nadgradenj ter proizvedli fq(z) enot cepiva. Kako od tu ¢im hitreje doseci
proizvodnjo k — z drugimi besedami, kako ¢im prej proizvesti Se k — fq(z) enot?
Ker nas od tu naprej ne vezejo veC roki omejitev, je tudi zdaj smiselno najprej
nekaj ¢asa le nadgrajevati, nato pa le proizvajati. Ce porabimo u dni za nadgra-
dnje, bomo imeli zmogljivost z + u in za izdelavo k — f4(z) enot bomo potrebovali
se [(k — fa(2))/(z + uw)] dni. Skupaj z u dnevi za nadgradnje smo tako porabili

SNaceloma bi morali dodati Se pogoj, da mora biti fr—1(z —u) > yr_1, saj drugace razpored,
ki ga dobimo pri tem w, ne bo ustrezal omejitvi r — 1. Toda kot bomo videli kasneje, je funkcija
fr—1 konkavna, kar pomeni, da najprej nekaj casa samo narasca, od nekega trenutka naprej pa

min X

ves Cas samo $e pada. Spomnimo se, da ima f._1 pri z; in 2?7 vrednost vsaj y, ter da z —u

lezi nekje na obmodcju od z,rc"inl do z*T; torej, Ce bi bila f,._1(z —u) < y,, bi to pomenilo, da je
funkcija fr—1 od 2™ do z — u nekje padala, kasneje pa je od z — u do z™*¥ nekje naraséala. To
pa je pri konkavni funkciji nemogoce, saj taka funkcija, ko enkrat za¢ne padati, kasneje nikoli vec
ne narasca. Toda tudi ¢e tega razmisleka ne opravimo, lahko v nasem programu, ko bomo z zanko
pregledovali mozne u, pri vsakem brez tezav Se pogledamo, ¢e zanj velja f,_1(z —u) > y,r—1; ta
pogoj bo sicer vedno izpolnjen in z njim bomo le zapravili nekaj ¢asa, vendar ne toliko, da bi se
nam bilo treba zaradi tega vznemirjati.



g(u) == u+ [(k — fa(2))/(z + u)] dni. Isemo seveda tak u, pri katerem bo g(u)
najmanjsa. Preprosta resitev je, da v zanki poveéujemo u po 1, raéunamo g(u) in si
zapomnimo najmanjso doslej dosezeno vrednost te funkcije; recimo ji g*. S¢asoma
nam u doseze g* in takrat vemo, da bo odtlej g(u) > u > g*, torej odtlej ne bomo
ve¢ nasli resitve, boljSe od ¢* (z drugimi besedami, pri tem u bi porabili Ze samo
za nadgradnje toliko ¢asa, kolikor ga pri najboljsi resitvi porabimo za nadgradnje in
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proizvodnjo skupaj).

seveda v zanki preizkusiti vse (od 27" do zj

Pri razmisleku v prejsnjem odstavku smo zaceli z zmogljivostjo z in proizvodnjo
fa(z). Ker vnaprej ne moremo vedeti, katera z bo dala najboljSo resitev, moramo

max)

#include <vector>
#include <algorithm>
#include <iostream>
using namespace std;

int main()

{

// Preberimo vhodne podatke.

int k, d, r; cin >> k >> d;

struct Omejitev { int x, y; }; // zahteva proizvodnjo y enot v prvih x dneh
vector<Omejitev> omejitve; omejitve.reserve(d + 1); omejitve.resize(d);

for (auto &O : omejitve) cin >> O.x >> O.y;

omejitve.push_back({0, 0}); ++d; // Dodajmo se , omejitev” (0, 0) na zacletku.

// Uredimo omejitve po &asu.
sort(omejitve.begin(), omejitve.end(), [] (const auto &a, const auto &b) {
return a.x < b.x || ax == b.x && ay > b.y; });

// lzraéunajmo mozZne kombinacije zmogljivosti in proizvodnje na koncu vsakega intervala.

vector<int> f = { 0 }, ff;
for (r=1; r < d; ++r)
{
if (f.empty()) break; // V f[z] so vrednosti fr_1(z);
ff.clear(); // v ff[z] bomo izra¢unali vrednosti f(z).
const Omejitev &O = omejitve[r], &OP = omejitve[r — 1];
int tr = O.x — OP.x; // t, = trajanje trenutnega intervala

if (tr <= 0) continue; // Od omejitev z istim x upostevamo le prvo (z najve&jim y).

if ((tr/2)* (tr —tr / 2) >=k — OP.y)
break; // Ce je interval dovolj dolg, bomo na njem gotovo dosegli k.
int zMax = f.size() — 1; // 21
bool konec = false;
for (int z = 0; z <= zMax + tr; ++z)
{
// Recimo, da ho&emo na koncu intervala dose&i zmogljivost z.
// lzraéunajmo najvecjo mozno proizvodnjo.
intp= -1,
for (int u = max(0, z — zMax); u <= min(tr, z); ++u)
// Preizkusimo moZnost, da v tem intervalu izvedemo u nadgraden;.
if (fz — u] >= OP.y) p = max(p, flz — u] + (tr — u) * z);
if (p < O.y) p= —1; // nismo dosegli omejitve
ff.push_back(p);
if (p >= k) { konec = true; break; }

}
if (konec) break; // Ali se dd doseci proizvodnjo k?
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while (! ff.empty() && ff.back() < 0) ff.pop_back();
swap(f, ff);

// Zdaj imamo v f moZne vrednosti proizvodnje bodisi na koncu zadnjega intervala
// ali pa na koncu nekega takega intervala, kjer lahko v naslednjem Ze doseZemo k.
// Vprasanje je torej le Se, kako &m hitreje dosedi k.
int tMin = —1, tZdaj = omejitve[r — 1].x;
for (int z = 0; z < f.size(); ++2)

/] Ce zaénemo v (z, p) in nadgrajujemo u dni, bomo porabili skupaj

// f(u) =u + [(k— p) / (z + u)] dni. Pois¢imo minimum tega.

if (int p="[z]; p>=0) for (intu=(z==071:0);; ++u)

{

// Mogodée pri tem u Ze samo nadgrajevanje traja dlje kot
// nadgrajevanje + proizvodnja pri najboljsi doslej znani resitvi.
// Ce je tako, bo pri vejih u samo e slabse in lahko kon&amo.
if (tMin >= 0 && tZdaj + u > tMin) break;
int zSkupaj = z + u;
int kand = tZdaj + u + (k — p + zSkupaj — 1) / zSkupaj;
if (tMin < 0 || kand < tMin) tMin = kand;
}
cout << tMin << endl; return 0;

}

Tudi to resitev bi se dalo na razne nacine Se izboljsati. Po urejanju omejitev lahko
omejitve r, pri katerih je z, > z,_1 in y, < y,_1, preprosto zavrzemo, saj vsak
razpored, ki ustreze omejitvi r — 1, gotovo ustreze tudi omejitvi r (ki ima kasnejsi
rok in ni¢ vi§jo zahtevano proizvodnjo). Z zanko po z smo $li v gornji resitvi od
0 do z™* + t,., toda lahko bi zadeli pri 2™ namesto pri 0, kajti e prvim r — 1
omejitvam ni mogoce ustre¢i z manj kot toliko nadgradnjami, potem tudi prvim
r-omejitvam ne bo; Se veé, lahko bi zanko zaceli pri tistem z, kjer f,_1(z) doseze
svoj maksimum, kajti pri manjsih z vstopimo v r-ti interval z nizjo zmogljivostjo in
nizjo proizvodnjo, od tega pa ne more biti nobene koristi. Se nekaj drugih izboljsav
pa zahteva malo vec razmisleka, da se prepricamo o njihovi pravilnosti, zato si jih
bomo ogledali v naslednjih razdelkih.

Najboljsi u pri izraéunu f.(z). Nasa dosedanja resitev porabi najve¢ Casa za
izrac¢un vrednosti funkcije fr(z), ki je, kot se spomnimo, definirana kot max,, Fr(z),
mi pa smo ta maksimum iskali z zanko po vseh primernih u, od max(0, z — 2,2%) do

min(t,, z—2717). Toda izkaZe se, da je ta maksimum vedno doseZen pri najmanjsem

moznem u — recimo mu Ur(z) := max(0,z — 272%7). Ko se bomo prepricali, da to
res drzi, se bomo lahko zanki po u odpovedali in tako prihranili ogromno casa.
Oglejmo si za zacetek majhen primer: recimo, da imamo tri omejitve, (10, 20),
(20,80) in (50,120), in da po dosedanjem postopku izraGunamo zanje funkcije f1,
f2, f3. Spomnimo se, da je fr(z) = max, F,(z,u); zapomnimo si vsakié, pri katerem
u je bil ta maksimum dosezen; recimo mu U (z); zanj je torej fr(z) = Fr(z,Uj(2)).
Levi graf na naslednji sliki prikazuje funkcije fr, pri ¢emer ¢rni krozci predstavljajo
tiste vrednosti, ki lezijo pod omejitvijo y» in jih zato v nadaljevanju postopka (pri
izradunu f,4+1) ne uporabljamo; vodoravna ¢rtkana ¢rta kaze proizvodnjo y,.. Grafi
na desni strani naslednje slike pa prikazujejo funkcije U,, ki nam povedo, koliko
nadgradenj ima v r-tem intervalu najboljsi razpored za f-(z); vodoravna ¢rtkana
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Na levem grafu vidimo, kako lepo konkavne oblike so funkcije f.; vsaka torej
najprej nekaj ¢asa le narasca (in to vse pocasneje), nato pa odtlej le Se pada (in to vse
hitreje). Se zanimivejsi pa so grafi na desni, kjer vidimo, kako preprosta je funkcija
Uy (z): sprva je ves Cas 0, vzpenjati pa se zac¢ne v korakih po 1 in to Sele takrat,
da potem najvisjo mozno vrednost ¢, doseze pri najvisSjem moznem argumentu,
z =z 4+ t,. Z drugimi besedami, velja torej U} (z) = max{0, z — 227} = U, (2),
tako da bomo najboljsi u res lahko rac¢unali po preprosti formuli za U, (z).

Prepricajmo se zdaj, da ta opazanja res drzijo v splosnem. Vpeljimo zapis
Afr(z) == fr(z — 1) — fr(2), ki nam pove, za koliko se vrednost funkcije zmanjsa,
ko se ji argument poveca z z — 1 na z. Neformalni povzetek nasega razmisleka je
naslednji: recimo, da bi radi prvih r intervalov koncali z natanko z nadgradnjami
(in ¢im vedjo proizvodnjo) in da razmisljamo o tem, da bi na zadnjem od teh in-
tervalov izvedli kaksno nadgradnjo ve¢, kot je nujno potrebno, npr. u + 1 namesto
le uw nadgradenj. Z vsako tako dodatno nadgradnjo izgubimo na r-tem intervalu en
dan proizvodnje, ko bi lahko proizvedli z enot; toda po drugi strani na predhodnih
intervalih, kjer moramo zdaj izvesti eno nadgradnjo manj, morda kaj pridobimo —
natan¢neje, pridobimo A f,_1(z —u) enot. Vprasanje je torej, ali pridobimo ve¢, kot
smo izgubili; z drugimi besedami, ali funkcija f,._1 kdaj pada tako hitro, da s tem,
ko se ji argument zmanjsa z z — u na z — u — 1, njena vrednost naraste za z ali vec.
Pokazali bomo, da niti pri najvedji vrednosti argumenta ne pada tako hitro (éeprav
je ze zelo blizu tega); da je konkavne oblike, zato pri nizjih vrednostih argumenta
pada Se pocasneje; in da iz tega res sledi, da je najmanjsi dopustni v tudi najboljsi.

Zapisimo zdaj na$ razmislek bolj formalno. Spomnimo se, da je funkcija fr(2)
definirana na obmodju 2™ od 22**. Trdimo, (a) da pri z = 22 velja Af.(2) =
z—1in (b) da pri 2™ < z < 22 velja Afr(2) < Afr(2+1)—2 (kar lahko zapisemo
tudi kot Afr(z+1)—Afr(z) > 2); in Se, (¢) da pri vseh z velja f,(2) = Fr(z,Ur(2)).

Preden se lotimo dokazovanja te trditve, omenimo njeno koristno posledico: ce
neenacbo Af,(z) < Afr(z+1)—2 uporabimo po veckrat zapored, dobimo A f,.(z) <
Afr(z+1) =2 < Afr(2+2)—4 < Afr(z+3) — 6 in tako naprej; v splosnem torej
Afr(2) < Afr(z +w) — 2w. Ce gremo do w = 2** — 2, dobimo

Afr(z) < Afr(éfﬂnax) - 2(2?“ - Z) = (T)
= (B —1) =207 —2z) =2z — ¥ — 1.

T
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Lotimo se zdaj dokaza nasSe trditve. Dokazovali bomo z indukcijo po r; za
zaCetek se prepri¢ajmo, da trditev velja pri r = 1. Glede (¢) je tako, da je v formuli
f1(2) = max, Fi(z,u) tako ali tako mogo¢ en sam u, namre¢ u = z, saj moramo
vseh z nadgradenj izvesti v edinem intervalu, ki ga imamo; najboljsi in edini w je
torej u = z, ravno tega pa nam tudi priporoéi funkcija Ui (z) = max(0,z — 25**) =
max(0,z — 0) = z. (To, da je 25 = 0, sledi iz dejstva, da v 0 intervalih ne
moremo izvesti ve¢ kot 0 nadgradenj.) Pri 7 = 1 imamo torej fi(z) = Fi(z,2) =
fo(0) + (t1 — 2)z = (t1 — 2)z, funkcija pa je definirana od 2™ = 2™ = 0 do
2P = 2P 4y = t1. Ta formula za fi1(z) nam déd Afi(z) = fi(z — 1) — fi(z) =
(t1—(z=1))(z—1)—(t1 —2)z = 22— 1 —t1. Pri z = ¢1 = 2" imamo torej
Afi(z) = z — 1, torej (a) drzi. Pri manj$ih z pa imamo Afi(z + 1) — Afi(z) =
2(z41)—1—t1] —[22 — 1 — t1] = 2, torej velja tudi (b).

Recimo zdaj, da smo naso trditev ze dokazali do vkljuéno r — 1; preverili bi
radi, da velja tudi za r. Oglejmo si najprej (c), ki govori o tem, pri katerem u je
dosezen maksimum max, Fy(z,u) v formuli za f.(z). Primerjajmo pri fiksnem z
vrednosti Fr(z,u) za dva zaporedna wu: razlika med njima je Fr(z,u+ 1) — Fr(u) =
Froa(z = w = 1)+ (b — 1w — 1)2] — [fror(z — W) + (b — 2] = Afya( — u) —
z = (x). Seveda nas pri izracunu f,(z) = max, Fr(z,u) zanimajo le taki u, ki so
> max(0, z — 2;2%), zato je z — u < 2% < 27, zato lahko za z — u uporabimo
posledico (T) nase trditve, kajti le-ta po induktivni predpostavki Ze velja za r — 1;
imamo torej Afr—1(z —u) < 2(z —u) — 272%F — 1, zato pa Fr(z,u+ 1) — Fr.(u) =
(*)<2(z—u)—2"F —1—2z=(z—u—2"7) — (u+1); od teh dveh ¢lenov je prvi
<0, ker je z —u < 27T, drugi pa je > 0, ker je u > 0; zato je razlika manjsa od 0.
Tako torej vidimo, da je Fy(z,u + 1) — F.(u) < 0, torej se F,(z,u) zmanjsa vsakic,
ko povecamo w za 1, tako da bo maksimum dosezen pri najmanjSem moznem u, to
je pri u = max(0, z — 22%) = U, (z), torej (c) res velja.

S tem zdaj tudi vemo nekaj veé o vrednostih funkcije f(z). Na obmoqu 2t <
2 < 2P 4t imamo U, (2) = z — 2™, na obmod&ju 2™ < z < 2™ pa U,(z) = 0.
Ce to vstavimo v f.(2) = Fr(2,Ur(2)) = fr—1(z — Ur(2)) + (t, — Ur(2))2, dobimo:

Fo(2) = fraa(ZE0) + (e — 2+ 20)2z Y <2 <M+t
" fr—1(2) + tr2 D <z <2

Ce potem izra¢unamo razliko dveh zaporednih f,.(z), dobimo:

2z —1—t, — 2727 2 <z < 7% 4+t
Af(2) = { Afroa(s) =t :2MB < o< omen

Pri z = 2 = 22 + ¢, nam ta formula pove, da je Afr(2) = 2/ + ¢t — 1 =
z — 1, torej velja (a). — Pri z z obmodja 2,227 < z < 223 + ¢, lahko izra¢unamo
Afr(z+1) = Afr(2) = ... =2, torej tu velja (b). — Pri z = 2% lahko izra¢unamo
Afr(z+1) = Afr(2) = ... = 2727 + 1 — Afro1(272%) = (%); ker po induktivni
predpostavki nasa trditev velja za r — 1, nam (T) pove, da je A fr—1(z72%) < 22,28 —

20— 1; zato je (%) > 2 + 1 — |22 mai‘ — 27— 1] = 24 (&7 — 277), kar je
gotovo > 2, saj je zf po deﬁnlcul < 27 tako torej vidimo, da (b) velja tudi
pri z = 2™, — In konéno, pri z z obmodja z™% < z < 2™ lahko izra¢unamo

Afr(zA0) =D fr(2) = [fr-1(zH1) = (D] = [fr-1(2) =2] = [fr-1(z4+1) = fr-1(2)]+1;
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Ze prvi ¢len sam je po induktivni predpostavki (ker nasa trditev velja za r — 1) veéji
ali enak 2, torej velja (b) tudi tukaj. d

Ta razmislek je koristen Se iz nekega drugega razloga poleg tega, da nam omogoca
izogniti se notranji zanki po w pri izra¢unu f,(z): ob njem smo namre¢ potek funkcije
fr spoznali dovolj dobro, da lahko izpeljemo zgornjo mejo vrednosti 22***. Naj bo 2*
tista vrednost z-ja, kjer doseze funkcija fr(z) svoj maksimum. Ce je ta maksimum
> k, se bo nas postopek tako ali tako nemudoma ustavil in preostanka funkcije niti
ne bo ra¢unal; omejimo se zdaj na primer, ko je maksimum vendarle < k. Ce zdaj
z postopoma povecujemo od z* navzgor, zacne funkcija padati; in to padanje je vse
hitrejse, saj smo videli, da je Af.(z + 1) > Af-(z) + 2. Prvi padec je torej vsaj
za 2, naslednji vsaj za 4, Se naslednji vsaj za 6 in tako naprej. Po w korakih funkcija
pade Ze vsaj za 2 +4 4+ ...+ 2w = w(w + 1). Toda ker je bila vrednost funkcije ze
na maksimumu < k in ker nikoli ne more pasti pod 0, morajo biti tudi vsi padci
skupaj manji od k; torej imamo w(w + 1) < k, torej w < Vk.

Podobno je tudi, e z postopoma zmanjsujemo od z* navzdol; ker velja neenakost
Afr(z—1) < Afr(2)—2, pada funkcija vse hitreje, ko se z zmanjsuje. Enak razmislek
kot prej nam tudi tokrat pokaze, da imamo lahko le vk padcev.

Zaradi zveze Afr(z) < Afr(z+ 1) — 2 tudi ni mogoce, da bi imela f, pri treh
zaporednih z-jih enako vrednost. Mozen razpon z-jev, pri katerih je f, sploh defi-
nirana, je torej Sirok le 2v/k + O(1) elementov. Ker so poleg tega vsi z-ji pozitivni,
lahko zakljudimo, da je 22%* < 2v/k 4+ O(1).

Najboljse stevilo nadgradenj po koncu zadnje omejitve. Spomnimo se, da
se moramo po tistem, ko dosezemo konec zadnjega intervala, odlociti Se, koliko
nadgradenj naj izvedemo po njem, da bomo potem ¢im hitreje dosegli zeleno proi-
zvodnjo k. Videli smo Ze, da pri tem iS¢emo minimum funkcije g(u) = u + h(u) za
h(u) = [(k —p)/(z + u)], kjer je z dosedanja zmogljivost, p = fa(z) pa dosedanja
proizvodnja; funkcija h torej pove, koliko dni proizvodnje potrebujemo, da dosezemo
ali presezemo k. Doslej smo minimum g-ja iskali z zanko po u, v tem razdelku pa
si bomo ogledali, kako lahko to po¢nemo ucinkoviteje. Da bo manj pisanja, piSimo
P := k — p; to je torej proizvodnja, ki nam Se manjka do k.

Ce ne bi bilo tistega [-], bi imeli funkeijo §(u) = u+ h(u) za h(u) = p/(z4u); in
taksna § je odvedljiva: §'(u) = 1—p/(z+u)?, kar je enako 0 pri u* = \/5— z. Tam
ima funkcija § svoj minimum; ¢e se oddaljujemo levo ali desno od v = u*, vrednost
funkcije § narasca.

Ker sta si funkciji § in g tako podobni, bi pricakovali, da bomo tudi minimum
funkcije g(u) nasli nekje v blizini u*. Omejiti se moramo seveda na celostevilske
u, saj nam u pomeni Stevilo nadgradenj, to pa je vedno celo. Obetaven kandidat
je torej ul = |u*] = [\/ﬁj — z. Prepri¢ajmo se, da funkcija g(u) res doseze svoj
minimum ravno pri v = ul.

Razmislimo najprej, kaj se dogaja s funkcijo g pri majhnih u. Ko se u zmanjsuje,
se h(u) in h(u) povecujeta, in to Se celo vse hitreje. Ker nas zanimajo le celostevilski
u, si oglejmo, kaj se zgodi, ko se premaknemo iz u v u — 1. Tam se R poveca s ﬁ(u)
na fL(u — 1) in ¢e se tidve vrednosti razlikujeta za > 1, potem gotovo nimata istega
[]; takrat je torej h(u — 1) > h(u), torej se je v funkciji g(u) = u + h(u) prvi
seStevanec sicer zmanjsal za 1, drugi pa povecal za vsaj 1, torej se vrednost g pri
tem ni zmanjsala: g(u — 1) > g(u). Takrat torej pri iskanju minimuma funkcije
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g(u) nima smisla iti z u na u — 1, kaj Sele dlje v levo. Kdaj to¢no se to zgodi?
Videli smo, da takrat, ko je ﬁ(u —-1) - fz(u) > 1; piSimo w = z + u, pa nas pogoj
postane p/(w — 1) — p/w > 1, torej p > w(w — 1), torej w? —w — p < 0, kar je pri
w < % + /P +1/4, torej u < % ++/P+1/4— 2 Nas ul temu pogoju ustreza, kar
pomeni, da manjsih u-jev od njega ni treba gledati.

Kaj pa veéji u-ji? Oglejmo si funkcijo A(u) Se malo poblize. Zaradi [-] je ta funk-
cija odsekoma konstantna; pri katerih u je dosezena neka konkretna vrednost h? Z
malo telovadbe se hitro vidi, da je to pri w € I, := [p/h — z,p/(h — 1) — z). Vodo-
ravno os u lahko v mislih razdelimo na taksne intervale: ... Ini1,In, In—1,...,11;
vsak naslednji je Sirsi od prejSnjega, zadnji od njih pa se celo razteza na desni v
neskonénost. Na vsakem takem intervalu ima h(u) = h konstantno vrednost, zato
bo g(u) = u + h(u) svojo najmanjSo vrednost (na tem intervalu) dosegla pri naj-
manjSem u s tega intervala. Toda spomnimo se, da nas zanimajo le celostevilski
u. Ce je I 8irok vsaj 1 enoto, vsebuje gotovo vsaj eno celo §tevilo; naj bo uy,
najmanjse celo $tevilo na tem intervalu; minimum funkcije g na tem intervalu je
torej up + h. Na naslednjem intevalu, Ij_1, ki je Se $irsi od I}, in torej gotovo tudi
vsebuje vsaj eno celo Stevilo, je najmanjse celo stevilo recimo wp—1, ki je gotovo
vsaj za 1 vecje od up; najmanjsa vrednost funkcije g na tem intervalu je potem
Up—1+ (h—1) > (un + 1) + (h — 1) = up + h, torej minimum g-ja na Ip—1 ni ni¢
boljsi kot na Ij,. To pomeni, da ¢im dosezemo interval I, ki je Sirok vsaj 1 enoto,
naslednjih intervalov (torej manjsih h) ni ve¢ treba gledati. Pri katerih h pa nasto-
pijo taks$ni intervali Sirine vsaj 1? Ij je $irok p(1/(h — 1) — 1/h) = p/[h(h — 1)], kar
je>1prih < hp:= %—1— \/P + 1/4. Opazimo, da je hp > f, zato bomo namesto
pogoja h < hp uporabljali strozji, a preprostejsi pogoj h < \/5

Kmalu bomo videli, da pri h = h(uT) ta pogoj Se ni nujno izpolnjen; preden
pridemo do dovolj majhnih h, moramo u Se malo povecati. Toda videli bomo tudi,
da pri tem poveGevanju funkcija g(u) nikoli ne doseze vrednosti, manjse od g(u').
Pisimo ¢ := L\/ﬁj, z drugimi besedami, ¢ je celo Stevilo, za katero velja ¢°> < p <
(g 4+ 1)%. Potem je u' = ¢ — z in h(u') = [p/q]. V nadaljevanju razmisleka bomo
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obmoéje ¢* < § < (¢ + 1)2 razdelili na tri dele in obravnavali vsakega posebej:

(a) Ce je p = ¢%, je p/q = q, torej celo stevilo, zato h(u') = [5/q] = ¢; takrat
torej ze h = h(uT) ustreza pogoju h < \f, zato je I, sirok vsaj 1 in pri vecjih u ne
bomo nasli nobene manjse vrednosti funkcije g.

(b) Ceje ¢* <p < q(g+1), je g <p/qg < q+1, torej je h(u') = [p/q] = q+ 1.
Ker je (g—1)(g+1) = ¢* —1 < ¢°, velja tudi g — 1 < ¢*/(¢+1) < $/(q¢+1) < g, zato
je h(ut +1) = [$/(q+1)] = q. Pri premiku iz u' v u' + 1 se je torej u za 1 povedal,
h pa za 1 zmanjSal, zato je vrednost g(u) ostala nespremenjena; pri u = u' +1 pa
h(u) Ze ustreza pogoju h < /p, torej je interval Iy Sirok vsaj 1 in od tu naprej ne
bomo nasli nobene manjse vrednosti funkcije g.

(¢) Ostane $e primer, ko je g(¢g+1) < p < (¢+1)2. Ker sta p in ¢ cela, lahko desno
neenakost zapiSemo kot p < (¢ +1)? —1 = g(¢+2). Velja torej g +1 < $/q < ¢+ 2,
zato je h(u') = [§/q] = ¢+ 2. Velja tudi ¢ < /(g +1) < g+ 1, zato je h(u' +1) =
[5/(q+1)] = g+1. Veljapa tudi (¢—1)(¢+2) = ¢ +¢—2 < q(q+1) < p < q(q+2),
zato ¢—1 < $/(q+2) < g, tako da je h(u' +2) = [p/(¢+2)] = g. Pri premiku iz u'
vul 41 in nato iz u' + 1 v uf + 2 se torej u vsaki¢ poveca za 1, h pa zmanjSa za 1,
zato g(u) ostane nespremenjena; pri u = u + 2 pa imamo ze h(u) = ¢ < \f, torej
smo na intervalu I Sirine vsaj 1 in vemo, da od tu naprej ne bomo nasli nobene
manjse vrednosti funkcije g.

V vseh treh primerih torej vidimo, da pri u > ul funkcija g nikoli ne pade pod
vrednost g(u'), torej smo pri iskanju minimuma funkcije g lahko zadovoljni ze z u'.

d

Zdaj torej vemo, da doseze g(u) svoj minimum pri u = ul = IVEk—p| — 2
lahko pa se zgodi, da je to Stevilo negativno (e dosedanja zmogljivost z dovolj
velika v primerjavi z manjkajoco proizvodnjo k — p), mi pa negativnega Stevila
nadgradenj ne moremo izvesti, zato moramo takrat pa¢ vzeti u = 0. Tako lahko
v nasi resitvi zanko, v kateri smo proti koncu programa pregledovali razli¢ne u in
iskali najmanj$o vrednost g(u), zamenjamo z enim samim stavkom, ki preprosto

izracuna u = max{0, [k — p] — z}.

Zgornja meja za Stevilo nadgradenj v najboljSem razporedu. Ce ne bi imeli
nobenih omejitev, bi lahko k odmerkov cepiva proizvedli tako, da bi najprej u dni
nadgrajevali in nato [k/u] dni proizvajali, torej v skupaj g(u) = w4+ [k/u] dneh. V
prejsnjem razdelku smo videli, da doseze ta funkcija minimum pri u = L\/EJ Vec
kot toliko nadgradenj torej ne potrebujemo.

Ali bi se to kaj spremenilo, ¢e bi imeli v nalogi tudi omejitve? Prepricali se bomo,
da tudi takrat ni treba ve¢ kot |v/k| nadgradenj. Mislimo si neki nabor omejitev in
zanj poiscimo najboljso resitev, torej tako, ki doseze proizvodnjo k v najmanj dneh;
Ce je takih veé, pa vzemimo med njimi tisto, ki ima najmanjse stevilo nadgradenj,
recimo z. Po zadnji nadgradnji nastopi v njej gotovo Se nekaj proizvodnih dni, saj
sicer od tiste zadnje nadgradnje ni bilo nobene koristi in bi se dalo resitev za en dan
skrajSati, ¢e bi se tistemu zadnjemu dnevu z nadgradnjo popolnoma odpovedali.

Recimo torej, da po zadnji nadgradnji pride Se ¢ proizvodnih dni. Ali je mogoce,
da je t < 2?7 Potem bi lahko namesto z-te nadgradnje tisti dan proizvajali in takrat
proizvedli z — 1 odmerkov cepiva; v vsakem od naslednjih ¢ dni pa bi po novem
proizvedli en odmerek manj kot prej. Skupna proizvodnja od zacetka razporeda do
vklju¢no i-tega od tistih ¢ proizvodnih dni bi se torej povecala za z — 1 — ¢, kar



90 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

je > 0, torej bi novi razpored Se vedno ustrezal vsem omejitvam, ki jim je tudi
prvotni. Zato je novi razpored Se vedno optimalen (enako dolg kot prvotni), ima
pa eno nadgradnjo manj; toda mi smo na zacetku predpostavili, da je imel prvotni
razpored najmanjSe mozno $tevilo nadgradenj (med vsemi optimalnimi razporedi).
Tako smo v protislovju, torej mora biti ¢ > z.

Za zadnjo, z-to nadgradnjo torej pride Se vsaj z dni proizvodnje, v njih pa se
proizvede vsaj 22 odmerkov cepiva. Pigimo zdaj ¢ = L\/Ej, tako da k lezi na obmocju
@ <k < (g+1)% Ceje z < g, potem trditev, ki jo dokazujemo (namre¢ da za
optimalno reSitev ni treba ve¢ kot |vk| nadgraden;j), velja tudi za nad trenutni
nabor omejitev, torej je vse v redu. Ali se lahko zgodi, da bi bilo z > ¢ 4+ 27 To bi
pomenilo, da za zadnjo, (¢ 4+ 2)-go nadgradnjo pride Se vsaj ¢ + 2 dni proizvodnje,
takrat pa se proizvede (g+2)? enot cepiva; toda e bi se enemu od teh dni proizvodnje
odpovedali, bi se takrat Se vedno proizvedlo (¢ + 2)(g + 1) enot, kar je Ze sémo po
sebi vecje od k; torej prvotni razpored ni mogel biti optimalen, kar je protislovje.

Tako torej z > g+2 ni mogoce; kaj pa z = ¢+ 1?7 Tedaj pride po zadnji, (g+1)-vi
nadgradnji Se vsaj ¢+ 1 dni proizvodnje; toda ve¢ kot g+ 1 jih ne more biti, saj ze v
g+ 1 dneh proizvedemo (q + 1)? odmerkov, kar je ve¢ kot k; e bi imeli g + 2 ali ve&
dni proizvodnje, bi lahko razpored skrajsali in Se vedno ustregli vsem omejitvam,
kar pa je nemogoce, saj smo zaceli z optimalnim razporedom. Po zadnji nadgradnji
imamo torej natanko ¢ + 1 dni proizvodnje.

Skupna proizvodnja v teh dneh je (¢ + 1)?, kar je > k + 1. Ce bi zdaj (¢ + 1)-
vo nadgradnjo zamenjali z dnevom proizvodnje, bi takrat proizvedli ¢ odmerkov
in za vsakega od naslednjih ¢ proizvodnih dni bi veljalo, da je skupna proizvodnja
od zacetka razporeda do konca tistega dne vsaj tolikSna kot pred to spremembo.
Po zadnjem, (¢ 4+ 1)-vem proizvodnem dnevu iz te skupine pa bi bila zdaj skupna
proizvodnja za 1 manjSa kot prej (v vsakem od ¢ + 1 starih proizvodnih dni smo
izgubili eno enoto proizvodnje, pred tem pa smo pridobili ¢ enot na tisti dan, ko
smo nadgradnjo zamenjali s proizvodnjo). Toda to je tudi zadnji dan celotnega
razporeda in omejitev takrat gotovo ni mogla biti tesna, saj bi v tem primeru ta
omejitev znagala vsaj (¢ + 1), to pa je vedje od k. Zato novi razpored gotovo Se
vedno ustreza vsem omejitvam, ceprav ima skupno proizvodnjo za 1 manjSo kot
prej. Je enako dolg kot prvotni, torej je tudi novi razpored optimalen; ima pa tudi
eno nadgradnjo manj kot prvotni, kar pa je v protislovju s predpostavko, da smo
imeli Ze prej najmanjSe mozno Stevilo nadgradenj. Tako nas torej tudi z = ¢+ 1
pripelje v protislovje in lahko zaklju¢imo, da je z < ¢. Z drugimi besedami, ¢e ima
naloga pri danem k in danem naboru omejitev sploh kaksno resitev, potem med
optimalnimi razporedi (takimi z najmanj$im Stevilom dni) gotovo obstaja kak tak,

ki ima kvedjemu |vk| nadgraden;. a
To opazanje lahko uporabimo za drobno izboljsavo v nasi resitvi: doslej smo
raCunali vrednosti funkcije fr(z) vse do 2 = 2z + t,, zdaj pa vidimo, da

gotovo ne bomo spregledali nobene optimalne resitve, ¢e razporede z vec¢ kot L\/Ej
nadgradnjami ignoriramo. Dovolj je ze, ¢e tam, kjer imamo zdaj za nadaljevanje
zanke po z pogoj z <= zMax + tr, dodamo Se && z * z <= k.

Prav veliko koristi od te izboljSave sicer ni, saj smo prej videli, da je 27" <
2k + O(1), torej smo zgornjo mejo nade zanke zdaj priblizno razpolovili (z 2v/k na
v'k), red zahtevnosti pa je ostal enak.
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Zgornja meja za dolzino najboljSega razporeda v odvisnosti od k in d. Pri
danih k in d obstaja veliko primerov nase naloge; ti se razlikujejo med seboj po svojih
omejitvah in imajo zato lahko tudi razli¢ne resitve, torej porabijo razlicno veliko
dni, da dosezejo proizvodnjo k ob upostevanju vseh omejitev. Poskusimo najti neko
zgornjo mejo za to; vprasajmo se torej, koliko dni porabimo za proizvodnjo k enot
v najslabsem primeru, ¢e imamo d omejitev, ki so razporejene na najbolj neugoden
nadin.

Preden se lotimo tega vprasanja, zapiSimo drobno opazanje, ki nam bo prislo
kasneje prav: recimo, da najboljsi razpored vstopi v nek interval pri zmogljivosti z,
interval pa je dolg t dni; Ce izvede razpored v tem intervalu se v nadgradenj, bo v
preostanku intervala proizvedel P(u) := (t—u)(z4u) enot cepiva. Odvod te funkcije
je P'(u) =t — z — 2u, kar je enako 0 pri u = (¢t — 2)/2; ker pa nas negativni u tu ne
zanimajo, lahko zaklju¢imo, da je najvecja proizvodnja na tem intervalu dosezena
pri v = max{0, [(t — z)/2]} nadgradnjah. Manj kot toliko nadgradenj se zagotovo
ne splaca narediti, ker bosta v tem primeru na koncu intervala tako proizvodnja kot
zmogljivost manjsi ali enaki kot pri u nadgradnjah. Omejitve na koncu kasnejsih
intervalov nas morda lahko prisilijo v to, da izvedemo vec kot uw nadgradenj, ne pa
manj kot toliko.

Razmislimo torej zdaj o zgornji meji za dolzino najboljsega razporeda. Omejimo
se za zacetek na naloge, pri katerih ni odvecnih omejitev, torej imamo z1 < x2 <
... <xqinyi <y2 <...< yq, poleg tega pa predpostavimo Se, da je k = yq in da
te proizvodnje ni mogoce doseci prej kot na dan zq4.

Nasih d omejitev nam razdeli ¢asovno premico na d intervalov; v vsakem je pri
optimalni reSitvi najprej nekaj (lahko tudi ni¢) nadgradenj in nato nekaj (lahko
tudi ni¢) proizvodnih dni. Izberimo si neko $tevilo a; intervalom, pri katerih je
zmogljivost ob koncu vecéja ali enaka a, bomo rekli visoko produktivni intervali,
ostalim pa nizko produktivni. V visoko produktivnih intervalih se na vsak dan, ko
poteka proizvodnja (in ne nadgradnja), izdela vsaj a izdelkov; zato je takih dni
najve¢ [k/a]. Poleg tega je v visoko produktivnih intervalih vsega skupaj tudi
najvec \_\/EJ dni nadgrajevanja, saj smo videli, da optimalna resitev za dolocen k
ne potrebuje vec kot toliko nadgradenj.

Razmislimo zdaj Se o nizko produktivnih intervalih; recimo, da jih je dn (velja
seveda dy < d). V nekaterih od njih mogoce potekajo nadgradnje; takih intervalov
je recimo ¢q. Naj bo a, Stevilo nadgradenj v r-tem od njih, naj bo z, = a1 +...+a,
skupno stevilo nadgradenj v prvih r takih intervalih in naj bo ¢, dolzina r-tega od
njih. V r-tega torej vstopimo z zmogljivostjo z,_1, zgoraj pa smo videli, da v takem
primeru optimalna resitev gotovo ne izvede manj kot (¢, — zr—1)/2 nadgradenj; torej
je ar > (tr — 2r-1)/2, torej t, < 2ar + zr—1 = ar + 2r, torej je skupna dolzina teh
intervalov ZT tr < ZT ar + ZT zr; prva od zadnjih dveh vsot je enaka skupnemu
Stevilu nadgradenj v nizko produktivnih intervalih, kar je < a; druga vsota ima ¢
¢lenov, vsak od njih pa je < a; tako imamo ZT tr <a+qgla—1)=qa.

Ostanejo Se nizko produktivni intervali brez nadgradenj. Vsak od njih je lahko
dolg kvecjemu a dni, saj bi sicer pri vstopni zmogljivosti z < a in dolzini, veéji od
a in s tem tudi vecji od z, v njem gotovo prislo do vsaj ene nadgradnje.

Vsi nizko produktivni intervali skupaj so torej dolgi kveéjemu ga + (dy — ¢)a =
dnva < da dni; vsi visoko produktivni intervali skupaj pa so dolgi kve¢jemu k/a +
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Vk+2 dni (pristeli smo 2, da se nam ni treba ukvarjati z zaokrozanjem navzgor pri
k/a in vk). Skupna dolzina razporeda, recimo ji T, je torej T < da+ k/a+ vk +2.
To velja za poljuben a; predstavljajmo si desno stran te neenacbe kot funkcijo a-ja
in jo odvajajmo: dobimo f’(a) = d — k/a?, kar je enako 0 pri a = /k/d, takrat pa
dobimo T < 2vkd + vk + 2, torej T = O(\/ﬁ) O

Da je ta meja vsaj v asimptoticnem smislu tesna, se lahko prepricamo tako, da
sestavimo primeren nabor omejitev, pri katerem bo najboljsa resitev res porabila
O(\/@) dni. Pri nasih poskusih, da bi za razli¢cne k in d nasli tak nabor omejitev,
pri katerem bi optimalna reSitev zahtevala ¢im ve¢ ¢asa (ve¢ o tem v naslednjem
razdelku), je najveC Casa vedno zahteval nabor omejitev naslednje oblike: naj bo
b := \/k/(d + 3); imejmo najprej en interval dolzine 2b z zahtevano proizvodnjo
b?; nato imejmo d — 2 intervala dolZine b z zahtevano proizvodnjo b? v vsakem
intervalu; in konéno imejmo $e en interval dolzine 3b z zahtevano proizvodnjo 4b2.
Tako imamo d intervalov s skupno proizvodnjo (d + 3)b27 kar je ravno k; resitev
izvede b nadgradenj v prvem in Se b v zadnjem intervalu, drugace pa ves Cas le
proizvaja; in trajanje tega razporeda je (d 4+ 3)b = \/k(d + 3) dni.

Na zacetku tega razdelka smo se omejili na naloge brez odvecnih omejitev, s
k = yq in pri katerih tega k ni mogode dosed prej kot na dan z4. Ce dodamo
odvecCne omejitve, s tem seveda najboljsi razpored ni ni¢ daljsi, kot ¢e teh omejitev
ne bi bilo, torej zanj velja meja za d’ namesto d, &e je d’ §tevilo ne-odveénih omejitev;
in ker je nasa meja 2v/kd naras¢ajoca funkcija d-ja, ne moremo ni¢esar pridobiti, e
namesto d vzamemo manjso vrednost d’. Podobno je, ¢e imamo nabor omejitev, v
katerem je mogoce doseci k prej kot na dan x4; bodisi lahko rok te zadnje omejitve
skrajsamo ali pa, Ce lahko k& dosezemo celo na dan z4—; ali prej, lahko zadnjo
omejitev pobriSemo, saj je odvec¢na; tako smo spet pri manjsem Stevilu omejitev, s
tem pa, kot smo videli, ne moremo nicesar pridobiti (pri iskanju nabora omejitev, ki
bi kot optimalno resitev zahteval ¢im daljsi razpored). In koné¢no, ¢e imamo k > yq
in je mogoce proizvodnjo k doseci Sele po roku zadnje omejitve, torej po x4, je ucinek
tak, kot da bi imeli d + 1 omejitev namesto d, pri ¢emer bi nova omejitev zahtevala
proizvodnjo k z najzgodnejsim rokom, na katerega je to proizvodnjo mogoce doseci.
Naso zgornjo mejo za trajanje razporeda pri najbolj neugodnem razporedu lahko se
vedno uporabimo, le da moramo vzeti d + 1 namesto d; dobimo 21/k(d +1). Med

to mejo in 2vkd pa tako ali tako ni velike razlike: 2/k(d+ 1) = 2vkd+\/1 + 1/d,

tale zadnji faktor pa je blizu 1 in to tem blize, ¢im veéji je d.

Iskanje ¢im daljSega optimalnega razporeda pri danih k in d z dinamic¢nim
programiranjem. V prejSnjem razdelku smo izpeljali zgornjo mejo za dolzino
optimalnega razporeda v odvisnosti k in d v najslabsem primeru, torej po vseh
moznih naborih omejitev za ta k in d. Zdaj pa si oglejmo Se, kako lahko za dana k in d
z dinami¢nim programiranjem pois¢emo konkreten primer ¢im daljsega optimalnega
razporeda oz. nabora omejitev, pri katerem ta razpored nastane.

Omejili se bomo na primere, ko ni odveénih omejitev (in imamo z1 < z2 < ... <
Zq iny1 < y2 < ...< yq) in so vse omejitve tesne (optimalni razpored ravno doseze
zahtevano proizvodnjo, preseze pa je ne) in je zadnja omejitev ravno enaka yq = k,
optimalni razpored pa jo doseze na dan x4. (Ce bi hoteli pokriti tudi primere, ko je
k > ya, bi lahko preprosto vzeli za 1 vecji d in si mislili, da je tam na koncu Se ena
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omejitev vec.)

Naj bo h(z,¢,d) najmanjsi p, pri katerem je mogoce sestaviti tak nabor d omeji-
tev (pod pogoji iz prejsnjega odstavka), ki bo imel yq = p, njegova optimalna resitev
bo dolga ¢ = x4 dni, od tega pa bo porabila z dni za nadgradnje, proizvedla pa bo
natanko p enot cepiva. Potem pravzaprav iS¢emo (pri danih k in d) najveéji tak ¢,
pri katerem za neki z velja h(z,¢,d) < k.

Teh reci ni tezko racunati po narascajocih d. Pri d = 0 je problem resljiv le za
z = £ = 0, ko imamo h(0,0,0) = 0; drugod pa si mislimo h(z,¢,0) = co. Nato
pa, ko poznamo resitve za d, lahko razmisljamo takole: nabor omejitev, ki nas je
pripeljal do h(z, ¢, d), lahko podaljSamo s Se enim intervalom dolZine ¢; na njem se bo
izvedlo $e u := max{0, [(t — 2)/2]} nadgradenj” in proizvedlo $e q := (t — u)(z + u)
enot cepiva; tako torej vemo, da je vrednost h(z,¢,d) + g kandidat za vrednost
h(z+u,€+t,d+1). To moramo ponoviti za vse z in ¢, pri katerih je stanje (z, ¢, d)
dosegljivo, torej pri katerih je h(z, £, d) < oo; pri vsakem pa moramo preizkusiti ¢-je
do 1 naprej tako daleé¢, dokler h(z,¥,d) + g ne preseze k, kajti nabori omejitev, ki
zahtevajo ve¢ kot k enot proizvodnje, nas ne bodo zanimali. Ce se nam pri istem
stanju (2', ¢, d+1) nabere veé kandidatov, obdrzimo med njimi seveda najmanjsega
(tistega z najmanjso skupno proizvodnjo); koristno si je zraven tudi zapisati, pri
kateri vrednosti z in ¢ smo ga dobili — tako bomo lahko na koncu tudi rekonstruirali
nabor omejitev, ki pripelje do tega stanja.

Kot smo omenili ze v prejsnjem razdelku, so najbolj neugodni nabori omejitev,
ki smo jih s tem postopkom nasli, zahtevali resitve dolzine priblizno /k(d + 3) dni.
Pri k = 10° in d = 101 (kar ustreza omejitvam iz naSe naloge, pri ¢emer smo vzeli
101 namesto 100) nastane tako nabor omejitev, pri katerem je najboljsa resitev
dolga 10198 dni.

Casovna zahtevnost nase resitve. Razmislimo za konec Se o ¢asovni zahtevnosti
nase resitve s strani 83. V prvotni razli¢ici moramo najprej za vsako omejitev r

smax

izracunati f-(z) vse do z = 27**, pri vsakem z pa imamo zanko po u, ki izvede v
najslabsem primeru O(t,) iteracij. Spomnimo se, da je 22** = O(vk); ¢e namesto
tega uporabimo izbolj$avo, da gledamo le z-je do vk, smo e vedno pri O(\/E), zato
o tej izboljsavi ne bomo govorili posebej. Pri vsakem r torej porabimo O(vVk - t,.)
¢asa, kar bo skupaj po vseh intervalih dalo O(Vk ZT tr).

V tej zadnji formuli nastopa Er t,, vsota dolzin vseh intervalov; ta je potencialno
lahko zelo velika, toda spomnimo se, da po najvec O(\/ﬁ) dneh gotovo ze lahko
dosezemo kon¢no proizvodnjo k, takrat pa se glavna zanka nasega programa ustavi;
poleg tega pa, Ce bi bil posamezni ¢, vecji od 2vk, bi se tam ustavili, ne da bi
sploh poskusili racunati f,. Tako torej vidimo, da od vsote ZT t, na naso ¢asovno
zahtevnost v resnici vpliva le O(Vkd) + O(vk) dni; ¢asovna zahtevnost izracuna
vseh potrebnih f, je torej O(Vk - Vkd) = O(kV/d).

7Spomnimo se, da z omejitvami ne moremo prisiliti optimalnega razporeda, da bi na tem
intervalu izvedel manj kot toliko nadgradenj; lahko pa bi ga prisilili, da jih izvede ve¢, vendar
smo se tej moznosti odpovedali. Pri sestavljanju takega nabora omejitev, ki zahteva ¢im daljsi
razpored, nam tako ali tako ni v interesu, da bi razpored prehitro nadgrajeval zmogljivost, kajti
prej ko doseze visoko zmogljivost, manj proizvodnih dni se bo dalo dodati v razpored; klju¢no
pri doseganju dolgega razporeda pa je ravno to, da imamo veliko dni proizvodnje (pri nizki
zmogljivosti).
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Po tistem, ko izracuna vse f,., mora nasa resitev pri vsakem z Se razmisliti, koliko
nadgradenj bi bilo najbolje izvesti po koncu zadnje omejitve. V prvotni razlicici
gremo tu do z = 25" in pri vsakem z imamo zanko po u. Ta zanka po najvec vk
iteracijah opazi resitev, ki vk dni nadgrajuje in vk dni proizvaja; po najved 2vk
iteracijah pa opazi, da zdaj Se samo za nadgradnje porabi ve¢ ¢asa kot pri najboljsi
resitvi za nadgradnje in proizvodnjo skupaj, zato se ustavi. Ta zanka torej porabi
O(Vk) ¢asa pri vsakem z; po vseh z skupaj (do z**, kar je < 27 = O(Vk)) je to
Ok - Vk) = O(k). Ta del postopka je torej poceni v primerjavi z glavnim delom,
ki je racunal funkcije f1,..., fa.

Razmislimo zdaj o glavnih dveh izboljsavah, ki smo si ju ogledali. Ena je, da pri
izracunu f-(z) = max, Fr(z,u) ne uporabimo zanke po u, pa¢ pa upostevamo, da
je maksimum vedno doseZzen pri najmanjsem u, to je u = max{0,z — 2**}. Tako
imamo pri vsakem z le O(1) dela, skupaj O(32**) = O(v/k) pri vsakem r, kar nanese
O(dv'k) pri vseh 7 skupaj.

Druga izboljsava je, da na koncu pri vsakem 2z ne iS¢emo Stevila nadgradenj po
koncu zadnjega intervala z zanko po u, pa¢ pa ga izra¢unamo po formuli max{0, | k—
fa(z)| — z}. To pomeni, da imamo pri vsakem z le O(1) dela, pri vseh skupaj pa
zato O(VE).

Zakljuc¢imo torej lahko, da ima osnovna razli¢ica nase resitve s strani 83 ¢asovno
zahtevnost O(k\/ﬁ); z obema tu omenjenima izboljSavama pa se to zmanjsa na
O(dv'k). V obeh primerih se spodobi pristeti se O(dlogd) za urejanje omejitev na
zacetku postopka.

4. Virus v Timaniji

V opisu naloge vidimo, da bomo imeli opravka z dvema precej razlicnima skupinama
testnih primerov: pri nekaterih bo ljudi veliko, vendar bo vsak okuzil samo enega
drugega, nato pa takoj umrl (£ = 1, n < 10°); pri drugih pa bo ljudi malo, vendar
lahko vsak okuzi po ve¢ drugih (¢ < 15, n < 1000). Ti dve razliéni vrsti problemov
bomo tudi resevali na dva razliéna nac¢ina. Naj bo S(u, d) ¢lovek, s katerim se sreca
oseba u na dan d — to je tisto, kar dobimo kot vhodne podatke.

Pri £ = 1 okuzi vsakdo samo enega drugega Cloveka; vendar pa je to, koga tocno
okuzi, odvisno od tega, kdaj se je sam okuzil: ce se u okuzi na dan d, bo nato sam na
dan d’ := (d+ k) mod 7 okuzil ¢loveka S(u,d’). Te povezave si lahko predstavljamo
kot graf, v katerem so tocke vsi mozni pari oblike (u, d), torej ¢lovek ter dan v tednu,
ko se je okuzil; povezave v tem grafu pa naj bodo (u,d) — (S(u,d’),d"), kot smo
videli zgoraj. Iz vsake tocke torej kaze ena sama povezava; hitro pa vidimo, da tudi
v vsako tocko kaze le ena povezava: ¢lovek u’ se lahko na dan d’ okuzi le od tistega,
s komer se ta dan sreda, torej od S(u’,d’); in ker je ta ¢lovek kuZen le en dan (nato
pa umre), se je moral sam okuziti na dan (d’ — k) mod 7. V toc¢ko (u’,d’) torej kaze
povezava le iz tocke (S(u’,d"), (d" — k) mod 7).

Zacnimo v poljubni tocki grafa in sledimo izhodnim povezavam: qo,q1,q2, ...,
toda ker ima graf le kon¢no mnogo tock, moramo prej ali slej priti v neko tocko, ki
smo jo Ze obiskali; recimo, da se to prvi¢ zgodi tako, da je ¢+ = ¢; za i < t. Ce bi bila
qi; > 0, bi to pomenilo, da smo v ¢; prisli tako iz g; kot iz g;—1, kar je nemogoce, ker
v vsako tocko kaze samo ena povezava. Ostane le moznost g; = 0, torej smo prisli
nazaj v tocko, kjer smo zaceli; tocke, ki smo jih prehodili, tvorijo cikel. Ves graf je
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sestavljen iz taksnih ciklov, ki so drug od drugega seveda loceni (saj toCke nimajo
drugih izhodnih povezav kot naprej po svojem ciklu, tako da ni povezav med cikli).

Epidemija se torej ne bo mogla Siriti iz enega cikla v drugega; cikle lahko obde-
lujemo vsakega posebej v zanki, dokler ne obisCemo vseh tock grafa. Recimo torej
zdaj, da imamo pred seboj cikel qo,q1,...,q:—1,q: = qo. Ce se epidemija zaéne v
tocki ¢; na tem ciklu, se od tam razsiri v ¢;+1, pa v ¢i+2 in tako naprej. Edino,
zaradi Cesar se to Sirjenje ustavi, je, e doseze nekega cloveka, ki se je okuzil ze prej:
¢e imamo recimo ¢i, ¢i+1,.--,¢5,qj+1,---,qk—1,qk in se tocki g; in gr nanasata na
istega ¢loveka (vendar na dva razliéna dneva v tednu), to pomeni, da se je ta ¢lovek
nalezel bolezni v stanju ¢;, nato jo je v stanju ¢j+1 prenesel na nekoga drugega in
takoj zatem umrl (ker je £ = 1); ko torej pride ¢as za prenos gx—1 — gr, do njega
ne more priti, ker je tisti, ki bi se moral v stanju g okuziti, ze mrtev.

Na ciklu moramo torej poiskati ¢im daljsi strnjen podniz tock, ki se nanasajo
na same razlicne ljudi. To lahko naredimo tako, da gremo v zanki narascajoce po i,
nato pa pri vsakem i pogledamo, kako dale¢ pride okuzba, Ce se zacne pri ¢;. Tega
ni treba racunati pri vsakem ¢ od zacetka; ce se okuzba zacCne pri ¢;+1 namesto pri
qi, se bo razsirila vsaj tako dalec, kot se je prej, ko se je Se zacela pri g;; preveriti
moramo le, ¢e se zdaj mogoce razsiri kaj dlje. Zato je koristno v neki tabeli hraniti
podatke o tem, kateri ljudje so prisotni v trenutno opazovanem podnizu; na desnem
koncu lahko podniz podaljsujemo tako dolgo, dokler se naslednja tocka nanasa na
cloveka, ki ga Se ni v podnizu.

Oglejmo si zdaj se drugi del naloge, pri katerem je ¢ lahko vecji od 1, vendar
pa je ljudi malo. Takrat si lahko privos¢imo preizkusiti vseh 7n moznih scenarijev
(torej vseh moznih kombinacij tega, kdo se je prvi okuzil in na kateri dan v tednu)
in za vsakega od njih preprosto odsimulirati dogajanje, dokler se epidemija ne neha
Siriti.

Vzdrzevali bomo tabelo s podatki o tem, kdo je Se zdrav (tisti, ki niso, so ali ze
umrli ali pa Se bodo); poleg tega potrebujemo Se nekaksno ¢akalno vrsto okuzb, do
katerih bo prislo v prihodnosti. Ko na primer med simulacijo pridemo do dneva d
in vidimo, da se tisti dan okuzi ¢lovek u, s tem tudi vemo, da bo ta ¢lovek v dnevih
od d+ k do d+ k + £ — 1 okuzil tiste, s katerimi bo takrat v stiku, tako da moramo
te okuzbe dodati v ¢akalno vrsto pod ustreznimi dnevi.

V spodnji resitvi je ta cakalna vrsta implementirana tako, da imamo po en
seznam za vsakega od prihodnjih k + ¢ dni. Ker nam ne bo treba hraniti ve¢ kot
k + ¢ takih seznamov naenkrat, jih bomo hranili kar v krozni tabeli (ring buffer),
kjer seznam za dan d hranimo na indeksu d mod (k + ¢). Vsak dan se sprehodimo
po seznamu za tisti dan in ustrezno popravimo stanje ljudi na njem.

Simulacija se konca, ko so vsi seznami za prihodnjih k + ¢ dni prazni — ali, z
drugimi besedami, takrat, ko ni ve¢ okuzenih ali kuznih ljudi, ampak samo Se zdravi
in mrtvi.

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <array>
using namespace std;

int n, k, L; vector<array<int, 7>> T, // vhodni podatki
int uNaj = —1, dNaj = —1, pNaj = —1, nNaj = 0; // rezultati
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void Cikli()
{
vector<bool> obiskan(n * 7, false), vNizu(n, false);
vector<int> cikel;
for (int u0 = 0; u0 < n; +-+u0) for (int d0 = 0; dO < 7; ++d0) if (! obiskan[u0*7 + d0])
{
// Za&nimo okuzbo z Elovekom u0 na dan dO.
int u = u0, d = dO; cikel.clear();
do {
// u se je okuZil na dan d; kdaj in koga bo okuZzil on?
d=(d+ k) %7 u= T[u][d];
cikel.push_back(u * 7 4 d); obiskan[u * 7 + d] = true;
} while (u !=u0 || d != d0);
// Poiséimo v ciklu najdaljsi podniz, ki ne vsebuje po veckrat istega ¢loveka.
int m = cikel.size(), r = 0;
for (inti=0;i <m; ++i, ——r)
{
/] Ce se podniz zaéne pri i in je dolg r &lenov, $e ne vsebuje nobenega
// ¢loveka po veckrat. vNiz[u] nam pove, ali ta podniz vsebuje ¢loveka u.
// Podaljsajmo r, kolikor je le mogoce.
while (! vNizu[cikel[(i + r) % m] / 7])
vNizu[cikel[(i + r++) % m] / 7] = true;
// Zapomnimo si najboljso resitev.
int preziveli=n —r;
if (pNaj < 0 || preziveli < pNaj)
pNaj = preziveli, uNaj = cikel[i] / 7, dNaj = cikel[i] % 7, nNaj = 1;
else if (preziveli == pNaj) ++nNaj;
// Ko bomo premaknili i, torej zadetek podniza, za en znak naprej,
// bo s tem en ¢lovek izpadel iz podniza.
vNizu[cikel[i % m] / 7] = false;

while (r > 0) vNizu[cikel[—-—r] / 7] = false; // pospravimo za sabo
}
}

void Simulacija()

{
vector<bool> zdrav(n, true); vector<int> mrtvi, kuzni;
// vrste[d % M| je seznam ljudi, ki se bodo na dan d okuZili.
const int M = k + L; vector<vector<int>> vrste(M);

for (int u0 = 0; u0 < n; ++u0) for (int d0 = 0; dO < 7; ++d0)
{

// Za&nimo okuzbo z &lovekom u0 na dan dO.

mrtvi.clear(); vrste[d0 % M].push_back(u0);

// Simulirajmo, dokler se ima Se kaj spremeniti.
for (int dan = d0, toDo = 1; toDo > 0; ++dan)

// Kdo vse se danes okuZi?
auto &vrsta = vrste[dan % M];
for (int u : vrsta) if (zdrav[u]) {
zdrav[u] = false; mrtvi.push_back(u);
// Koga vse bo u okuZil in kdaj?
for (int d = dan + k; d < dan + k + L; ++d)
vrste[d % M].push_back(T[u][d % 7]), ++toDo; }
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toDo —= vrsta.size(); vrsta.clear();
}
// Zapomnimo si najboljso resitev.
int preziveli = n — mrtvi.size();
if (pNaj < 0 || preziveli < pNaj) pNaj = preziveli, uNaj = u0, dNaj = d0, nNaj = 1;
else if (preziveli == pNaj) ++nNaj;
for (int u : mrtvi) zdrav[u] = true; // pospravimo za sabo

}
}

int main()

{

// Preberimo vhodne podatke.

scanf("%d %d %d", &n, &k, &L); T.resize(n);

for (int u = 0; u < n; ++4u) for (int d = 0; d < 7; ++d) scanf("%d", &T[u][d]);
// Resimo nalogo s primerno izbranim algoritmom.

if (L == 1) Cikli(); else Simulacija();

// lzpisimo rezultate.

printf("%d %d %d %d\n", uNaj, dNaj, pNaj, nNaj); return 0;

5. Tja in spet nazaj

Hobitova pot je sestavljena iz dveh delov: tja (od zahoda proti vzhodu) in spet
nazaj (od vzhoda proti zahodu). Ce se uspemo nekako odloéiti, katere tocke bi
obiskali v prvem delu, je s tem dolocena zZe cela pot: prvi del mora obiskati te tocke
v narascajoCem vrstnem redu njihovih z-koordinat, drugi del pa mora obiskati vse
ostale tocke v padajocem vrstnem redu x-koordinat.

Ker je torej vrstni red tock po z-koordinatah pomemben pri reSevanju te naloge,
je koristno, ce si vhodne podatke za zacetek uredimo po z-koordinati; v nadaljevanju
bomo torej predpostavili, da velja 1 < 22 < ... < Tp.

Recimo, da bi zeleli prvi del poti sestavljati postopoma po korakih in vanj do-
dajati tocke eno po eno od zahoda proti vzhodu; in recimo, da je tocka ¢ zadnja,
ki smo jo doslej dodali v prvi del poti. To pomeni, da kasneje nobene od prvih
tock {1,2,...,i} ne bomo ve¢ dodali v prvi del poti; tiste, ki jih doslej Se nismo
dodali v prvi del, bomo morali torej obiskati v drugem delu. Zato bi se dalo ze zdaj
izracunati, kako dolgo pot bo drugi del opravil, da bo obiskal tiste tocke; tako bomo
pravzaprav sestavljali oba dela poti naenkrat, pri ¢emer bomo drugi del gradili v
nasprotni smeri od tiste, v kateri ga bo hobit kasneje zares prehodil.

Vidimo lahko tudi, da pri tem razmisleku ni zares pomembno, kateri del poti je
prvi in kateri drugi, kajti ko imamo enkrat pripravljen cel obhod (tja in spet nazaj),
ga lahko hobit prehodi tudi v nasprotni smeri, pa bo rezultat enako dober. Recemo
lahko torej, da preprosto sestavljamo dve poti od zahoda proti vzhodu hkrati, pri
cemer bo sla vsaka nova tocka v natanko eno od teh dveh poti.

To je torej tisto, glede Cesar se bomo morali pri vsaki tocki odlociti: ali bi z
njo podaljsali eno ali drugo od nasih dveh nastajajoc¢ih poti. Da pa bomo lahko
izracunali, za koliko se pri tem poveca dolzina tiste poti, moramo vedeti, katera
tocka je bila doslej zadnja na tisti poti.

Naj bo torej f(i,7) skupna dolzina obeh poti za najboljSo tako reSitev, pri kateri
smo na obe poti ze razporedili prvih ¢ tock (ostalih pa Se ne), pri ¢emer je zadnja
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tocka na eni poti bila tocka j (za j < ), zadnja toc¢ka na drugi poti pa je bila
tocka i. To slednje pomeni, da tista pot, ki vsebuje tocko i, gotovo pred tem
vsebuje tudi tocke j+ 1,5+ 2,...,7— 1; brez tocke i imamo torej pred seboj resitev
problema za prvih ¢ — 1 tock, pri ¢emer ima druga pot Se vedno j kot zadnjo tocko;
najboljsa resitev tega pa je f(i — 1,7). Tako torej vidimo, da pri j < i — 1 velja
fli,5) = f(i—1,5) +d(i — 1,4), pri éemer d(-,-) pomeni razdaljo med tockama v
oklepajih.

Malo drugace pa moramo obravnavati primer, ko je j = ¢ — 1. Pot, ki bo zdaj
vsebovala tocko i, torej ne vsebuje tocke i —1 (kajti z njo se konc¢a druga pot); zadnja
tocka pred i na njej je torej neka tocka k < i—1. Brez tocke i imamo torej pred sabo
poti, ki pokrijeta prvih ¢ — 1 tock, pri ¢emer se ena konca pri k (druga pa seveda pri
i —1); najboljSa resitev tega podproblema pa je f(i — 1, k). Ko potem naso pot do k
podalj$amo s korakom od k do 4, naraste skupna dolzina na f(i — 1, k) +d(k,3). Ker
ne moremo vnaprej vedeti, pri katerem k bo ta skupna dolzina najmanjsa, moramo
preizkusiti vse. Tako smo dobili:

fliyi—1) =min{f(i — 1,k) +d(k,i) : 1 <k <i—1}.

Poseben primer je Se ¢ = 2, ko imamo le dve tocki in sploh nimamo nobene
izbire: f(1,0) =d(0,1).

Funkcijo f je koristno rac¢unati po narasc¢ajocih i in shranjevati njene vrednosti
v tabelo, da jih bomo imeli pri roki, ko jih bomo kasneje spet potrebovali. Ko
racunamo vrednosti funkcije za neki i, potrebujemo rezultate za i — 1, ne pa vec
tistih za ¢ — 2, ¢ — 3 itd., zato lahko tiste sproti pozabljamo. Tako je prostorska
zahtevnost nage resitve le O(n), ¢asovna pa O(n?).

Na koncu nas zanima dolzina celotnega obhoda. Recimo, da smo vse tocke ze
razdelili med obe poti in da se je ena torej koncala s tocko n, druga pa s tocko j
za neki j < n. NajkrajSa mozna dolzina takih dveh poti je f(n,j); da pa dobimo
dolzino obhoda, moramo pot do j Se podaljSati s korakom do n. Med tako dobljenimi
obhodi moramo vrniti najkrajSega, to je max{f(n,j) +d(j,n): 1 <j<n}.

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
F#include <limits>
#include <cmath>
using namespace std;

int main()
{
// Preberimo vhodne podatke.
int n; scanf("%d", &n);
struct Tocka { int x, y; };
vector<Tocka> T(n);
for (auto &t : T) scanf("%d %d", &t.x, &t.y);

// Uredimo tocke naraséajoce po x.

sort(T.begin(), T.end(), [] (const auto &t, const auto &u) { return t.x < u.x; });

// Funkcija, ki vrne razdaljo med dvema tockama.

auto D = [&T] (int i, int j) { double dx = T[i].x — T[j].x, dy = T[il.y — T[jl.y;
return sqrt(dx * dx + dy * dy); };
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// Resimo nalogo.
vector<double> f(n — 1), ff(n — 1);
f[0] = D(0, 1); // Resitev za prvi dve toéki.
for (inti=2;i<n;i+t+)
{
// flj] = najboljsa resitev za tocke 0, ..., i — 1, pri Cemer se ena pot kon&a v tocki j,
// druga pa v tocki i — 1. Izracunajmo zdaj resitve za tocke O, ..., i in jih shranimo v ff.
ffli — 1] = numeric_limits<double>::infinity();
for (intj=10;j<i—1; ++j){
// V resitvi, pri kateri se ena pot konéa v i — 1, druga pa v j,
// lahko podalj$amo prvo pot s korakom iz i — 1 v i.
ffli] = f[i] + D(i — 1, i);
// Lahko pa podaljSamo drugo pot s korakom iz j v i.
ffli — 1] = min(ff[i — 1], f[j] + D, i)); }
swap(f, ff);
}

// Pois¢imo dolzino najkrajsega obhoda.

double r = numeric_limits<double>::infinity();

for (intj=0;j <n—1;, +4j)
// Resitev, pri kateri se konca ena pot v n — 1 in druga v j,
// lahko podaljSamo s korakom iz j v n — 1 in dobimo obhod.
r = min(r, fj] + D(j, n — 1));

// lzpisimo rezultat.

printf("%.6£\n", r); return 0;
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RESITVE NALOG SOLSKEGA TEKMOVANJA

1. KriZci in kroZci

Nalogo lahko resimo z zanko, ki pregleduje znake niza enega po enega. Pri vsa-
kem znaku preverimo, Ce je krizec ali krozec; ¢e ni ni¢ od tega dvojega, lahko takoj
zakljuc¢imo, da je niz neveljaven. Podobno tudi preverimo, ¢e je trenutni znak slu-
Cajno enak prejSnjima dvema; Ce je, imamo tri zaporedne enake znake in vemo, da
je niz neveljaven. Na koncu moramo preveriti Se, Ce je Stevilo krizcev enako stevilu
krozcev; spodnja resitev to poc¢ne tako, da med pregledovanjem niza sproti racuna
razliko med stevilom doslej prebranih krizcev in Stevilom doslej prebranih krozcev.
Ce je ta razlika na koncu enaka 0, je bilo krizcev in krozcev enako veliko, sicer pa
ne.

#include <string>
using namespace std;

bool Izenaceno(const string &s)

{

int razlika = 0; // Razlika v dosedanjem Stevilu krizcev in kroZcev.
charcl ="' ' c2=""; // Prejsnja dva znaka.

// Pojdimo po znakih niza.
for (char c : s)

// Ali so vsi znaki kriZci in kroZci?
if (c!="'x' && c!= '0") return false;

// Ali so kdaj trije zaporedni znaki enaki?

if (c == cl && cl == c2) return false;

// Popravimo razliko med Stevilom krizcev in kroZcev.
razlika += (c == 'x")?1: -1;

// Prejsnja dva znaka si zapomnimo.
c2=cl;cl =c¢

// Na koncu Se preverimo, &e je kriZcev in kroZcev enako mnogo.
return razlika == 0;

}

Zapisimo to resitev Se v pythonu:

def Izenaceno(s):
razlika = 0 # Razlika v dosedanjem stevilu krizcev in kroZcev.
cl=""';c2=" " # Prejsnja dva znaka.
# Pojdimo po znakih niza.
for cins:
# Ali so vsi znaki kriZci in kroZci?
if c!= 'x' and c != 'o': return False

# Ali so kdaj trije zaporedni znaki enaki?
if c == cl and cl == c2: return False

# Popravimo razliko med stevilom krizcev in kroZcev.
razlika += 1 if c == 'x' else —1

# Prejsnja dva znaka si zapomnimo.
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c2=cl;cl=c

# Na koncu se preverimo, Ce je krizcev in kroZcev enako mnogo.
return razlika == 0

Tej resitvi se pozna, da smo jo najprej napisali v C++ in nato prevedli v python.
Zapisimo jo Se bolj pythonicno:

def Izenaceno2(s):
krizci = s.count('x"'); krozci = s.count('o")
return krizci == krozci and krizci + krozci==len(s) and "xxx" not in s and "ooo" not in s

2. Kovanci

Recimo, da je na mizi n kupckov, pri é¢emer na i-tem kupcku lezi a; kovancev (za
1 =1,2,...,n). Razmisljamo lahko od konca proti zacetku. Pri zadnjem kupcku
imamo dve moZnosti: ali ga vzamemo ali pa ne. Ce zadnji kupéek vzamemo, potem
predzadnjega ne smemo (saj naloga pravi, da ne smemo vzeti dveh sosednjih kup-
¢kov), kar pomeni, da nam ostane le Se vprasanje, kako sestaviti ¢im vecjo vsoto iz
prvih n — 2 kupckov. Po drugi strani pa, ¢e zadnjega kupcka ne vzamemo, potem
predzadnjega smemo vzeti, kar pomeni, da imamo zdaj pred seboj vprasanje, kako
sestaviti ¢im vecjo vsoto iz prvih n — 1 kupckov.

V obeh primerih smo torej prisli do problema, ki je enake oblike kot prvotni,
le da namesto vseh kupckov gledamo samo prvih nekaj (natanéneje prvih n — 2 ali
n — 1). Ker vnaprej ne moremo vedeti, katera od obeh mozZnosti bo dala boljso
resitev, moramo preizkusiti obe in uporabiti boljso od njiju.

Tega ni tezko zapisati z rekurzivno zvezo. Naj bo f(k) najveCja vsota, ki jo
lahko sestavimo z izbiranjem izmed prvih k£ kupckov. Koné¢ni rezultat, po katerem
spraSuje naloga, je potem f(n). Dosedanji razmislek pa lahko strnemo v formulo:

f(k) = max{ax + f(k —2), f(k = 1)}.

Robni primer nastopi na zadetku zaporedja, kjer si lahko mislimo f(k) =0za k <0
(¢e sploh ni nobenega kupcka kovancev, bo tudi nas pobrani znesek lahko zgolj 0).

1z te formule lahko vidimo, da je pri ra¢unanju f (k) koristno, ¢e tedaj ze poznamo
f(k—=1) in f(k — 2). Torej je pametno racunati te vrednosti od leve proti desni,
po narascajocih k. Ze izracunane vrednosti funkcije f bi lahko shranjevali v tabelo,
vendar pravzaprav v vsakem trenutku potrebujemo le prejsnji dve vrednosti: ko
ra¢unamo f(k), potrebujemo f(k — 1) in f(k — 2), ne pa ve¢ tudi f(k — 3) in tako
naprej. Zato je dovolj, ¢e vedno hranimo le zadnji dve vrednosti funkcije.

#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

int NajvecjaVsota(const vector<int> &kupi)
int f =0, fPrej = 0; // Resitvi za 0 kupov.
// Pregledujmo kupe od leve proti desni.
for (int kup : kupi)

// V spremenljivki f je zdaj najboljsa resitev za vse kupe do
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// vklju¢no prejsnjega, v fPrej pa za vse kupe pred prejsnjim.
// lzraéunajmo najboljso resitev za vse kupe vklju¢no s trenutnim.
int fNova = max(fPrej + kup, f);
// Zadnji dve resitvi si zapomnimo.
fPrej = f; f = fNova;
}

return f; // Virnimo resitev za vse kupe.

Zapisimo to resitev se v pythonu:

def NajvecjaVsota(kupi):

f = 0; fPrej = 0 # ReSitvi za 0 kupov.

# Pregledujmo kupe od leve proti desni.

for kup in kupi:
# V spremenljivki f je zdaj najboljsa reSitev za vse kupe do
# vkljuéno prejsnjega, v fPrej pa za vse kupe pred prejsnjim.
# lzracunajmo najboljso resitev za vse kupe vkljucno s trenutnim.
fNova = max(fPrej + kup, f)
# Zadnji dve resitvi si zapomnimo.
fPrej = f; f = fNova

# Vrnimo resitev za vse kupe.
return f

Razmislimo Se o tezji razli¢ici naloge, ki jo omenja opomba pod ¢rto na koncu
besedila: vprasanje je torej, kateri kupcek naj pobriSemo, da bo potem Janezkov
izkupicek ¢im manjsi. Ce pobriSemo kupéek p, si lahko preostale kupcke predsta-
vljamo kot razdeljene na dve skupini, levo (od 1 do p—1) in desno (od p+1don —
mislimo si torej, da imajo kupcki enake zaporedne Stevilke kot prej, torej se vedno
do n, Ceprav smo enega pobrisali).

Ce zdaj Janezek na primer izbere kup p+ 1, ima to dve posledici: kupa p —1 ne
sme izbrati in njegov najvecji mozni izkupicek iz leve skupine je f(p — 2); podobno
pa tudi kupa p+2 ne sme izbrati in njegov najvecji mozni izkupicek iz desne skupine
je tak, kot ce bi se omejil le na kupcke od p + 3 naprej.

Ce pa kupa p + 1 ne izbere, potem sme izbrati kup p — 1 in najvedji mozni
izkupicek iz leve skupine je f(p — 1); ravno tako pa sme tudi izbrati kup p + 2 in
najvecji mozni izkupicek iz desne skupine je tak, kot ¢e bi se omejil na kupcke od
p + 2 naprej.

Iz tega razmisleka vidimo, da je koristno definirati Se eno funkcijo, podobno
funkeciji f: naj bo g(k) najveéji izkupicek, ki ga lahko dobimo, ¢e se omejimo na
kupcke od k do n. Prejsnja dva odstavka lahko zdaj povzamemo takole: Janezkov
najboljsi izkupicek, ¢e smo mu prej pobrisali kupcek p, je enak

h(p) := max{f(p —2) + ap+1 +g(p+3),flp—1)+g(p+2)}.

Pri izracunu te funkcije moramo biti nekoliko pazljivi pri robnih primerih; koristno
je vzeti f(k) =0 pri k <1 in g(k) =0 pri k > n; pri p = n si mislimo $e an+1 = 0.

Funkcijo g pa lahko ra¢unamo po podobnem razmisleku kot f: ¢e izberemo kup
k, potem kupa k + 1 ne smemo in lahko nadaljujemo Sele pri k£ 4 2, sicer pa ga lahko
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izberemo in torej nadaljujemo pri k + 1; tako dobimo
g(k) = max{ar + g(k +2),g(k + 1)}.

Racunamo jo lahko po padajocih k, podobno kot smo f racunali po narasc¢ajocih k.
Da resimo nalogo, moramo zdaj le izracunati h(p) za vse p in pogledati, kdaj
doseze svoj minimum. Oglejmo si implementacijo taksne resitve v C+-:

#include <vector>
#include <utility>
#include <algorithm>
using namespace std;

pair<int, int> NajvecjaVsota2(const vector<int> &kupi)
{
int n = kupi.size();
// flk] = najboljsi izkupicek za prvih k kupov
vector<int> f_(n + 1); auto f = f_.begin() + 1; f[—1] = 0; f[0] = 0;
for (int k = 1; k < n; ++k) flk] = max(flk — 1], f[k — 2] + kupilk — 1]);
// glk] = najboljsi izkupiéek za vse kupe razen prvih k
vector<int> g(n + 3); g[n + 2] = 0; g[n + 1] = 0; g[n] = 0;
for (int k = n — 1; k >= 0; ——k) g[k] = max(g[k + 1], g[k + 2] + kupi[k]);
// lzraéunajmo h(p) za vse p in si zapomnimo njen minimum.
int pNaj = —1, hNaj = 0;
for (int p=0; p < n; ++p) {
int h = max(flp — 1] + (p <n — 1 ? kupi[p + 1] : 0) + g[p + 3], f[p] + glp + 2]);
if (PNaj < 0 || h < hNaj) hNaj = h, pNaj = p; }

return { pNaj, hNaj };

}

Funkcija vrne par celih stevil, od katerih prvo pove, kateri kup p naj Stefan pobrige,
drugo pa, kaksen bo potem Janezkov izkupi¢ek. Da imamo pri ra¢unanju h(p) manj
dela z robnimi primeri, je koristno, e obstajajo pri funkcijah f in g tudi vrednosti
f(=1), g(n), g(n+ 1) in g(n + 2), zato imata v gornji resitvi vektorja f_ in g malo
ve¢ kot n elementov; in ker Stevila —1 ne moremo uporabiti kot indeksa v vektor,
smo za f vzeli iterator, ki kaze na drugi element vektorja f_.

Zapisimo to resitev Se v pythonu:

def NajvecjaVsota2(kupi):

n = len(kupi); f =[0] * (n 4+ 2); g =[0] * (n + 3)

# f[k] = najboljsi izkupi¢ek za prvih k kupov

for k in range(1, n + 1): f[k] = max(f[k — 1], f[k — 2] + kupi[k — 1])

# glk] = najboljsi izkupicek za vse kupe razen prvih k

for k in range(n — 1, —1, —1): g[k] = max(glk + 1], glk + 2] + kupi[k])

# lzraunajmo h(p) za vse p in si zapomnimo njen minimum.

pNaj = —1; hNaj =0

for p in range(n):
h = max(flp — 1] + (kupi[p + 1] if p < n — 1 else 0) + g[p + 3], flp] + glp + 2])
if pNaj < 0 or h < hNaj: hNaj = h; pNaj = p

return pNaj, hNaj



104 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

Tu z negativnimi indeksi ni tezav, saj so v pythonu veljavni (in se nanasajo na
elemente na koncu seznama).

Pri prvotni razlic¢ici naloge smo lahko vrednosti funkcije f sproti pozabljali, tako
da je porabila nasa resitev le O(1) dodatnega pomnilnika (poleg tistega, ki ga ze tako
ali tako zaseda vhodna tabela a oz. kupi). Pri tezji razli¢ici pa to ni tako preprosto;
da izra¢unamo h(p) za neki konkreten p, potrebujemo vredosti f(k) in g(k) za nekaj
k-jev v blizini tega p. Ce ra¢unamo h po naraséajo¢ih p-jih, bomo torej tudi f in
g potrebovali po naras¢ajocih k-jih; funkcije f(k) ni tezko racunati po narascéajocih
k-jih (in sproti pozabljati tiste f(k), ki jih ne bomo ve¢ potrebovali), funkcije g(k)
pa ne, saj je slednja definirana tako, da jo lahko radunamo le po padajocih k-jih. Ce
pa bi zeleli racunati h po padajocih p-jih namesto po narascajocih, bi naleteli na
podoben problem pri funkciji f namesto pri g.

Nasa dosedanja resitev, funkcija NajvecjaVsota2, je porabila O(n) dodatnega po-
mnilnika za tabeli oz. vektorja, v katerih je hranila vrednosti funkcij f in g. V mislih
si lahko predstavljamo, da tako tabelo razdelimo na bloke dolzine Bj; teh blokov je
torej priblizno n/B. Recimo, da bomo rac¢unali h(p) po narasc¢ajocih p; videli smo,
da bomo pri tem potrebovali tudi f(k) po naraséajocih k, torej lahko te vrednosti
racunamo sproti in jih tudi sproti pozabljamo, tabele za funkcijo f pa sploh ne po-
trebujemo. Glede funkcije g pa naredimo takole: najprej izra¢unajmo vse g(k) po
padajocih g, vendar jih vecino tudi sproti pozabimo; zapomnimo si le zadnji dve iz
vsakega bloka. Ko za¢nemo nato ra¢unati vrednosti h(p) po naraséajocih p in zato
potrebujemo tudi vrednosti g(k) po narascajocih k, pa lahko vsaki¢, ko pridemo do
novega bloka, na novo izra¢unamo vse vrednosti g(k) v tem bloku iz zadnjih dveh
(pri tem gremo seveda padajoce po k-jih tega bloka). Ko se kasneje p ze toliko po-
veca, da nekega bloka ne bomo vec¢ potrebovali, ga lahko v celoti pozabimo. Poraba
pomnilnika je tako le O(B + n/B), ker v vsakem trenutku hranimo le en ali dva
zaporedna bloka, poleg tega pa Se po zadnja dva elementa vsakega bloka. Najbolje
je torej vzeti B = \/n, ko imamo prostorsko zahtevnost O(y/n), ¢asovna pa je Se
vedno le O(n), ¢etudi je konstantni faktor zdaj malo veéji (ker smo morali funkcijo
g pravzaprav racunati dvakrat).

Se bolj pa lahko porabo pomnilnika zmanj$amo, ¢e smo pripravljeni v zameno
sprejeti malo vecjo Casovno zahtevnost. Opazimo lahko, da za izracun h(p) po-
trebujemo le vrednosti f(k) in g(k) za nekaj k-jev blizu tistega p; naj bo F(p) =
(flp—2), f(p—1)) in G(p) = (g(p+2),9(p+3)), pa lahko h(p) izracunamo iz F'(p)
in G(p) (in ap+1, toda tabela a z vhodnimi podatki je tako ali tako vedno na voljo).
Obenem tudi vidimo, da lahko F(p) izra¢unamo iz F(p — 1) (in ap), G(p) pa iz
G(p+1) (in ap). Ce nas zanimajo vrednosti h(p) za ve¢ zaporednih p-jev — recimo
za obmodje £ < p < d — je koristno, ¢e imamo za zac¢etek pri roki F'(¢) in G(d). Zdaj
lahko razmisljamo rekurzivno: obmocje razdelimo na dve polovici; izracunajmo F
in G na koncu prve in na zacetku druge polovice; in vsako polovico obdelajmo z
rekurzivnim klicem. Robni primer je, ko je d = ¢, takrat pa imamo torej F'(¢) in
G(¢) in lahko iz njiju izra¢unamo h(f). Tako sasoma izra¢unamo h za vse mozne
vrednosti njegovega argumenta, sproti pa lahko tudi gledamo, katera od njih ima
najmanjso vrednost (to hranimo npr. v neki globalni spremenljivki). Zapi$imo to
resitev s psevdokodo:

vhodni podatki: vrednosti kupov ai,...,an;
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globalni spremenljivki: p* in h*;

podprogram REKURZIJA(Y, d, F(£), G(d)):

if £ =d then
izra¢unaj h(¥) iz F(¢) in G(¥);
if h(f) < h* then h* := h({), p* :=¢;

else:
mi= (£ +d)/2);
for p:=4+1tom+1 do izratunaj F(p) iz F(p — 1);
for p:= d — 1 downto m do izrac¢unaj G(p) iz G(p + 1);
(* vrednosti F(p) in G(p) sproti pozabljaj, razen prip=m inp=m+1*)
REKURZUIA(Z, m, F(¢), G(m)); REKURZIA(m + 1, d, F(m + 1), G(d));

glavni del programa:
h* := o005 p* := —1; REKURZIJA(1, n);

Na koncu imamo v p* in h* vrednosti, po katerih sprasuje naloga. Pri tem smo po-
rabili O(logn) dodatnega pomnilnika, kolikor znasa globina rekurzije; glede porabe
Casa pa lahko razmisljamo takole: da obdelamo obmocje n moznih vrednosti p-ja,
porabimo najprej O(n) ¢asa za izra¢un vrednosti F' in G do sredine obmodja, nato
pa izvedemo dva rekurzivna klica za polovico manjsi obmocji; imamo torej ¢asovno
zahtevnost T'(n) = O(n) + 27T (n/2) in hitro se lahko prepri¢amo, da to pomeni
T(n) = O(nlogn). Tako smo torej nekaj izgubili pri ¢asovni, veliko pa pridobili pri
prostorski zahtevnosti.

3. Taksi

Preprosta, vendar manj uc¢inkovita resitev je z dvema gnezdenima zankama. Z zuna-
njo zanko pojdimo po vseh moznih polozajih centrale; pri vsakem polozaju centrale
pojdimo potem z notranjo zanko po strankah, racunajmo razdaljo od centrale do po-
samezne stranke in te razdalje sestevajmo. Ko za trenutni polozaj centrale poznamo
vsoto razdalj do vseh strank, lahko pogledamo, ce je to najmanjsa vsota doslej, in ¢e
je, si jo zapomnimo (in tudi to, pri kateri centrali smo jo dobili). Na koncu zunanje
zanke bomo tako poznali najmanjSo vsoto sploh in tudi polozaj centrale, pri kateri
smo jo dosegli.
Zapisimo to resitev v C++:

#include <vector>
using namespace std;

struct Tocka { int x, y; };

// Virne indeks izbrane centrale.
int IzberiCentralol(const vector<Tocka>& stranke, const vector<Tocka>& centrale)

{

int najVsota = 0, najCentrala = —1,;
// Preglejmo vse mozne poloZaje centrale.
for (int i = 0; i < centrale.size(); +-+i)

// lzraéunajmo vsoto razdalj od i-te centrale do vseh strank.
int vsota = 0; Tocka C = centrale]i];
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for (const auto &S : stranke) vsota += abs(S.x — C.x) + abs(S.y — C.y);

// Ce je to najboljsi rezultat doslej, si ga zapomnimo.
if (najCentrala < 0 || vsota < najVsota)
najVsota = vsota, najCentrala = i;

return najCentrala;

}

Zapisimo to resitev Se v pythonu. Tu ne bomo definirali svoje strukture oz. razreda
za tocko, pa¢ pa bomo predpostavili, da dobimo tocke kot urejene pare (pythonov
tip tuple):

def IzberiCentralol(stranke, centrale):
najVsota = 0; najCentrala = —1
# Preglejmo vse mozZne polozZaje centrale.
for i, (cx, cy) in enumerate(centrale):

# lzracunajmo vsoto razdalj od i-te centrale do vseh strank.
vsota = 0
for (sx, sy) in stranke: vsota += abs(sx — cx) + abs(sy — cy)
# Ce je to najboljsi rezultat doslej, si ga zapomnimo.
if najCentrala < 0 or vsota < najVsota:

najVsota = vsota; najCentrala =i

return najCentrala # Vrnimo najboljso resitev.
Ali, krajse:

def IzberiCentralolb(stranke, centrale):
return min((sum(abs(sx — cx) + abs(sy — cy) for (sx, sy) in stranke), i)
for (i, (cx, cy)) in enumerate(centrale))[1]

Casovna zahtevnost te reitve je O(n-m), ¢e imamo n strank in m moznih polozajev
centrale.

Do hitrejSe resitve lahko pridemo, ¢e si pomagamo z naslednjim opazanjem:
pri taksni meri razdalje, kot jo uporabljamo pri nasi nalogi (torej manhattanska
razdalja namesto bolj znane evklidske razdalje), je tisto, kar k razdalji med dvema
tockama prispeva razlika njunih z-koordinat, popolnoma neodvisno od tistega, kar
k isti razdalji prispeva razlika njunih y-koordinat. Ta dva prispevka lahko racunamo
loc¢eno in ju nato sestejemo. Razmislimo, kaj to pomeni za naso nalogo. Naj bo
si = (wi,y:) polozaj i-te stranke (za ¢ = 1,...,n); in recimo, da razmisljamo o
tem, da bi centralo postavili na to¢ko ¢ = (Z,§). Da ocenimo to moznost, moramo
izracunati vsoto razdalj od ¢ do vseh strank s;:

J(e) =20, (Jei — & + lyi — 1)
=2l = # ]+ 20 v — gl

Vsoto smo torej razdelili na dve vsoti, eno za z-koordinate in eno za y-koordinate;
recimo jima J,(Z) in Jy(§). Oglejmo si poblize prvo od njiju; za drugo bo razmislek
podoben. V mislih uredimo stranke narascajoce po z-koordinati in jih v tem vrstnem
redu ostevil¢imo. Poglejmo zdaj, koliko jih lezi levo od &, torej da zanje velja x; < &;
recimo, da je to prvih k v tem vrstnem redu, preostalih n — k pa ima z; > Z. Videli
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smo, da vsaka stranka k vsoti prispeva ¢len |z; — Z|; pri desnih strankah je to kar
enako z; —Z, pri levih pa je ta prispevek enak Z—z;. Naso vsoto lahko zdaj razdelimo
na dve, eno po levih in eno po desnih strankah:

Jo (@) = 200, s — 7
=Y @)+ Y, (- ).

V vsakem sestevancu se pojavlja Z, ki pa ni odvisen od i, zato ga lahko nesemo ven
in ga enostavno pomnozimo s stevilom takih sestevancev:

Ja(Z) = kT — (Zfa wi) + (i #i) — (= k)z.
k

Vsoti Zi:l x; recimo Sk; to ni ni¢ drugega kot vsota xz-koordinat najbolj levih k
toc¢k. Druga vsota, » zi, je potem enaka S, — Si. Naso formulo lahko zdaj
zapisemo kot

n
i=k+1

Jo(Z) = kT — Sk + (Sn — Sk) — (n — k)@
= (2k — n)Z + S — 25k

Za potrebe iskanja najboljSega polozaja centrale lahko v tej zadnji formuli ¢len S,
tudi izpustimo, saj je pri vseh c enak in torej ni¢ ne vpliva na to, kateri polozaj c
bo imel najmanjso vsoto J(c).

Po tej formuli lahko J; (%) ra¢unamo zelo poceni in enostavno. Ko imamo stranke
enkrat urejene po z-koordinatah, lahko z bisekcijo hitro ugotovimo, koliko jih lezi
levo od #; tako dobimo k. Vsote Sk za vse k od 0 do n si lahko izrac¢unamo vnaprej in
jih hranimo v tabeli. Tako bomo imeli z izra¢unom vsake J;(Z) le O(logn) dela (za-
radi bisekcije), pred tem pa Se O(nlogn) dela za urejanje strank po xz-koordinatah.
Z enakim razmislekom lahko seveda obdelamo tudi y-koordinate. Skupaj je torej
Gasovna zahtevnost te resitve O((n 4+ m)logn). Zapisimo to resitev v C++:

#include <algorithm>

int IzberiCentralo2(const vector<Tocka>& stranke, const vector<Tocka>& centrale)
{
// Pripravimo urejeni tabeli x- in y-koordinat vseh strank.
int n = stranke.size();
vector<int> xi(n), yi(n);
for (int i = 0; i < n; i++) xi[i] = stranke[i].x, yi[i] = stranke[i].y;
sort(xi.begin(), xi.end()); sort(yi.begin(), yi.end());
// Pripravimo delne vsote obeh tabel.
vector<int> sxi(n + 1), syi(n + 1); sxi[0] = 0; syi[0] = 0;
for (int i = 0; i < n; i+4) sxi[i + 1] = sxi[i] + xi[i], syi[i + 1] = syi[i] + vi[i];
// Preglejmo vse mozne poloZaje centrale.

int najVsota = 0, najCentrala = —1;
for (int i = 0; i < centrale.size(); ++i)
{

// lzraéunajmo vsoto razdalj od i-te centrale do vseh strank.
Tocka C = centrale]i];

int kx = lower_bound(xi.begin(), xi.end(), C.x) — xi.begin();
int ky = lower_bound(yi.begin(), yi.end(), C.y) — yi.begin();
int Jx = (2 * kx — n) * C.x — 2 * sxi[kx];

int Jy=(2*ky —n) * Cy — 2 * syilky]:

int vsota = Jx + Jy;
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// Ce je to najboljsi rezultat doslej, si ga zapomnimo.
if (najCentrala < 0 || vsota < najVsota)
najVsota = vsota, najCentrala = i;

return najCentrala;

}
In v pythonu:

import bisect

def IzberiCentralo2(stranke, centrale):
n = len(stranke)
# Pripravimo urejeni tabeli x- in y-koordinat vseh strank.
xi = [x for (x, y) in stranke]; xi.sort()
yi = [y for (x, y) in stranke]; yi.sort()
# Pripravimo delne vsote obeh tabel.
sxi = [0]; syi = [0]
for x in xi: sxi.append(sxi[—1] + x)
for y in yi: syi.append(syi[—1] + y)
# Preglejmo vse moZne poloZaje centrale.
najVsota = 0; najCentrala = —1
for i, (cx, cy) in enumerate(centrale):
# lzracunajmo vsoto razdalj od i-te centrale do vseh strank.
kx = bisect.bisect_left(xi, cx)
ky = bisect.bisect_left(yi, cy)
Jx = (2% kx — n) * cx — 2 * sxi[kx]
Jy=(2*ky —n) *cy — 2 * syi[ky]
vsota = Jx + Jy
# Ce je to najboljsi rezultat doslej, si ga zapomnimo.
if najCentrala < 0 or vsota < najVsota:
najVsota = vsota; najCentrala =i

return najCentrala # Vrnimo najboljso resitev.

Se ena moznost je, da mozne polozaje central uredimo po z-koordinati in nato isto-
Casno pregledujemo po narascajocih z-koordinatah tako seznam strank kot seznam
polozajev centrale. S tem postopkom, torej neke vrste zlivanjem dveh urejenih se-
znamov, bomo lahko za vsak polozaj centrale dolo¢ili, koliko strank je levo od nje, od
tam naprej pa lahko razmisljamo enako kot zgoraj, da izracunamo J, tega polozaja
centrale. Nato podobno naredimo $e za y-koordinate. Porabimo torej O(nlogn)
¢asa za urejanje strank, O(mlogm) casa za urejanje central in nato O(n + m) za
zlivanje obeh seznamov ter izracun vseh J,(#) in Jy (7). Casovna zahtevnost te
resitve je O(nlogn 4+ mlogm), kar je bolje od prejsnje, ¢e je m < n.

int IzberiCentralo2b(const vector<Tocka>& stranke, const vector<Tocka>& centrale)
{

int n = stranke.size(), m = centrale.size();

vector<int> vsote(m, 0);

for (int os = 0; 0s < 2; 0s++) // 0s 0 =x, 0s 1 =y

// Uredimo stranke po koordinati.
vector<int> ti(n);
for (int i = 0; i < n; i++) ti[i] = (os == 0) ? stranke[i].x : stranke[i].y;
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sort(ti.begin(), ti.end());

// Uredimo centrale po koordinati.

vector<pair<int, int>> ci(m);

for (int i = 0; i < m; i++) ci[i] = {(os == 0) ? centrale[i].x : centrale[i].y, i};
sort(ci.begin(), ci.end());

// Za vsako centralo izracunajmo vsoto razdalj do strank v trenutni smeri.
int k =0, sk =0;

for (auto [tc, j] : ci[i]) // centrale[j] ima koordinato tc

// Premaknimo se mimo strank, ki imajo manjso koordinato kot trenutna centrala.
while (k < n && tilk] < tc) sk += ti[k++];

// Zdaj so ti[0..k — 1] manjsi od tc (in sk je njihova vsota),
// tilk..n — 1] pa so vedji ali enaki tc.

// Pristejmo prispevek razdalj v trenutni smeri k oceni j-tega
// mozZnega poloZaja centrale.

vsote[j] += (2 * k — n) * tc — 2 * sk;

}

}
// Pois¢imo najboljsi poloZaj centrale.
int najVsota = 0, najCentrala = —1,

for (int i =0; i < m; ++i)
if (najCentrala < 0 || vsote[i] < najVsota)
najVsota = vsote[i], najCentrala = i;
return najCentrala;

}
Zapisimo to resitev Se v pythonu:

def IzberiCentralo2b(stranke, centrale):
n = len(stranke); m = len(centrale)
vsote = [0] * m

for os in range(2): # 0s 0 =x, 0s 1 =y

# Uredimo stranke po koordinati.
ti = [s[os] for s in stranke]; ti.sort()

# Uredimo centrale po koordinati.
ci = [(c[os], i) for i, ¢ in enumerate(centrale)]; ci.sort()

# Za vsako centralo izracunajmo vsoto razdalj do strank v trenutni smeri.
k=0;sk=0
for (tc, j) in ci: # centrale[j][os] == tc

# Premaknimo se mimo strank, ki imajo manjso koordinato kot trenutna centrala.
while k < n and ti[k] < tc: sk += ti[k]; k +=1

# Zdaj so ti[0..k — 1] manjsi od tc (in sk je njihova vsota),

# tilk..n — 1] pa so vedji ali enaki tc.

# Pristejmo prispevek razdalj v trenutni smeri k oceni j-tega

# mozZnega poloZaja centrale.

vsote[j] += (2 * k — n) * tc — 2 * sk

# Poiscimo najboljsi polozaj centrale in ga vrnimo.
najVsota = 0; najCentrala = —1
for i in range(m):
if najCentrala < 0 or vsote[i] < najVsota:
najVsota = vsote[i]; najCentrala = i
return najCentrala
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4. Preusmerjanje

Ko sledimo verigi preusmeritev, je koristno, ¢e znamo za trenutno stran hitro ugo-
toviti, ali obstaja z nje preusmeritev in kam. Naloga pravi, da kot vhod dobimo
seznam parov (s;,t;), kar za ta namen ni najbolj prikladno — morali bi se sprehoditi
po celem seznamu in za vsak par preverjati, ali je njegova s; ravno tista stran, s
katero se trenutno ukvarjamo. Bolje bo, ¢e ta seznam predelamo v tabelo: naloga
pravi, da so strani ostevilcene od 1 do n, zato imamo lahko tabelo z n elementi, v
kateri Stevilko strani uporabimo kot indeks; vrednost posameznega elementa pa naj
nam pove, kam nas tista stran preusmeri (¢e nikamor, lahko tja zapiSemo na primer
—1).

Zdaj znamo hitro in preprosto slediti verigi preusmeritev; paziti pa moramo Se
na moznost, da se veriga zacikla. Ena moznost, kako odkriti tak cikel, je, da si
nekje shranjujemo podatke o tem, katere strani smo med nasim sledenjem verigi ze
obiskali. Preden sledimo preusmeritvi na neko novo stran, moramo potem preveriti,
ali smo tisto stran kdaj prej ze obiskali; ¢e da, potem vemo, da smo se znasli na
ciklu. Tudi za podatke obiskanosti lahko uporabimo tabelo n logi¢nih vrednosti, ki
za vsako stran povedo, ali smo jo ze obiskali ali ne.

Druga moznost je, da se ne zmenimo za to, ali smo neko stran ze obiskali ali
ne, paé pa Stejemo, koliko korakov smo naredili pri sledenju verigi. Ce naredimo
n korakov, ne da bi se veriga koncala, potem vemo, da se vsaj ena stran na verigi
pojavi veé kot enkrat (ker bi drugace morali imeti n + 1 razli¢nih strani, v resnici
pa jih je samo n), torej na verigi obstaja cikel. Ta resitev porabi manj pomnilnika
kot prejsnja (ker ne potrebuje tabele s podatki o obiskanosti), pa¢ pa ve¢ casa (ker
naredi n korakov, ¢etudi se cikel mogoce pojavi ze veliko prej).

Oglejmo si implementacijo prve od teh dveh moznosti v C++:

#include <vector>
using namespace std;

struct Preusmeritev { int s, na; };

int KonecVerige(int n, int z, const vector<Preusmeritev> &preusmeritve)
{

// Pripravimo si tabelo, ki za vsako stran pove, kam nas

// od tam preusmerijo; &e nikamor, bo tam —1.

vector<int> kam(n + 1, —1);

for (const auto &p : preusmeritve) kam[p.s] = p.na;

// Pripravimo si tabelo za oznacevanje Ze obiskanih strani.
vector<bool> obiskana(n + 1, false);

// Sledimo verigi preusmeritev od z naprej.
while (kam[z] >= 0 && ! obiskana[z])

obiskanalz] = true; // Ozna&imo trenutno stran za obiskano
z = kam(z]; // in se premaknimo na naslednjo.

// Ce smo se ustavili zato, ker smo prisli na neko Ze obiskano stran,

// to pomeni, da se je veriga zaciklala; sicer pa vrnimo stran, pri kateri
// se je veriga koncala.

return obiskanalz] ? —1: z;
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Vektorja kam in obiskana smo inicializirali na velikost n + 1 elementov, da lahko
kot indekse uporabljamo stevila od 1 do n, kot se pojavljajo v vhodnih podatkih
— elementov na indeksu 0 tako nikoli ne uporabimo. Ce nas ta majhna potrata
pomnilnika moti, bi morali pa¢ paziti na to, da indekse v vhodnih podatkih pred
obdelavo zmanjsamo za 1, na koncu pa Stevilko strani, pri kateri se je veriga koncala,
spet povecamo za 1, preden jo vrnemo.

Namesto tabel lahko za kam in obiskana uporabimo razprseni tabeli; s tem lahko
potencialno prihranimo nekaj ¢asa in pomnilnika, kajti v zgornji resitvi imata obe
tabeli vedno po n elementov, cetudi je preusmeritev mogoce malo in ¢etudi mogoce
obis¢emo le majhno stevilo strani; pri razprSeni tabeli pa ima lahko kam le toliko
elementov, kolikor je preusmeritev v vhodnem seznamu, obiskana pa le toliko ele-
mentov, kolikor strani obiS¢emo pri sledenju verigi. V C++ si lahko pomagamo z
razredoma unordered_map in unordered_set. Se ena prednost tega pristopa je, da ga
lahko skoraj brez sprememb uporabimo tudi, ¢e so strani namesto z zaporednimi
stevilkami od 1 do n predstavljene z nizi (npr. z naslovi, torej URLji). Oglejmo si Se
to resitev:

#include <unordered_set>
#include <unordered_map>

int KonecVerige2(int n, int z, const vector<Preusmeritev> &preusmeritve)
{

// Pripravimo si slovar preusmeritev.

unordered_map<int, int> kam;

for (const auto &p : preusmeritve) kam.emplace(p.s, p.na);

// Pripravimo si mnoZico Ze obiskanih strani.
unordered_set<int> obiskana;

// Sledimo verigi preusmeritev od z naprej.
while (obiskana.find(z) == obiskana.end())

{

// Poglejmo, ali obstaja s strani ,z" preusmeritev kam drugam.
auto it = kam.find(z);

/] Ce ne obstaja, se veriga tu konca.

if (it == kam.end()) return z;

obiskana.emplace(z); // Oznaéimo trenutno stran za obiskano
z = it—>second; // in se premaknimo na naslednjo.

// Tu vemo, da se je veriga zaciklala.
return —1;

}

Zapisimo obe razliCici resitve Sse v pythonu. Tu predpostavimo, da so v vhodnih
podatkih preusmeritve predstavljene kar z urejenimi pari (tip tuple v pythonu):

def KonecVerige(n, z, preusmeritve):
# Pripravimo si tabelo, ki za vsako stran pove, kam nas
# od tam preusmerijo; ¢e nikamor, bo tam —1.
kam = [-1] * (n 4+ 1)
for (s, na) in preusmeritve: kam[s] = na

# Pripravimo si tabelo za oznacevanje Ze obiskanih strani.
obiskana = [False] * (n + 1)
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# Sledimo verigi preusmeritev od z naprej.

while kam([z] >= 0 and not obiskanalz]:
obiskana[z] = True # Oznacimo trenutno stran za obiskano
z = kam|[z] # in se premaknimo na naslednjo.

# Ce smo se ustavili zato, ker smo prisli na neko Ze obiskano stran,

# to pomeni, da se je veriga zaciklala; sicer pa vrnimo stran, pri kateri
# se je veriga koncala.

return —1 if obiskana[z] else z

def KonecVerige2(n, z, preusmeritve):
# Pripravimo si slovar preusmeritev.
kam = {s: na for (s, na) in preusmeritve}
7 Pripravimo si mnoZico Ze obiskanih strani.
obiskana = set()

# Sledimo verigi preusmeritev od z naprej.

while z not in obiskana:
# Poglejmo, ali obstaja s strani ,,z" preusmeritev kam drugam.
# Ce ne obstaja, se veriga tu konca.
if z not in kam: return z

obiskana.add(z) # Sicer oznaimo trenutno stran za obiskano
z = kam|[z] # in se premaknimo na naslednjo.

# Tu vemo, da se je veriga zaciklala.
return —1

5. Odstranjevanje crk

Besedam, ki imajo v nalogi opisano lastnost, bomo rekli, da so ugodne. Iz definicije
v besedilu naloge vidimo, da je beseda ugodna, e je dolga eno samo ¢rko ali pa ce
lahko iz nje z brisanjem ene ¢rke dobimo kaksno drugo ugodno besedo; sicer pa ni
ugodna. Z brisanjem ene ¢rke seveda nastane malo krajSa beseda; ko se na primer
ukvarjamo z neko besedo dolzine k znakov, bomo z brisanjem dobili besede dolzine
k — 1 znakov. Koristno bo torej, ¢e bomo takrat za tiste krajse besede ze vedeli,
ali so ugodne ali ne, saj je od tega potem odvisno, ali je tudi daljsa beseda ugodna.
Nas vhodni seznam besed je torej pametno za zaCetek urediti narascajoce po dolzini
in jih potem pregledovati v tem vrstnem redu.

Pri vsaki besedi moramo na vse mozne nacine pobrisati eno ¢rko in preveriti, e je
kaksna od tako dobljenih krajsih besed Ze znana kot ugodna. V ta namen je koristno,
Ce ugodne besede shranjujemo v razprseno tabelo ali kaksno podobno podatkovno
strukturo, pri kateri bomo lahko poceni preverili, ali vsebuje neko besedo ali ne. V
C++ lahko uporabimo na primer razred unordered_set, v pythonu pa set.

#include <string>
#include <unordered_set>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

string Splatters(vector<string> besede)

// Uredimo besede po naras¢ajoci dolzini.
sort(besede.begin(), besede.end(), [] (const string &s, const string& t) {
return s.length() < t.length(); });
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// Pripravimo razprseno tabelo, v katero bomo shranjevali ugodne besede.
unordered_set<string> ugodne;

int n = besede.size(), zadnjaUgodna = —1;

// Preglejmo besede po naraséajoéi dolZini.

for (inti=0;i<n;it++)

{

const string &s = besede][i];

// Enocrkovne besede so ugodne Ze same po sebi.

int k = s.length();

if (k <= 1) { ugodne.emplace(s); continue; }

// Pri daljsih besedah poglejmo, & lahko z brisanjem ene &rke dobimo ugodno besedo.
for (int j = 0; j < k; j++)

string t = s.substr(0, j) 4 s.substr(j + 1);
// t je beseda, ki nastane, e v s pobrisemo crko s[j].
if (ugodne.find(t) == ugodne.end()) continue;
// t je ugodna, torej je s tudi.
ugodne.emplace(s); zadnjaUgodna = i; break;
}
}

// Virnimo zadnjo ugodno besedo, ki smo jo nasli (ta je tudi najdaljsa).
return zadnjaUgodna < 0 ? string() : besede[zadnjaUgodnal;

}

Oglejmo si Se resitev v pythonu:

def Splatters(besede):
ugodne = set(); zadnjaUgodna = None
# Pregledujmo besede po narascajoci dolzZini.
for k, s in sorted((len(s), s) for s in besede):
# Enocrkovne besede so ugodne Ze same po sebi.
if k <= 1: ugodne.add(s); continue
# Pri daljsih besedah poglejmo, e lahko z brisanjem ene ¢rke dobimo ugodno besedo.
for j in range(k):
# Poglejmo, ali je beseda, ki nastane iz s z brisanjem &rke s[j], ugodna.
if s[;j] + s[j + 1:] not in ugodne: continue
# Ce da, potem je tudi s ugodna.
ugodne.add(s); zadnjaUgodna = s; break
# Vrnimo zadnjo ugodno besedo, ki smo jo nasli (ta je tudi najdaljsa).
return zadnjaUgodna

Kaksna je casovna zahtevnost te resitve? Recimo, da imamo n vhodnih nizov, pri
cemer je i-ti dolg d; znakov, najdaljsi je dolg m = max; d; znakov, vsi skupaj pa
D= Zz d; znakov. Za urejanje nizov po dolzini v resnici ni treba premikati samih
nizov, lahko bi imeli le njihove indekse ali kazalce nanje; urejanje bi potem vzelo
O(nlogn) casa ali pa celo le O(n+m) ¢asa, ¢e uporabimo urejanje s Stetjem (kar je
koristno, ¢e nizi niso predolgi). Potem imamo pri vsaki besedi s zanko po vseh ¢rkah;
krajse besede t, ki nastanejo iz nje, bi lahko z nekaj pazljivosti racunali tako, da bi
imeli vsakic¢ le O(1) dela, da popravimo niz s[1..i — 1]s[¢ + 1..k] v niz s[1..i]s[i + 2..k].
Toda za poizvedbo v razprseno tabelo ugodne bo Se vseeno treba O(k) ¢asa; in ker
imamo pri posameznem nizu s po k takih poizvedb, je to O(k?). Ko to sestejemo
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po vseh vhodnih nizih, imamo O(Zl d?) = O(nm?). V tem se potem utopi tudi ¢as
za dodajanje ugodnih besed v razprseno tabelo.

Bolje bi slo z Rabin-Karpovimi razprsevalnimi kodami, kjer lahko v O(k) casa
pripravimo razprsevalne kode vseh prefiksov in sufiksov s-ja, iz tega pa v O(k) ¢asa
tudi razprsevalne kode vseh t-jev (torej besed, ki nastanejo iz s-ja z brisanjem ene
¢rke). Predstavljamo si lahko, da ¢e za razprSevalno kodo niza ¢ opazimo, da je v
tabeli ugodne, je potem zelo verjetno, da je tudi tisti niz ¢ res v tabeli ugodne (torej
da med razprSevalnimi kodami ni trkov oz. da jih je zelo malo), torej bomo sicer
Se lahko porabili O(k) ¢asa za preverjanje, ali je t v tabeli ugodne, vendar le enkrat
pri vsakem s, ker bo tisto preverjanje pokazalo, da je t res ugoden, zato je tudi s
ugoden in se bomo z njim nehali ukvarjati. Tako porabimo le O(k) ¢asa pri vsakem
s-ju, kar je skupaj O(>_, di) = O(D).

Razmislimo zdaj Se o razlicici naloge, ki jo omenja opomba pod ¢rto na koncu
besedila: recimo torej, da se sme po vsakem brisanju ¢rke tudi poljubno spremeniti
vrstni red ostalih ¢rk. Preprost nacin, da to novo razlic¢ico naloge prevedemo na
prvotno, je ta, da v seznamu besede, ki ga dobimo kot vhodni podatek, na zacetku
pri vsaki besedi uredimo njene ¢rke po abecedi. Namesto besed kramp in park bi
tako dobili akmpr in akpr, tu pa lahko drugo dobimo iz prve Ze samo z brisanjem
ene Crke in ni treba po tem Se spreminjati vrstnega reda c¢rk.

Ko razmisljamo o brisanju ene ¢rke iz besede s, lahko opazimo Se naslednje: ce je
v s vec zaporednih enakih ¢rk, je vseeno, katero od njih pobrisemo, saj bo rezultat
vsaki¢ enak (na primer: ¢e v bee pobriSemo drugo ali tretjo ¢rko, v obeh primerih
dobimo bc); torej je dovolj, ¢e od ve¢ zaporednih enakih ¢érk poskusimo brisati le
eno. (To drobno izboljsavo bi lahko uporabili Ze v prvotni razli¢ici naloge, le da se
tam verjetno precej redkeje zgodi, da ima beseda vec zaporednih enakih ¢rk; pri nasi
novi razli¢ici pa se bo to zgodilo pogosteje, ker smo v vsaki besedi najprej uredili
érke po abecedi, tako da so enake ¢rke gotovo prisle skupaj.)

Ce so nase vhodne besede zelo dolge, je koristna potem e naslednja izboljsava:
namesto da besedo (s ¢rkami, urejenimi po abecedi) predstavimo kot niz, jo lahko
predstavimo z urejeno c-terico celih Stevil, pri cemer je c¢ stevilo razlicnih ¢rk v
abecedi, iz katerih so sestavljene nase besede; v taki c-terici vsako stevilo pove,
kolikokrat se posamezna c¢rka abecede pojavlja v nasi besedi. Besede, ki iz nje
nastanejo z brisanjem ene ¢rke, dobimo potem tako, da v taki c-terici po en pozitivni
element naenkrat zmanjSamo za 1. (Primer: ¢e imamo abecedo s tremi érkami,
recimo a, bin ¢, potem besedo bee predstavlja trojica (0, 1, 2); iz nje lahko z brisanjem
ene ¢rke dobimo (0, 0, 2), torej cc, ali pa (0,1, 1), torej be.) V razprieno tabelo ugodne
zdaj ne shranjujemo ve¢ besed, pac pa take urejene c-terice. Prednost te reSitve je
v tem, da racunanje vseh moznih ¢, ki nastanejo iz s z brisanjem ene ¢rke, vzame
le O(c) Casa; ravno tako tudi preverjanje, ali je beseda t v ugodne ali ne, vzame le
O(c) Casa; na$ postopek tako postane neodvisen od dolzine vhodnih besed (razen
na samem zacetku, ko jih predela v urejene c-terice). To je koristno, e so besede
dolge v primerjavi z velikostjo abecede.

Lahko bi sli se korak dlje in izkoristili dejstvo, da so si c-terice za razlicne t-je,
ki nastanejo iz istega s z brisanjem ene ¢rke, med seboj zelo podobne, in ravnali
podobno kot pri prej omenjenem pristopu z Rabin-Karpovimi razprsevalnimi ko-
dami. Ce besedo s predstavlja c-terica (u1,...,u.), potem besedo ¢, ki nastane iz s



Resitve nalog Solskega tekmovanja 115

z brisanjem enega izvoda i-te ¢érke abecede, predstavlja c-terica (u1,...,ui—1,u; —
1,uit+1,...,uc). Cetorej vhaprej pripravimo Rabin-Karpove kode za prefikse in sufi-
kse s-jeve c-terice, torej za zaporedja (u1,...,u;) in (uj,...,uc) za 1 < j < ¢, lahko
iz dveh takih kod izra¢unamo v O(1) ¢asa tudi razprSevalno kodo t-jeve c-terice.
Tako potrebujemo le O(c) ¢asa za izracun razprSevalnih kod vseh t-jev pri danem s;
¢asovna zahtevnost celotne resitve bo le se O(D + nc).

Naloge so sestavili: gesla — Nino Basi¢; sredinec, kapniki, tja in spet nazaj, taksi — Tomaz
Hocevar; kako dobri so virusni testi? — Boris Horvat; socialno omrezje, proizvodnja cepiva,
odstranjevanje ¢crk — Vid Kocijan; zlaganje loncev, virus v Timaniji — Jurij Kodre; krizci
in krozci — Mitja Lasic; kovanci — Matija Lokar; svetilka — Mark Martinec; marsovci —
Polona Novak; preusmerjanje — Jure Slak; pletenje puloverja — Jasna Urbanci¢; rekon-
strukcija poti — Anze Zagar; tetris — Borut in Peter Znidar; pangramski podniz — Janez
Brank.
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A. Letalska druzba

Letalisca si lahko predstavljamo kot tocke grafa, lete pa kot neusmerjene povezave
med njimi. Naloga pravi, da je med vsakima dvema tockama natanko ena pot, torej
je graf povezan in aciklicen — z drugimi besedami, gre za drevo. Razdaljo med
tockama s in ¢ (torej dolzino najkrajse poti med njima, merjeno s Stevilom povezav)
bomo oznadili z d(s, t).

Recimo, da nas zanima, pri koliko parih (s,t) se dolzina najkrajse poti skrajsa,
¢e prvotnemu drevesu dodamo Se povezavo (x,y). (Naloga bo zahtevala od nas, da
izra¢unamo to za ve¢ parov (x;,y;), vendar se zaenkrat osredoto¢imo le na enega
od njih.) V prvotnem drevesu je Ze morala obstajati neka (natanko ena) pot od x

do y; recimo, da je to p = (z1, 22, ..., 2k), pri Cemer je z1 = z in zx =y, pot p pa je
torej dolga k — 1 korakov.
Ce za poljubno togko u pogledamo razdalje d(u,z;) zai=1,...,k, je najmanjsa

izmed teh razdalj dosezena pri natanko enem i.® Mnozico tistih u, ki jim je od vseh
tock na p najblizja ravno z;, ozna¢imo s T; (med njimi je seveda tudi z; sama). Drevo
si lahko torej predstavljamo v taksni obliki (debela pikcasta érta kaze nadrtovano
novo povezavo med z in y):

z22 Zk—1
H 777777 ﬂ
T Ts Th—1 T,

Za poljuben par tock {s,t} lahko zdaj razmisljamo takole: ¢e obe pripadata isti
T;, potem dodajanje povezave (z,y) ne bo ni¢ skrajsalo poti od s do ¢, kajti taka
pot bi morala najprej iti iz s v z;, preden bi lahko od tam prisla do z ali y; in na
koncu bi morala iti iz « ali y v z;, preden bi lahko od tam prisla v ¢; potem pa bi
bilo Ze bolje tisti vmesni del poti med prvim in zadnjim obiskom tocke z; povsem
izrezati.

Ostane Se moznost, da s in ¢ ne pripadata isti 7;; recimo, da je s € T; in t € T}
za i # j. Brez izgube za sploSnost recimo, da je i < j. (Parov {s,t}, pri katerih se
to zgodi, je potem |T;| - |T;|.) V prvotnem drevesu je torej morala pot iz s v ¢ iti
najprej od s do z;, nato po poti p do z; in nato od tam v ¢:

swzi—>zi+1—>..‘—>zj,1—>zjwt.

80 tem se lahko prepri¢amo takole: recimo, da je pri i dosezena najmanjsa razdalja d(u, z;); pot
od u do z; gotovo ne gre skozi nobeno drugo tocko zj;, saj bi v tem primeru bila d(u, z;) < d(u, z;).
To pa pomeni, da lahko pot od u do z; podaljSamo z enim ali ve¢ korakov po poti p in tako pridemo
do katerekoli druge tocke na p, na primer do z;. Tako smo dobili pot od u do z;, v kateri se
nobena tocka ne pojavi ve¢ kot enkrat; naloga zagotavlja, da je taka pot od u do z; ena sama,
njena dolzina pa je zato po definiciji enaka d(u,z;). Ker smo to pot dobili tako, da smo pot
od u do z; podaljsali za enega ali ve¢ korakov, mora biti d(u, z;) > d(u, z;), torej je res, da je
minimalna razdalja od u do tock na poti p dosezena samo pri z; in ne tudi pri kaksni drugi tocki

Zj- O
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Ko bomo dodali povezavo (z,y) oz. (20, 2k), bo iz poti p nastal cikel in osrednji del
poti od s do t bo mogoce speljati po drugi strani cikla:

SWZZ'—>ZZ'71—>...—)22—>Z1—)Zk—>zk71—>...—>2j+1—)ijt.

V prvotnem grafu je torej nasa pot porabila j — i korakov, da je prisla od z; do z;,
v novem pa imamo Se to drugo moznost, ki za to porabi k — (j — ¢) korakov. Nova
pot je torej krajsa od prvotne, ée je k — (j — 1) < (j — i), torej Ce je j > i+ k/2.

Naj bo n; := |T;|; stevilo parov {s, ¢}, ki se jim najkrajSa pot od s do ¢t po uvedbi
nove povezave (z,y) skrajsa, je torej

k [k/2] —1 k
Dlict Dogsiky2 MG = 2it D DITVIITE

kar lahko izracunamo v O(k) ¢asa, ¢e najprej izracunamo delne vsote oblike S[k] =
nk, S[j] = n; + S[j + 1] (za j < k) in nato seStejemo Z(k/ﬂ_l n; S[i + |k/2] + 1].

Vprasanje pa je Se, kako lahko dovolj poceni izracunamo vse n;, pri ¢emer mo-
ramo imeti v mislih, da bo treba v resnici odgovoriti na ve¢ poizvedb za razlicne
(z,y). Za posamezen par (z,y) bi sicer lahko z iskanjem v Sirino poiskali pot p od
z do y in nato za vsako tocko z; na njej tudi presteli, koliko tock je dosegljivih iz
nje po povezavah, ki ne pripadajo poti p, vendar bi nam to vzelo O(n) dasa in ce
to naredimo pri vsaki od ¢ poizvedb, dobimo ¢asovno zahtevnost O(gn), kar bo ze
prevec.

Namesto tega si raje na zacetku izberimo poljubno tocko za koren drevesa in iz
nje pozenimo iskanje v $irino, da dolo¢imo vsaki tocki u starsa p[u] glede na izbrani
koren. Ob tem za vsako tocko u tudi izracunajmo Stevilo tock mfu] v poddrevesu,
ki se zac¢ne pri u:

naj bo Q[1..n] tabela n elementov;
1:=1; j :=1; Q[i] := koren; p[koren] := NIL;
while ¢ < j:
w:= Q] mu] :=1;i:=i+ 1;
za vsako u-jevo sosedo v:
if v = p[u] then continue;
pl] == j =7+ 1; Qj] =
for i := n downto 2:
w = QUil; mlplul] == mlp[u]] + miul;

Tabelo @ torej uporabljamo kot vrsto (v kateri so trenutno elementi Q[i...Jj]),
na koncu pa m[u] vsake tocke izraGunamo tako, da za¢nemo z 1 in ji pristejemo
vrednosti m[v] vseh u-jevih otrok v.

Recimo zdaj, da bi radi ocenili par (z,y). Pot od = do y ne more potekati
drugace kot tako, da gre najprej O ali ve¢ korakov gor po drevesu do najglobljega
skupnega prednika tock z in y, nato pa 0 ali ve¢ korakov dol po drevesu do tocke
y. Ce je pot od z do y dolga k korakov, je tudi skupni prednik najve¢ k nivojev
nad tockama z in y; najti ga je sicer mogoce v O(logn) Casa, vendar je za nas
namen dovolj dobro Ze, ¢e ga najdemo v O(k) ¢asa, saj bomo toliko ¢asa porabili
tudi za preostanek izra¢una pri tem paru (z,y). Lahko se torej hkrati vzpenjamo
(s pomocjo tabele starSev p[-], ki smo jo pripravili na zacetku) iz tock = in y in si
oznacCujemo ze obiskana vozlis¢a; ko se prvi¢ zgodi, da na neko vozlis¢e — recimo
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Ti—q1 ; Tiga

[zi—1] tock® v’v‘m[2i+1] to(:k";l '..:

znotraj m[w] to¢k, zunaj n — m[w] tock

Dva primera izra¢una vrednosti n; = |T;].

Levo: z; lezi na poti med z in w, zato tvorijo mnozico T; tiste tocke, ki so v poddrevesu z
za¢etkom pri z;, ne pa tudi v tistem z zaetkom pri z;_1; tako velja n; = m[z;] — m[z;—1].
Desno: z; = w, zato tvorijo mnozico tock T; vse tiste tocke, ki bodisi sploh niso v w-jevem
poddrevesu (takih je n—m[w]) bodisi so v njem, ne pa v poddrevesih njegovih otrok z;_; in
zi+1. Ta druga skupina je na sliki oznacena z U in torej vsebuje m[w] — m[z;—1] — m[zi41]
tock.

w — naletimo ze drugic¢, mora biti to najgloblji skupni prednik tock x in y. Poti
z ~ w in y ~» w lahko sestavimo s pomocjo tabele p, nato pa drugo pot obrnemo
in jo staknemo s prvo, pa dobimo x ~» w ~ y, torej ravno pot p od x do y, ki smo
jo iskali.

Na tej poti moramo zdaj za vsako tocko z; izracunati njen n;, torej stevilo tock,
ki jim je z; blizja kot katerakoli druga tocka na poti p. (1) Pri zo = z pridejo v postev
ravno vse tocke iz z-ovega poddrevesa, torej no = m[z]; podobno je tudi na drugem
koncu poti: ny = m[y]. (2) Ce gledamo z; nekje na poti med z in w, pridejo v postev
vse tocke iz z;-jevega poddrevesa razen tistih, ki so v poddrevesu tocke z;—1 (ki je
otrok tocke z; in njen predhodnik na poti p), torej je takrat n; = m[z;] — m[zi—1].
Podobno je tudi na drugem koncu poti: ce je z; nekje na poti med y in w, je
n; = mfzi] — mlzi+1]. (3) Ostane Se primer z; = w; takrat pridejo v postev vse
tocke drevesa razen tistih iz poddreves tock z;—;1 in z;4+1, ki sta otroka tocke z; in
njegova prednik ter naslednik na poti p; takrat je torej n; = n — m[zi—1] — m[ziy1].
(Za primera (2) in (3) glej sliko zgoraj.)

Tako lahko torej za vsak par (z,y) v O(k) ¢asa (kjer je k = d(z,y) razdalja med
toCkama x in y) pois¢emo najglobljega skupnega prednika tock x in y, sestavimo
pot p od x do y ter za vsako tocko z; na tej poti dolo¢imo n;, nato izracunamo delne
vsote S[i] in konéno izrac¢unamo Stevilo vseh parov (s,t), pri katerih se najkrajsa
pot med s in ¢ skrajsa, ¢e dodamo povezavo (x,y). Vsega skupaj je torej ¢asovna
zahtevnost nae resitve O(n+Y ., ki), kjer gre vsota po vseh ¢ poizvedbah iz vhodnih
podatkov. V najslabSem primeru je sicer posamezen k; lahko O(n), vendar naloga
zagotavlja, da njihova vsota ne bo prevelika.

B. Gradnja na Luni

Dogovorimo se, da bomo luci na tistih stranicah, kjer je hodnik spojen z dvorano,
vedno steli k hodniku in ne k dvorani. Pri dvorani tako pridejo v postev le tiste
tri stranice, na katerih ni vrat. Recimo, da bi si za vse take stranice vseh dvoran
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nekako izbrali, ali bodo imele prizgano luc¢ ali ne. Kaksno je potem najvecje skupno
stevilo prizganih luci, ki ga lahko dosezemo, ¢e primerno izberemo, katere lu¢i bomo
prizgali v hodnikih?

Tiste dvoranske stranice, ki nimajo vrat (in smo torej zanje ze vnaprej doloéili,
ali bodo imele prizgano lu¢ ali ne), vedno stojijo med dvema takima stranicama,
ki imata vrata (in ki ju bomo, kot smo se dogovorili, $teli k hodniku namesto k
dvorani). Lahko bi torej rekli, da dvoranska stranica brez vrat povezuje dva hodnika;
pa prerezimo vsako tako stranico na pol in pristejmo vsako od nastalih polovic k
enemu od obeh hodnikov. (Tudi pri $tetju prizganih lué¢i bo potem taka stranica, e
je lu¢ na njej prizgana, prispevala po pol lué¢i k vsakemu od obeh hodnikov.) Hodnik
ima potem taksno obliko (na slikah bomo kazali primere za L = 3, razmislek pa

seveda velja tudi na splosno):
ai b2
s LICL

Zdaj je torej cela zgradba sestavljena le iz taksnih dopolnjenih hodnikov, pri ce-
mer za polovi¢ne stranice, ki smo jih na gornji sliki oznacili z a1, a2, b1 in ba, zZe
vemo, ali imajo prizgano lu¢ ali ne. Na ostale stranice hodnika vplivajo le te Stiri
polovic¢ne stranice, ni¢ pa ne vpliva na hodnik tisto, kar pripada drugim hodnikom.
Maksimalno sStevilo luci lahko torej dolo¢imo za vsak hodnik posebej, neodvisno od
drugih. Stanje polovi¢nih stranic bomo predstavili s stevili: a; = 1 pomeni, da je na
stranici a; lu¢ prizgana, a1 = 0 pa, da je ugasnjena; in podobno za ostale tri stra-
nice. Razmislimo zdaj, kaksno je najve¢je mozno sStevilo prizganih luc¢i v odvisnosti
od a1, az, by in ba.

(1) Recimo, da je a1 = a2 = 1. (1.1) Ce je tudi by = by = 1, lahko prizgemo
na hodniku najve¢ 2L — 2 ludi; skupaj s tistimi na polovi¢nih stranicah (ki jih, ne
pozabimo, $tejemo le poloviéno) je to skupaj 2L. (1.2) Ce je by = 1 in be = 0, lahko
prizgemo 2L — 1 luci, kar skupaj s polovi¢nimi d4 2L + % Priby =0in b2 =1 je
razmislek podoben. (1.3) Ce pa je by = b2 = 0, lahko prizgemo na hodniku 2L luéi,
in sicer na en sam nacin. Skupaj z lucema na polovi¢nih stranicah a; in a2 je to
2L + 1 ludi.

w000 020000 9000

(2) Recimo zdaj, da je a1 =1 in az = 0. (2.1) Ce je tudi by = 1 in by = 0, lahko
prizgemo na hodniku najve¢ 2L ludi, in sicer na en sam nacin; skupaj s polovi¢nimi
je to 2L 4+ 1. (2.2) Tudi ¢e je by = b2 = 0, lahko prizgemo na hodniku najve¢ 2L
luci; skupaj s polovi¢nimi pa je to zdaj le 2L + % (2.3) Ce pa je by = 1, lahko
prizgemo na hodniku najve¢ 2L — 1 luéi (ne glede na to, ali je b1 enak 0 ali 1);
skupaj s polovi¢nimi lué¢mi tako dobimo 2L (Ce je b1 = 0; to je primer na sliki) ali
2L + % (e je by = 1).

00X 2000 9 000

Primer, ko je a1 = 0 in a2 = 1, lahko obravnavamo po enakem kopitu kot (2),
zato tega ne bomo pisali posebej.

(3) Ostane Se moznost, da je a; = az = 0. (3.1) Ce je tudi by = ba = 0, lahko na
hodniku prizgemo najve¢ 2L + 1 ludi, in sicer na L + 1 nac¢inov. Hodnik ima namre¢
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L+1 stranic, ki so pravokotne na smer hodnika (na nasi sliki so to navpi¢ne stranice,
ker je hodnik vodoraven) in lu¢ lahko prizgemo na eni od njih; v ¢lenih levo od tam
se potem ponavlja vzorec (J, desno pa vzorec (J. V vsakem primeru hodnik tu
prispeva 2L + 1 luéi, saj so polovicne tu vse ugasnjene. (3.2) Ce je by = 0in by = 1,
lahko na hodniku prizgemo najve¢ 2L luéi (sicer na ve¢ nacinov, na sliki je le eden
od njih); skupaj s polovi¢nimi luémi dobimo 2L + % Na enak nacin obravnavamo
tudi primer, ko je by = 1 in by = 0. (3.3) Ostane $e primer, ko je by = b2 = 1. To
je le zrcalna slika primera (1.3); tudi tu lahko torej na hodniku prizgemo najve¢ 2L
luci, in sicer na en sam nacin; skupaj s polovi¢nimi luémi dobimo 2L + 1.

oo ol coodbecodoce:
20000 09000

Vidimo torej, da lahko hodnik (s poloviénimi stranicami sosednjih dvoran vred)
prispeva najve¢ 2L + 1 luc¢i. Ker ima vsaka od n dvoran po tri hodnike in ker vsak
hodnik povezuje dve dvorani, je hodnikov skupaj m = 3n/2; Stevilo ludi torej ne
more presei (2L + 1)m. To Stevilo pa lahko tudi res dosezemo, na primer tako, da
pustimo v tistih stranicah dvoran, ki nimajo vrat, vse lu¢i ugasnjene; potem pridejo
vsi hodniki pod primer (3.1) in lahko torej v vsakem prizgemo 2L + 1 ludi.

Veljavne osvetlitve so torej tiste z (2L + 1)m luémi; in ker imamo m hodnikov,
vsak od njih pa lahko prispeva kvec¢jemu 2L+ 1 luéi, lahko skupno Stevilo (2L +1)m
lu¢i dosezemo le tako, da prav vsak hodnik prispeva po 2L + 1 lué¢i (in ne manj
kot toliko). Upostevati pa moramo Se, da lahko nekateri hodniki prispevajo toliko
lu¢i na vec¢ razli¢nih nacinov; ker so hodniki neodvisni med sabo, moramo njihove
prispevke zmnoziti med seboj, da zajamemo vse mozne veljavne osvetlitve pri danem
izboru osvetlitev dvoranskih stranic brez vrat. Posamezen hodnik prispeva 2L + 1
luci na toliko nacinov:

1, ée je a1 = az # b1 = by — primera (1.3) in (3.3);
1, ée je a1 = by # az = by — primer (2.1);

L+ 1, ¢&ejear =az=>bi =bzy=0— primer (3.1);

0 sicer.

G’(a1, az, bl, bg) =

Ker so nasi testni primeri majhni, je dovolj dobra resitev ze ta, da vse mozne osve-
tlitve dvoran pregledujemo z rekurzijo, pri ¢emer za hodnike med njimi Ze sproti
preverjamo, ali ustrezajo pravkar omenjenim pogojem, in mnozimo med seboj Ste-
vilo naé¢inov, na katero lahko posamezni hodniki prispevajo po 2L + 1 luéi. Ce je to
stevilo pri kaksnem hodniku 0, z rekurzijo ni treba nadaljevati, saj to pomeni, da
tisti hodnik prispeva manj kot 2L 4 1 luéi in na ta nacin ne bomo dobili veljavne
osvetlitve. Zapisimo to resitev s psevdokodo:

globalne spremenljivke:
a[l..n] = vrstni red, v katerem obiskujemo dvorane;
s[1..n] = osvetlitve posameznih dvoran;
r = rezultat, ki ga iSCemo; na zacetku 0;

podprogram REKURZIJA(k, w):
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1 w:=alk]; (* Dvorana, s katero se zdaj ukvarjamo. *)
za vsako od 2% moznih kombinacij tega, na katerih stranicah brez vrat
prizgemo luci v dvorani u:

3 zapi§i trenutno kombinacijo v s[ul;
4 =1;
5 za vsak hodnik, ki povezuje u z neko dvorano v, ki je
v vrstnem redu a pred wu:
6 iz s[u] in s[v] izracunaj za ta hodnik a1, az, b1, b2, iz tega pa Stevilo

naéinov g = G(a1, az, b1, b2), kako lahko ta hodnik prispeva 2L + 1 ludi;
7 [=17-9
8 if k=nthenr:=r+f- w;
9 else if f # 0 then REKURzZUA(k + 1, f - w);

Rekurzivni podprogram torej po vrsti izbira osvetlitev dvoran, v parametru w pa
prenasa zmnozek Stevila nacinov, na katerega lahko prispevajo 2L + 1 ludi tisti ho-
dniki, ki povezujejo dve ze obdelani dvorani (taki, ki smo jima Ze izbrali osvetlitev).
Ce ta zmnozek kdaj pade na 0, z rekurzijo nima smisla nadaljevati; & pa uspemo
izbrati osvetlitev vseh n dvoran, nam ta zmnozek takrat pove, koliko veljavnih osve-
tlitev celotne zgradbe lahko dobimo pri tej osvetlitvi dvoran — to potem pristejemo
globalni spremenljivki r, v kateri na koncu dobimo rezultat, po katerem sprasuje
naloga. (V resnici moramo seveda ves ¢as ra¢unati po modulu 10° + 3, ¢esar gornja
psevdokoda ne prikazuje posebe;j.)

Za vrstni red, v katerem bomo obiskovali dvorane, smo zgoraj predpostavili,
da ga imamo v globalni tabeli a; rezultat bo enak ne glede na ta vrstni red, saj
rekurzija prej ali slej pregleda vse dvorane in zato tudi vse hodnike. Je pa koristno,
¢e ¢im prej pregledamo ¢im ve¢ hodnikov, ker imamo tako ve¢ moznosti, da bomo
ze zgodaj ugotovili, ¢e kakSen od hodnikov ne more prispevati 2L + 1 ludi in je zato
osvetlitev Ze doslej obdelanih dvoran brezupna. Lahko bi torej vrstni red sestavili
tako, da bi na vsakem koraku dodali vanj tisto dvorano, ki ima hodnike do najvec
takih dvoran, ki smo jih v vrstni red postavili ze prej. (Tudi ni nujno, da je vrstni
red zares fiksen in enak v vseh vejah rekurzije; lahko bi v vrstici 1 podprograma
Rekurzija vsakic sproti izbrali za u tisto izmed Se neobdelanih dvoran, pri kateri bo
v vrstici 9 potem nastalo najmanjse Stevilo vgnezdenih klicev.)

Za majhne testne primere, kakrsne smo imeli na nasem tekmovanju, je dosedanja
resitev Cisto dovolj dobra; vseeno pa si oglejmo se, kako jo lahko izboljsamo z dina-
mi¢nim programiranjem. Izberimo si spet vrstni red, v katerem bomo obravnavali
dvorane: wui,us,...,un (0 tem, kako ga izbrati, bomo razmislili malo kasneje). Naj
bo Uy := {u1,...,uxr} mnozica prvih k dvoran v tem vrstnem redu; naj bo N mno-
tistih hodnikov, ki imajo eno krajis¢e v Uy, drugo pa ne (zunanji hodniki).

Kot smo ze videli, si lahko pri vsaki dvorani za tri stranice (tiste brez vrat)
izberemo, ali bodo osvetljene ali ne; tako imamo za vsako dvorano osem moznih
osvetlitev, recimo jim S = {0,1}*. Ce izberemo osvetlitev prvih k dvoran, lahko
to opisemo s funkcijo h : Uy — S. Mnozica vseh moznih osvetlitev prvih & dvoran
je torej Hy := SUs. Pri taki osvetlitvi h lahko za poljuben notranji hodnik e €
Ny Ze izraCunamo a1, a2, b1 in be (ker poznamo osvetlitev obeh dvoran, ki ju ta
hodnik povezuje) in iz tega Stevilo na¢inov (lahko tudi 0), na katere ta hodnik
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prispeva 2L + 1 ludi; temu Stevilu recimo G(h,e). Zmnozek tega po vseh notranjih
hodnikih ozna¢imo z Gj(h) := [cen, G(h,e) — na toliko na¢inov lahko (pri tem h)
notranji hodniki iz Nj prispevajo maksimalno stevilo lu¢i. Rezultat, po katerem na
koncu sprasuje naloga, je potem Zhe%n Gn(h). Tezava je seveda, da vseh h € H,
ne moremo pregledati eksplicitno, saj jih je preve¢, 8"; prav to pa pocCne nasa
prej omenjena rekurzivna resitev (le s to izboljSavo, da se poskusa ¢im prej nehati
ukvarjati s tistimi h, za katere je zZe jasno, da bodo dali G, (h) = 0; ta izboljSava sicer
kar precej pomaga®). Opazimo lahko, da &e neko osvetlitev h € Hy—1 dopolnimo
tako, da izberemo $e osvetlitev naslednje dvorane uj — recimo novi osvetlitvi A’ €
Hj — lahko zdaj Gx(h') nove osvetlitve izracunamo iz Gy_1(h) stare osvetlitve,
iz stanja stranic (v h) ob vseh zunanjih hodnikih Z;_; in iz stanja nove dvorane
h'(ug). Hodniki e € Nj_1, ki so bili Ze pred dopolnitvijo notranji, so zdaj Se vedno
in imajo enako stanje stranic ob kraji¢ih, zato je zanje G(h',e) = G(h,e) — oni
torej v G (h') prispevajo enak faktor kot v Gx_1(h), zmnozek vseh tek faktorjev pa
je ravno Gi_1(h). Ostanejo Se tisti hodniki, ki pred dopolnitvijo niso bili notranji,
zdaj pa so to postali, torej e € Ny — Ni_1; tak hodnik ima eno krajis¢e v ux, drugo
pa v nekem v € Uy_1, zato je z vidika mnozice Ur_1 to zunanji hodnik: e € Z;_;.
Za izracun njegovega G(h',e) pa potrebujemo stanje stranic ob njem v v in v ug.
Vidimo torej, da je res, kot smo rekli: da dobimo novo Gy (h') iz stare Gg—_1(h),
moramo poznati osvetlitev nove dvorane h'(uy) in stanje stranic v h ob zunanjih
hodnikih — ni torej treba poznati celega h-ja. Ti dodatni hodniki iz Ny — Ng_1
torej prispevajo v Gi(h') nekaj faktorjev, ki jih v Gx_1(h) ni bilo; in ti faktorji se
torej zmnozijo ravno v Gy (h')/Gr—1(h).

Ce se torej zdaj ve¢ razli¢nih h-jev iz Hjp_1 ujema glede stanja stranic ob zu-
nanjih hodnikih in ¢e potem vse te h-je dopolnimo tako, da v vseh na enak nacin
osvetlimo naslednjo dvorano uy, bomo dobili sicer razliéne h’, vendar so podatki, ki
so podlaga za izra¢un G (h')/Gr—1(h), v vseh teh primerih enaki, torej je razmerje
Gr(h')/Gr-1(h) za vse enako. Ker se torej vsi ti Gi—1(h) pomnozijo z enakim raz-
merjem, ko iz njih ra¢unamo Gy (h'), ni treba, da to poénemo za vsakega posebej,
ampak lahko vzdrzujemo njihovo vsoto in pomnozimo s tem razmerjem célo vsoto
naenkrat.

Za h € Hj definirajmo zj(h) kot stanje stranic ob vseh zunanjih hodnikih iz
Zy. Ker sta ob vsakem dve stranici, si lahko zx(h) predstavljamo kot zaporedje
2 - |Zg| bitov ali pa kot funkcijo oblike Z; — {0,1}?. Mnozico vseh takih funkcij
oznagimo z Zi = ({0,1}?)%*. Naj bo Hx(¢) = {h € Hi : zx(h) = ¢} — tako
smo torej mnozico Hj, razdelili na ve¢ podmnozic glede na to, kaksno stanje ¢ imajo
stranice ob zunanjih hodnikih. Robni primer nastopi pri £k = 0 in k = n, ko zunanjih

9Ce smo vrstni red tock izbrali razumno, je vsaka dvorana u povezana z vsaj eno tako dvorano
v, ki je v vrstnem redu pred njo. Ko obdelujemo u, oznac¢imo z aj, az stranici ob tem hodniku v
dvorani v, z by, be pa v dvorani u; potem je pogoj G(a1,az, b1, bz) > 0 izpolnjen le v naslednjih
primerih: Ce je a1 = a2 = 1, mora biti by = by = 0; Ce je a1 # a2, mora biti by = a; in by = ag;
¢e pa je a; = a2 = 0, mora biti by = bz. V tem slednjem primeru imamo torej za by in ba
dve moznosti, drugace pa celé6 samo eno. Toda stranici by in b2 sta ze dve od treh brezvratnih
stranic dvorane wu; za tretjo stranico sta potem tudi Se dve moznosti, torej za vse tri stranice
skupaj najveé Stiri (ée je a; = as = 0, sicer pa samo dve moznosti). Casovna zahtevnost nase
prvotne rekurzivne resitve bo torej bolj O(4™) kot O(8™), pa Se ta ocena je pesimistiéna: ¢e pri
neki dvorani v pride do neugodnega scenarija s Stirimi moznostmi, imajo pri nekaterih od njih
nekatere stranice prizgano lu¢, zato na drugi strani hodnikov ob njih ne bo veljalo a1 = a2 =1
in tam torej gotovo ne bo prislo do scenarija s stirimi moznostmi.
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hodnikov sploh ni: takrat je Z = @ in zato je edina funkcija z domeno Zj tudi sama
prazna mnozica, Zx = {0}.

Definirajmo Gr(¢) := > newn,(c) Ge(h) — to je torej vsota stevila ugodnih raz-
poredov luci po vseh tistih delnih osvetlitvah iz Hy, ki imajo ob zunanjih hodnikih
ravno stanje (. Zdaj smo pripravljeni na izracun taksnih vsot z dinami¢nim progra-
miranjem:

Go[0] == 0;
for k:=1 to n:
za vsako (' € Zy: Gi[('] :=0;
za vsako ¢ € Zj,_1 in vsako s € {0,1}%:

(* Kaj se zgodi, ce osvetlitve h € Hr—1(¢) dopolnimo v h' € Hy, tako, da
osvetlitev naslednje dvorane, uy, postavimo na s? Izracunati moramo
novo stanje stranic ob zunanjih hodnikih Zi, — recimo mu (' —
ter zmnozek faktorjev, ki ga v Gx(h') prispevajo tisti hodniki, ki so
zaradi dopolnitve postali notrangi. *)

c:=1;

za vsak hodnik e, ki ima eno krajisce v wuy:
iz s (tj. osvetlitve dvorane uy) izlusci stanje stranic ob stiku med

dvorano wuy, in hodnikom e; recimo temu stanju o € {0,1}%;
v := drugo krajisc¢e hodnika e;
if v € Ug_1:

(* Z vidika h' bo to zunanji hodnik, e € Zy. *)

¢'le] := o; continue;
(* Sicer je e zdaj notranji: e € Zx—1 N Ni. *)
izradunaj G(h', e) iz ([e] in & (to je stanje stranic ob obeh
c:=c-G(I,e);

za vsak hodnik e € Zx:

v := tisto krajisce e-ja, ki ni v Uy;
if v = u) then continue; (* Take smo Ze obdelali. *)
(* Sicer je e zunanji hodnik ne le z vidika h, ampak tudi h', *)
¢'le] :=Cle); (* torej e € Zy N\ Ziy1. )
(* Zdaj imamo v ' stanje stranic (v h') ob vseh zunanjih hodnikih iz Zy. *)
Grl¢'] = Gk[¢'] + ¢+ Gr-a[C];
return G, [0];

Pri vsaki kombinaciji ¢ in s torej izra¢unamo tudi, kaksno je novo stanje ¢’ stranic ob
zunanjih hodnikih, ée osvetlitev A s stanjem ¢ dopolnimo v A’ s tem, da dvorani uy
postavimo osvetlitev na s. Podobno kot lahko razmerje Gy (h')/Gr—1(h) izra¢unamo
%e samo iz ¢ in s, lahko tudi ¢’ izraéunamo Ze samo iz ¢ in s. Vecina hodnikov,
ki so bili zunanji za h, je namre¢ zunanjih tudi za A’ in moramo njihova stanja le
prepisati iz ¢ v ¢’; za tiste hodnike pa, ki so na novo prigli med zunanje (ker imajo
eno krajisée v ug, drugo pa zunaj Uy), lahko stanje stranic ob stiku med wuy in temi
hodniki izlus¢imo iz osvetljave s dvorane uy.

Na koncu, kot smo ze rekli, pri & = n zunanjih hodnikov sploh ni, zato je
edina mozna ¢ le ¢ = in v G»(f) dobimo vsoto vrednosti G, (h) po vseh moznih
osvetlitvah h € H,, — prav to pa je rezultat, po katerem sprasuje naloga.
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Pri implementaciji je koristno stanje zunanjih hodnikov, recimo ¢ € Zj, predsta-
viti kot zaporedje 2-| Zx| bitov, torej kot celo stevilo od 0 do 4!%¥! —1; funkeijo G (¢)
pa zato predstavimo kot tabelo 41%%! elementov. Casovna zahtevnost te resitve je
O(nd-4%), ¢e je d = maxy, | Zy| najvecje $tevilo zunanjih hodnikov, s katerimi imamo
kdaj opravka.

Tako torej vidimo, da je za Casovno zahtevnost nase resSitve ugodno, ce si iz-
beremo tak vrstni red obdelave dvoran, w1, uz,...,un, pri katerem bo nastalo ¢im
manj zunanjih hodnikov naenkrat. Lahko si vnaprej postavimo neko zgornjo mejo
za d (zaénemo na primer pri d = 3) in poskusimo primeren vrstni red poiskati z
rekurzijo (dodajamo dvorane eno po eno v vrstni red na vse mozne nadine, ¢e pa
stevilo zunanjih hodnikov kdaj preseze d, rekurzije v tisto smer seveda ne nadalju-
jemo); ¢e ga ne najdemo, poveCamo d za 1 in poskusimo znova in tako naprej. Pri
testnih primerih na nasem tekmovanju se je dalo vedno najti vrstni red, pri katerem
je bilo zunanjih hodnikov najveé 6 naenkrat.*°

C. Rezanje kaktusov

Namesto da kaktus rezemo na palice (poti, sestavljene iz dveh povezav), si lahko
tudi predstavljamo, da ga pokrivamo z njimi. Rekli bomo, da gre palica skozi tocko
v, Ce je v skupna obema povezavama, ki tvorita palico.

Resitev za drevesa. Kaktus je v nekem smislu posplositev drevesa — pri
kaktusu sme posamezna povezava pripadati najve¢ enemu ciklu, pri drevesu pa
sploh nobenemu. Razmislimo najprej o tem, kako resiti naso nalogo za drevesa,
kasneje pa si bomo ogledali, kako to resitev razsiriti na poljubne kaktuse.

V nasem drevesu si za zacCetek izberimo poljubno tocko za koren in od tam
razis¢imo graf (na primer z iskanjem v globino), tako da lahko med toc¢kami vzpo-
stavimo obicajne ,sorodstvene“ odnose (tocka u je otrok tocke v, ¢e je v neposredni
predhodnik u-ja na poti od korena do u). Poddrevesu, ki ga tvorijo tocka u in vsi
njeni potomci (ter povezave med njimi), recimo Ty,. Mnozico u-jevih otrok oznac¢imo
z D,. Ce je v € D, eden od u-jevih otrok, bomo povezavi med v in u, s katero je
poddrevo T, pripeto na tocko u, rekli pecelj tega poddrevesa.

Vprasajmo se zdaj, na koliko nacinov se da s palicami pokriti 73,. Pecelj med
u in njegovim otrokom v lahko pokrijemo bodisi (1) s palico skozi u bodisi (2) s
palico skozi v. V primeru (1) je potem druga povezava te palice lahko le neki drug
pecelj, recimo med u in nekim v’ € D,,; v primeru (2) pa se mora drugi korak te
palice nadaljevati iz v nekam navzdol v T,; taka palica torej vpliva na to, kako (in
na koliko nacinov) se lahko pokrije 7.

Recimo, da smo zdaj nekako pokrili vse peclje. V nadaljevanju moramo s pali-
cami pokriti Se preostanek dreves T, za vse v € D,; toda tu ne bo nobena palica
mogla hkrati lezati v dveh takih poddrevesih, saj je mogoce iz enega poddrevesa v
drugo priti le prek pecljev, te pa smo ze pokrili. To, kako pokrijemo T, torej ne

1ONajmanjsi d, ki ga je mogoce pri danem grafu (dvoran in hodnikov med njimi) doseci, se
v teoriji grafov imenuje ,tockovno lo¢ilno Stevilo“ (vertexr separation mumber). Pri nasi nalogi
imamo opravka s kubi¢nimi grafi (vsaka tocka ima natanko tri povezave) in za dovolj velike
kubi¢ne grafe na n tockah je tockovno loéilno Stevilo najve¢ n/6, vendar grafi pri nasi nalogi
niso tako veliki, da bi si lahko s to mejo kaj pomagali. Gl. npr. Wikipedijo s.vv. “Pathwidth”,
“Cubic graph” in tam navedeni ¢lanek: F. V. Fomin, K. Hgie, “Pathwidth of cubic graphs and
exact algorithms”, Inf. Proc. Lett., 97(5):191-196 (2006).
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more ni¢ vplivati na to, kako lahko pokrijemo T, (¢e sta v in v’ dva razli¢na otroka
u-ja), tako da lahko za vsako poddrevo posebej izra¢unamo, na koliko nacinov se
ga dé& pokriti, in potem pokritja posameznih T, poljubno skombiniramo v pokritje
celotnega T,.

Ce je poddrevo T, sestavljeno iz liho mnogo povezav (ne vitevsi peclja), ga s
palicami gotovo ne moremo v celoti pokriti, saj ima vsaka palica dve povezavi; lahko
pa to drevo pokrijemo tako, da skupaj z njim pokrijemo tudi njegov pecelj, saj je
skupaj s slednjim Stevilo povezav potem sodo. Po drugi strani pa, ¢e ima T, ze
sam sodo mnogo povezav, ga lahko pokrijemo v celoti brez peclja, ne moremo pa ga
pokriti skupaj s pecljem (ker bi imeli potem liho mnogo povezav).

Za poljubno tocko u naj bo a,, Stevilo nacinov, kako je mogoce pokriti s palicami
poddrevo T, (brez peclja, ¢e ima T, sodo mnogo povezav, oz. skupaj s pecljem, ¢e
ima T, liho mnogo povezav); s, pa naj bo enako 1, ée pri tem pecelj ostane nepokrit,
oz. 0, &e je bil pokrit tudi on. Stevilo povezav v T, (brez peclja med u in njegovim
starSem) ozna¢imo s 7,; potem je s, =1 — (7, mod 2) in 7, = ZveDu 1+ 7).

Ce je u list in torej nima otrok, obsega T, le vozlii¢e v in nobene povezave, zato
velja 7, = 0 (in zato s, = 1) in a, = 1 (kar predstavlja pokritje z 0 palicami).

Razmislimo zdaj o tem, kako izracunati a, za notranja vozlisca; pri tem si bomo
pomagali z vrednostmi a, za u-jeve otroke v € D,,. Potem ko smo pokrili poddrevesa
T, in skupaj z njimi tudi nekatere peclje med vozlis¢i v € D, in njihovim starSem

u, nam ostane nepokritih se §, := Z'L}GD sy takih pecljev. Te moramo pokriti s

palicami skozi u. Ce je 3., sodo Stevilo, lahko teh 3, pecljev pokrijemo s palicami
na (3, — 1)!! nadinov;** T, je s tem v celoti pokrit, torej peclja med u in njegovim
starSem ne bomo pokrili in takrat je s, = 1. Po drugi strani, ¢e je §, liho stevilo,
bomo morali skupaj s T, pokriti Se njegov pecelj, da bomo imeli sodo mnogo povezav
(namrec 3, + 1) in jih bomo lahko razdelili na pare (in sicer na §,!! nac¢inov); takrat
bo torej s, = 0. Tako smo dobili:

ay = (8u — su)!! HUEDu Ay Za §y = E%Du Su.

Na koncu nas zanimajo razporedi, ki pokrijejo celotno drevo; ¢e z r zdaj oznac¢imo
koren drevesa, nam a, pove stevilo takih razporedov, toda le, Ce je s, = 1; Ce pa je
sr = 0, to pomeni, da ima drevo liho Stevilo povezav in ga sploh ni mogoce razdeliti
na palice (vrednost a, pa Steje razporede, ki poleg drevesa pokrijejo Se pecelj med
r in njegovim starSem, ki seveda v resnici sploh ne obstaja). Iskani rezultat je torej
Sy -+ Q.

Vrednosti a,, s, in tudi 7, ne bi bilo tezko racunati od spodaj navzgor. Iz korena
pozenimo iskanje v globino, ki rekurzivno pregleda celotno drevo; ko se pri nekem w
koncajo rekurzivni klici za vse njegove otroke v € D,, in smo torej zanje ze izracunali
ay in s,, lahko zdaj izracunamo tudi a, in s, ter se vrnemo iz rekuzivnega klica za
u nazaj v klic za njegovega starsa.

Posplositev na kaktuse. Razmislimo zdaj o tem, kako naso resitev posplositi
z dreves na kaktuse. Tako kot pri drevesu lahko poljubno tocko razglasimo za koren

110 tem se lahko prepri¢amo takole: za pecelj do otroka z najvisjo Stevilko se lahko na §, — 1
nacinov odloc¢imo, s katerim od preostalih pecljev bo tvoril palico; potem pa nam ostane Se §,, —2
pecljev, na katerih moramo ponoviti enak razmislek. Ce ozna¢imo stevilo razporeditev 3, pecljev
v palice s f(§,), velja torej f(5,) = (84 — 1) - f(84 — 2), robni primer pa je f(2) = 1. Tako
dobimo f(5u) = (Ju — 1) - (8u —3) - ... 31 = (5, — 1)II.
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in iz nje pozenemo iskanje v globino, da razis¢emo celoten graf; vendar pa se lahko
zdaj zgodi, da med sosedi nekega vozlis¢a poleg njegovega starsa in otrok zagledamo
tudi kaksnega bolj oddaljenega prednika. To kaZe na prisotnost cikla:

podprogram OBISCI(v):
obiskanalv] := 1; (* Obisk je v teku. *)
za vsako v-jevo sosedo u:
if u = stars[v] then continue;
else if obiskanalu] = 0:
(* Tocka u je otrok tocke v. *)
stars|u] := v; OBISCI(u);
else if obiskana[u] = 1:

(* Tocke v, stars|v], stars[stars[v]],. .., u tvorijo cikel. *) (1)
else: (* torej e je obiskanau] =2 *)
(* Tocke w, stars|u], stars[stars[u]],...,v tvorijo cikel. *) (1)

(* Z njim se nam tu ni treba ukvarjati, ker smo vse v-jeve potomke
na tem ciklu Ze obiskali. *)
obiskanalv] := 2; (* Obisk je zakljucen. *)

glavni del programa:
for v :=1 to n do obiskana[v] := 0;
koren := poljubna toc¢ka od 1 do n; OBISCI(koren);

Povezave med tockami in njihovimi starsi Se vedno tvorijo drevo in za vsako tocko v
lahko definiramo 7%, enako kot pri drevesu; razlika je le v tem, da nas kaktus poleg
teh povezav zdaj vsebuje Se nekatere druge, ki povezujejo dve tocki, od katerih je ena
prednik (vendar ne star§) druge. Taka je povezava med v in u v vrstici (f) gornjega
postopka. V ciklu, ki smo ga odkrili v tisti vrstici (gl. sliko na str. 127), je vsaka
naslednja tocka stars prejSnje; naj bo w zadnja tocka pred u, tako da je w otrok
u-ja. Toda ker imamo na koncu cikla Se povezavo med u in v, je tudi v skorajda kot
nekaksen otrok u-ja, le da tadva u-jeva ,otroka“, v in w, ne predstavljata vsak po
enega poddrevesa, pa¢ pa oba skupaj predstavljata en podkaktus, ki obsega pot od
w do v ter vse, kar visi dol s tock na tej poti; skupaj je to ravno Ty,. Pot od w do
v bomo imenovali rob tega podkaktusa, tocko w (ki je na tej poti najvi§ja) njegov
vrh, tocko v (ki je na tej poti najnizja) njegovo dno, za tocko u pa bomo rekli, da
je stars tega podkaktusa. (Vrh in dno sta gotovo dve razli¢ni tocki, saj mora imeti
cikel vsaj tri tocke.) Za razliko od poddrevesa, ki je na starsa pripeto z enim samim
pecljem, je podkaktus pripet na starsa u z dvema pecljema — to sta povezavi med
u in vrhom ter dnom podkaktusa (tockama w in v). (Zato bomo isti cikel kot v
vrstici (1) kasneje opazili Se enkrat, namre¢ ko bomo v okviru klica OBISCI(u) med
nastevanjem wu-jevih sosed v vrstici (1) opazili toc¢ko v; ta primer prepoznamo po
tem, da je bil obisk v-ja do takrat ze zakljucen in se zato s tem ciklom ni treba
ukvarjati Se enkrat.)

Ko smo resevali nalogo na drevesu in za neko tocko u racunali, na koliko nac¢inov
se da pokriti njeno poddrevo T, je vsako od poddreves njegovih otrok v € D,
prispevalo k temu bodisi en nepokrit pecelj bodisi nobenega, odvisno od tega, ali
je bilo stevilo povezav v T, liho ali sodo; in vse tako dobljene nepokrite peclje smo
morali na vse mozne nacine zdruziti v pare, da smo jih pokrili s palicami skozi u.
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stars u
vrh lw
Primer podkaktusa T, ki obsega vse znotraj svetlo sivega pravoko- 55
tnika. Tocka w je vrh podkaktusa, v je njegovo dno, pot med njima o
tvori rob podkaktusa; u je star§ podkaktusa. Temno sivi trikotniki
dno (v

predstavljajo vse tiste potomce tock u, v in w, ki niso narisani po-
sebej. T
w

Tu pri kaktusu je stvar podobna, le da imamo poleg poddreves tudi podkaktuse.
Recimo, da ima u med drugim neki podkaktus z vrhom w in dnom v. Ce ima ta
podkaktus T, liho mnogo povezav (ne vstevsi pecljev, torej povezav med u in w ter
med u in v), se ga prav gotovo ne da pokriti s palicami, pa¢ pa se ga mogoce da
pokriti tako, da skupaj z njim pokrijemo Se enega od obeh pecljev, drugi pecelj pa
ostane nepokrit. To lahko obravnavamo enako kot poddrevo, ¢e postavimo s,, = 1
(ker en pecelj ostane nepokrit) in s T, oznacimo Stevilo nacinov, kako pokriti to
poddrevo z enim pecljem vred.

Ce pa ima podkaktus sodo mnogo povezav, se ga prav gotovo ne da pokriti tako,
da bi skupaj z njim pokrili Se enega od pecljev; pa¢ pa se ga mogoce da pokriti
tako, da skupaj z njim pokrijemo oba peclja ali pa nobenega. To pa pomeni, da
Stevilo nepokritih pecljev v u, torej 3, zdaj ni ve¢ enolicno doloc¢eno (kot je bilo
pri drevesu), ampak ima lahko razline mozne vrednosti (odvisno od tega, ali so
posamezni podkaktusi prispevali po dva nepokrita peclja ali nobenega).

Oznaka D, nam bo, tako kot doslej, pomenila mnozico tistih u-jevih otrok, ki so
koreni poddreves; poleg tega pa vpeljimo zdaj Se oznaki S, oz. L, za mnozici tistih
u-jevih otrok, ki so vrhovi podkaktusov s sodim oz. lihim Stevilom povezav (takim
podkaktusom bomo krajse rekli kar ,sodi“ oz. ,1ihi“ podkaktusi). Ostane morda Se
en otrok: ce je u na robu podkaktusa, vendar ne na dnu, ima enega otroka, ki tudi
pripada robu istega podkaktusa; naj bo R, mnozica s tem otrokom (¢e pa takega
ni, naj bo R, prazna).'?

S 7, tudi zdaj oznac¢imo stevilo povezav v T,; ker so podkaktusi pripeti na u z
dvema pecljema namesto z enim, velja zdaj

Tu = ZveDu,uRu (I+7)+ ZvESuULu (24 7).

Za otroke v € D, U L, U R,, vemo, da je mogoce T, pokriti na a, nac¢inov, pri Cemer
naj nam s, € {0,1} pove, koliko pecljev pri tem ostane nepokritih (pri v € D, UR,,
je sv = 1 — (17y mod 2), pri v € L, pa je s, vedno 1). Vsi ti otroci skupaj pustijo
54 = Y weD,uL,UR, Sv Nepokritih pecljev, pokritja posameznih T, pa je mogoce
skombinirati skupaj (ker je dogajanje v razli¢nih T, med seboj neodvisno) na G, :=
HveDuuLuuRu a, nacinov.

2Morebitni otrok iz R, gotovo ni hkrati tudi vrh kaksnega podkaktusa, torej ni skrbi, da bi
moral ta otrok hkrati pripadati tudi eni od mnozic S, in L, ; nobena tocka namrec¢ ne more lezati
na robu dveh podkaktusov hkrati, kajti v tem primeru bi povezava med njo in njenim starsem
pripadala dvema cikloma hkrati, to pa je v kaktusu nemogoce.
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Za otroke v € S, (vrhove sodih podkaktusov) pa bomo morali poleg a, (ki nam,
ker je stevilo povezav v T, sodo, pove, na koliko nac¢inov ga je mogoce pokriti brez
pecljev) izraCunati tudi Stevilo nacinov, na katere je mogoce pokriti T, z obema
pecljema vred; recimo temu a;,. Kako lahko ta razli¢na pokritja skombiniramo med
seboj, ko razmisljamo o pokrivanju celotnega 73,7 Naj bo P C S, mnozica, ki pove,
pri katerih v € S,, uporabimo pokritje brez pecljev; pri tistih iz S, — P potem
uporabimo pokritje z obema pecljema. Tovrstna pokritja otrok iz S, je mogoce
skombinirati na toliko nacinov:

fu(P) = (HUGP a“) ) (Huesrp ag) :

Ce smo pri t := |P| otrocih pustili peclja nepokrita, bo tak izbor pri u-ju pustil
2t nepokritih pecljev, ki se pridruzijo §, nepokritim pecljem od otrok iz D,, L, in
R,. Ker imajo torej enako velike mnozice P podoben vpliv na pokrivanje pecljev s
palicami skozi u, jih je koristno obravnavati skupaj; definirajmo zato:

fu(t) = ZPQSU, L |P|=t fu(P)

To, ali je nepokritih pecljev sodo ali liho mnogo (od tega je odvisno, ali bomo pri
pokrivanju Ty-ja morali vkljuditi zraven Se povezavo med u in njegovim starsem), je
seveda neodvisno od t, saj se zaradi njega Stevilo nepokritih pecljev vedno spreminja
v korakih po 2. Stevilo s,, ki naj nam pove, ali ostane (pri pokrivanju Ty-ja)
povezava med v in njegovim starSem nepokrita (s, = 1) ali pokrita (s, = 0), lahko
torej ratunamo enako kot pri drevesu: s, = 1 — (74, mod 2). Stevilo vseh pokritij
Tu-ja je torej:
au = au Y07 (B 4 2t — s2)!! fu(t).

Kako uéinkovito ra¢unati vrednosti f, (t)? Lahko bi jih rac¢unali z dinamié-
nim programiranjem, pri ¢emer bi gledali podprobleme, ki nastanejo, ¢e se omejimo
na prvih nekaj otrok iz S,; vendar bi imela taka resitev Gasovno zahtevnost O(k?)
za k = |Sy|. Pri testnih primerih na nasem tekmovanju bi bilo to sicer dovolj hitro,
ker gre lahko k le do priblizno 25000;'% vseeno pa si oglejmo, kako lahko pridemo
do ucinkovitejse resitve.

Opazimo lahko, da zmnozki, s kakr$nimi smo definirali f,(P), nastanejo, ko
razvijemo produkt [] . s, (@v + al) v vsoto. Iz takega produkta nastane vsota 2%
zmnozkov, ker lahko pri vsakem od k faktorjev oblike a,+a., na dva naéina izberemo,
katerega od obeh &lenov bomo uporabili v trenutnem zmnozku. Ce nam mnozica
P pove, pri katerih faktorjih smo uporabili ¢len a, in ne a,, ima nastali zmnoZek
vrednost ravno f(P). Vidimo torej, da je [, .5 (av +ay) = ZPgsu f(P). Vsota
na desni je ze precej podobna temu, kar potrebujemo za f(t), vendar se moramo
za te slednje znati omejiti na tiste P-je, ki imajo natanko ¢ elementov. To najlaze
dosezemo, Ce nase dvoclene faktorje spremenimo v polinome; definirajmo torej

pu(@) == [T,es, 0o(@) 78 qu(e) = (ava +al).

13Podkaktus mora imeti vsaj eno povezavo, saj bi bila sicer vrh in dno ena in ista tocka in bi
ta morala imeti dve povezavi s starSsem podkaktusa, kar pa je nemogoce. Najmanjse mozno sodo
Stevilo povezav podkaktusa je torej 2; skupaj z obema pecljema (ki povezujeta starsa podkaktusa
z vrhom ter z dnom podkaktusa) pa so povezave $tiri. Pri nasi nalogi ima lahko graf najvec
m = 10° povezav, torej sodih podkaktusov ne more biti veé kot m/4 = 25000.
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Ce podobno kot prej predelamo ta zmnozek k dvoclenih faktorjev v vsoto 2% zmnoz-
kov, pri ¢emer nam mnozica P pove, pri katerih otrocih smo v zmnozek sprejeli
élen ayx in ne ¢élena a,, nam zdaj pri mnozici P nastane zmnozek f(P)m'Pl; torej
je pu(x) = ZPCSu f(P)z!P!. Ce v tej vsoti zdruzimo skupaj tiste P-je, ki imajo
natanko t elementov, lahko pri njih x* izpostavimo, njihovi f(P) pa se sestejejo v
f(t); dobimo torej
pule) = 308 f(1)a".

Vrednosti f(¢), ki jih potrebujemo za izracun a,, so torej ravno koeficienti poli-
noma py(x), ta pa je produkt k polinomov prve stopnje (linearnih funkcij), torej
pu(z) = HUGS“ gv(z). Spomnimo se, da lahko s pomocjo hitrega postopka za ra-
¢unanje diskretne Fourierjeve transformacije (FFT — fast Fourier transform) zmno-
zimo dva polinoma dolzine k v O(klog k) ¢asa, medtem ko bi naivna resitev, ki bi
mnozila vsak ¢len z vsakim, porabila O(k2) ¢asa. V nasem primeru lahko najprej
mnozimo polinome ¢, med seboj po dva in dva ter dobimo k/2 polinomov s po
Stirimi koeficienti; nato te mnozimo po dva in dva ter dobimo k/4 polinomov s po
osmimi koeficienti; in tako naprej. Za vsak s od 1 do r := [log, k] moramo izvesti
k/2° mnozenj polinomov stopnje 2°7 !, vsako tako mnozenje pa vzame O(s-2°) asa;
skupaj je to O(>_"_ (k/2%)2° - s) = O(kr®) = O(k(log k)?) ¢asa. Taka je torej cena

s=1
za izracun vrednosti a,; to moramo narediti za vsako vozlis¢e u, pri ¢emer je seveda
stevilo sodih podkaktusov k = |S,| lahko pri razliénih u-jih razli¢no. Pisimo ga

zato kot k, namesto le k; Casovna zahtevnost se nam zdaj po vseh u-jih sesteje v
O(Y, ku(logku)?) = O(X", ku(logn)?) = O(n(logn)?), pri éemer smo upostevali,
da je vsota Eu k. manjsa od n, ker je vsako vozlisce lahko vrh sodega podkaktusa
pri najve¢ enem u (koren pa sploh pri nobenem).

Pri racunanju FFT je treba nekaj pazljivosti, ker imamo opraviti s precej velikimi
Stevili. Naloga bo na koncu zahtevala rezultat po modulu M = 10° + 3 in seveda je
smiselno, da ze med racunanjem delamo le z ostanki po deljenju z M. To pomeni,
da ko mnozimo med seboj dva polinoma, bodo njuni koeficienti ze taki ostanki, torej
cela stevila od 0 do M — 1; in tudi od koeficientov njunega zmnozka bomo obdrzali
le ostanke po deljenju z M. Vendarle pa moramo te koeficiente najprej pravilno
izraCunati s FFTjem in pri tem ne moremo racunati po modulu M. Da pridemo
do nasega p(x) kot zmnozka < n polinomov prve stopnje, bomo v zadnjem koraku
morali zmnoziti med seboj dva polinoma stopnje < n/2 (s koeficienti od 0 do M —1),
zato bodo koeficienti njunega zmnozka veliki do priblizno (n/2)M?2.

Ce ra¢unamo FFT v obsegu kompleksnih §tevil (kot je obi¢ajno), nam bodo na-
pake zaradi omejene natancnosti pri racunanju s plavajoCo vejico prej ali slej po-
kvarile rezultat, ¢e bosta n in M dovolj velika. Videli smo ze, da ima lahko tocka
pri omejitvah iz besedila naloge najve¢ k = 25000 sodih podkaktusov; ¢e poskusimo
mnoziti dva polinoma stopnje k/2 pri razlicnih M, se izkaze, da so, ¢e uporabimo
64-bitni tip double, rezultati pravilni do priblizno M = 7000; ¢e pa imamo na voljo
80-bitni tip s plavajoco vejico (ki ga na primer prevajalnik g++ podpira pod ime-
nom long double), gremo lahko do priblizno M = 600000. Oboje je torej manj od
M = 10° + 3, ki ga nadeloma potrebujemo pri nasi nalogi.

Pomagamo si lahko tako, da koeficiente polinoma razbijemo na dva dela: vze-
mimo y := [v/M ] = 1001, pa lahko vsako celo &tevilo s z obmo&ja od 0 do M — 1
predstavimo kot s = s1 - pu + s2, pri Cemer sta s; in s2 celi stevili od 0 do p — 1. Ko



130 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

mnozimo dva polinoma, recimo g(z) in h(x), s koeficienti z obmocja od 0 do M — 1,
ju torej lahko najprej razbijemo na g(x) = g1(x)-p+g2(z) in h(x) = hi(x) - u+ha(z),
pri ¢emer imajo polinomi g1, g2, h1, he zdaj koeficiente od 0 do — 1 namesto od 0 do
M—1. Potem je g(z)-h(x) = g1 (@) h1 ()1 +(g1 () ha()+g2(w) 1 (2)) -+ g2 () ha ).
Tu imamo torej Stiri mnozenja polinomov, katerih koeficienti so le od 0 do p — 1,
torej so dovolj majhni, da lahko uporabimo FFT na kompleksnih Stevilih in racu-
namo s tipom double; ko pa dobimo te Stiri zmnozke, imamo od tam naprej le Se
celogtevilsko aritmetiko po modulu M .**

Izracun vrednosti a/, za tocke na robu podkaktusa. Recimo, da je w € S,
torej da je vrh podkaktusa s sodim stevilom povezav in da ima starsa u. Potem bomo
pri izracunu a,, potrebovali ne le a,,, pa¢ pa tudi a,,, ki pove, na koliko na¢inov lahko
pokrijemo T, z obema pecljema vred. Eden od teh dveh pecljev je povezava med
w in njegovim starsem wu, drugi pecelj pa je povezava med u in dnom podkaktusa,
recimo mu v, ki lezi v drevesu morda precej nivojev nize od w. Pri pokritjih, ki jih
steje al,, je ta drugi pecelj pokrit s palico skozi v (namesto s tdko skozi u), to pa
vpliva na stevilo pokritij pri 7, in Se drugih vozlis¢ih na robu podkaktusa (torej na
poti med w in v). Podatek, ali smo povezavo med v in u Ze pokrili ali ne, smo torej
morali imeti pri roki takrat, ko smo se ukvarjali s tocko v; in ¢e ga hocemo imeti
pri roki tudi kasneje, ko se na vrhu podkaktusa ukvarjamo s tocko w, to pomeni,
da ga bo treba prenasati gor po podkaktusu. Zato bomo vrednosti a, racunali ne
le za tocko w na vrhu podkaktusa, pac¢ pa tudi za vsako drugo tocko na njegovem
robu (in to ne le za podkaktuse s sodo mnogo povezavami, pa¢ kar pa za vse, saj
pri nizje lezecih tockah na robu podkaktusa Se ne moremo vedeti, koliko povezav bo
imel na koncu); ¢e je z tocka na robu podkaktusa, ¢igar dno je v in éigar stars je
u, naj bo a, Stevilo nainov, na katere je mogoce pokriti s palicami celotno T'(z) in
tudi povezavo med v in u; in ¢e ima to dvoje skupaj liho stevilo povezav, vklju¢imo
v pokritje Se pecelj med z in njegovim starSem. (Pri z = w se ta definicija to¢no
ujema s tem, kako smo prvotno vpeljali a,, za toc¢ko na vrhu sodega podkaktusa.)

Pri izra¢unu a, je koristno lo¢iti dva primera. (1) Ce je z = v, torej dno podkak-
tusa (kar prepoznamo tudi po tem, da je R, takrat prazna mnozica), ima zahteva,
da moramo pokriti tudi povezavo med v in u, enak u¢inek, kot da bi imel v Se enega
otroka (ki pa sam ne bi imel nobenih nadaljnjih potomcev); uéinek takega otroka
pa bi bil, da bi se §, povecala za 1. To uporabimo v formuli za a,, pa bomo kot
rezultat dobili ay,. (2) Ce pa lezi z nekje vise gor na robu podkaktusa, naj boy € R,
tisti njegov otrok, ki lezi na robu istega podkaktusa kot z. Ta otrok je v formulo
za @, (in s tem v a,) prispeval faktor ay; zdaj, pri izracunu a%, pa bo namesto tega
prispeval faktor ay; nastane zmnozek a, = aj HveDuuLu ay. Poleg tega pa, ker
je v Ty zdaj pokrita ena povezava ve¢ (namreé tista med v in u), kot je bila pri
izracunu a., se je parnost Stevila povezav spremenila in pecelj med y in z je pokrit
natanko v primeru, ¢e prej ni bil; Stevilo nepokritih pecljev med z-jem in njegovimi
otroci torej zdaj ni §,, paé pa 5, = &, — s, + (1 — sy). To, ali pri pokrivanju T%-ja

14Se ena moznost bi bila tudi, da bi radunali FFT v obsegu Zp (cela stevila od 0 do P — 1, pri
éemer seStevamo in mnozimo po modulu P), vendar je s tem ve¢ dela; poiskati moramo primeren
P (veéji od (k/2)p?) in zanj najti primeren koren enote; in ée hoemo, da se bo dalo mnoziti v Zp
%e samo s 64-bitnimi celimi stevili, mora biti P < 232, kar nas pri k = 25000 omeji na u < 586;
to je manj od v/M, torej bi morali koeficiente nasih polinomov razbiti na tri dele namesto na dva
(in potem mnoziti vsakega z vsakim, tako da bi bilo z mnozenjem Se ve¢ dela — devet mnoZzenj
namesto $tirih, torej bi bil ¢as izvajanja priblizno dvakrat daljsi).
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ostane pecelj med z-jem in njegovim starSem nepokrit, pa nam zdaj pove Stevilo
s, =1—(3,mod2) = 1—s,. Ce zdaj tako spremenjene koli¢ine uporabimo v
formuli za a, dobimo:

al =L ST (G 42t 4+ )N F(1).

Zdaj imamo vse, kar potrebujemo, da lahko psevdokodo nasega postopka opiSemo
podrobneje:

podprogram OBISCI(v):
obiskanalv] := 1; (* Obisk je v teku. *)
sp[v] := NIL; (* To bo stars podkaktusa, na cigar robu lezi v. *)
naj bodo D,, L,, Sy, R, prazne mnozice;
za vsako v-jevo sosedo u:

if u = stars[v] then continue;
else if obiskana[u] = 1:

(* Tocke v, stars[v], stars[stars[v]],...,u tvorijo cikel. *)

splv] = u; (* Tocka u je stars podkaktusa, ¢igar dno je v. *)
else if obiskanalu] = 0: (* Tocka u je otrok tocke v. *)

stars|u] := v; OBISCI(u);

if splu] = v: (* u je vrh nekega v-jevega podkaktusa. *)

Ce je T, sod, dodaj u v Sy, sicer pa ga dodaj v L,;
else if splu] = sp[v]:

dodaj u v Ry; (* uw in v sta na robu istega podkaktusa *)
else: dodaj u v D,; (* u je koren nekega v-jevega poddrevesa. *)
obiskanalv] := 2; (* Obisk v-ja bo zdaj zakljucen. *)

iz rezultatov za v-jeve otroke izra¢unaj koeficiente polinoma p,(z),
nato pa tudi 7y, Gy, Gy, Sv, Sv;
if sp[v] # NIL: (* v je na robu podkaktusa *)
izra¢unaj a.,, a., 5., Sk;
(* Ce v ni vrh podkaktusa, prenesimo v njegovega
starsa podatek o tem, kdo je stars tega podkaktusa. *)
u = starsv]; if sp[v] # u then sp[u] := sp[v];

glavni del programa:

¢e je m (Stevilo vseh povezav) liho, takoj vrni 0;

for v := 1 to n do obiskanalv] := 0;

r := poljubna toc¢ka drevesa; stars[r] := NIL;

OBISCI(r); return a,;
V glavnem delu programa si torej za koren izberemo poljubno tocko r in iz nje
pozenemo iskanje v globino. Za koren r vrednost a, pomeni stevilo nacinov, kako
pokriti celoten graf (in po tem sprasuje nasa naloga), vendar le, ¢e ima sodo mnogo
povezav (pri lihem $tevilu povezav bi a, Stel pokritja, v katera je vkljudena tudi
povezava med r in njegovim starSem, ki pa v resnici seveda ne obstaja).

D. DJ Darko

Razmislimo najprej o dogodku druge vrste, pri katerem moramo dolociti novo kon-
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stantno glasnost x za vse zvocnike od a; do aq. Pri takem dogodku nastane skupina
ve¢ zaporednih zvocnikov z enako glasnostjo a;; dogodek prve vrste pa takih skupin
tudi ne razbija pretirano hitro (saj pristeje ve¢ zaporednim a; enako konstanto).
Zato bo imelo pogosto po ve¢ zaporednih zvoc¢nikov enako glasnost; tdko skupino
lahko (za potrebe doloc¢anja nove glasnosti pri dogodku druge vrste) obravnavamo,
kot da bi bila en sam zvocnik, pri Cemer cene b; zvo¢nikov v skupini sestejemo, da
dobimo ceno spreminjanja celotne skupine.

Recimo torej zdaj, da imamo pred seboj k skupin zvoc¢nikov, pri ¢emer ima i-ta
skupina glasnost a; in skupno ceno spremembe f;; in recimo Se, da bi jih uredili po
glasnosti, tako da bo a1 < a2 < ... < ai. Oznadimo s f(z) ceno tega, da glasnost
vseh teh zvoc¢nikov postavimo na z:

flz) =38 Bilai — xl.

Hitro se lahko prepri¢amo, da se smemo pri iskanju minimuma te funkcije omejiti na
primere, ko je & enak kaksni od glasnosti a;. Ce je & < a1, prispevajo vse skupine
¢len Bi(a; — x) in ker so cene (3; nenegativne, se skupna cena f(x) zmanjsa (ali
vsaj ostane enaka), ¢e x poveCamo. Podobno tudi pri x > ax vidimo, da se f(x)
zmanjsSa ali ostane enaka, ¢e x zmanjsamo. Tam torej prav gotovo ne bomo nasli
minimuma funkcije f. In koné¢no, ¢e lezi £ med glasnostma dveh skupin, recimo na
a; < x < ajy1, velja tam:

f(l') = Z;:l ﬂj (w - aj) + Z§:¢+1 Bj (aj - ‘T)
= (Z;Zl Bs — Zfziﬂ Bj) z+ (Zf:iH Bjoy — 23:1 ﬁj%’) .

Na tem obmocju je torej f(z) linearna funkcija, kar pomeni, da se bo njena vre-
dnost zmanjsala ali vsaj ostala enaka, ¢e x zmanjSamo ali pove¢amo za 1 (odvisno
od predznaka pri koeficientu, s katerim je pomnozen x). Minimuma funkcije f po-
temtakem gotovo ne bomo spregledali, ¢e se omejimo na take x, ki so enaki kaksni
od glasnosti a;, saj lahko povsod drugod vrednost f(z) zmanjSamo (ali je vsaj ne
poveamo), ¢e x premaknemo blize k eni od ;.

Glejmo torej f(z) za primere, ko je x = a;. Kaj se zgodi, ¢e se iz x = a4
premaknemo v x = a;417 Pri skupinah 1,2,... 7 moramo zdaj glasnost spremeniti
za aiy1 — o, vec kot prej, pri skupinah ¢+ 1,...,k pa za prav toliko manj kot prej.
Oznacimo skupno vsoto zvocnikov levo od i z L; := Z;;ll B;, tistih desno od i z

D; = ?:Hl Bj, vseh skupaj pa z B := L; + 3; + D;. Sprememba cene pri premiku
iz a; Vv a1 je torej

flaizr) — flai) = (23:1 Bi— 3 i ﬁj) (Qig1 — o)
=(Li + Bi — Di)(aiy1 — i) = (B = 2Di) (i1 — o).

Vidimo torej, da ¢e je B—2D; < 0 oz. D; > B/2, se splaca iti iz x = a; v & = qit1,
ker se s tem vrednost funkcije f zmanjsa (ali pa vsaj ne poveca). Podobno se lahko
tudi prepri¢amo, da ¢e je L; > B/2, se splaca iti iz * = a; v £ = a;—1. Minimum
funkcije f bomo torej nasli tam, kjer ne velja ni¢ od tega dvojega; torej tam, kjer je
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L; < B/2in tudi D; < B/2; slednji pogoj lahko zapiSemo tudi kot B—L;—f; < B/2,
torej L; + B3; > B/2; oba pogoja lahko torej zdruzimo v

LZSB/QSLZ—l—ﬁZ 0zZ. L»;SB/QSL»;JA, (*)

Naloga pravi, da ¢e je minimum dosezen pri ve¢ razli¢nih glasnostih, moramo upo-
rabiti najmanjso od njih; torej iS¢emo najmanjsi ¢, pri katerem je izpolnjen gornji
pogoj. Ce je pri nekem i pogoj izpolnjen, vendar s strogo enakostjo na levi strani
(torej L; = B/2 < L;41), bo izpolnjen tudi pri ¢ — 1 in bo treba najnizjo glasnost
iskati tam — pogoj lahko torej spremenimo v L; < B/2 < L;41, torej iS¢emo najve-
¢ji tak Ls, ki je Se manjsi od B/2. (Tak L; gotovo obstaja, kajti naloga zagotavlja,
da so vsi be > 0, zato je B > 0 in pogoj L; < B/2 je gotovo izpolnjen vsaj pri i = 1,
kjer je L1 = 0.) Tako smo pri§li do naslednjega postopka za iskanje minimuma
funkcije f:

vzemi najvedji tak 7, pri katerem je L; $e vedno < B/2;
funkcija f(z) doseze svoj minimum pri = as;

Ce si res pripravimo urejen seznam parov (o, £i), kot smo rekli na zacetku, lahko
zdaj minimum funkcije f(z) zelo preprosto pois¢emo v O(k) Casa: seStejmo vse
Bi, da dobimo B, nato pa pojdimo v zanki po narascajocih ¢ in pove¢ujmo L; ter
preverjajmo pogoj L; < B/2 < L; + (;; ko je ta izpolnjen, vrnimo z = a;. Toda
zaradi urejanja na zacetku bo ¢asovna zahtevnost tega postopka vendarle O(k log k).
To sicer ni ni¢ hudega, kajti kot bomo videli kasneje, bomo tako ali tako ze za
pripravo seznama parov («;, 3;) (pred urejanjem) porabili O(klogn) ¢asa.

Kljub temu pa si kot zanimivost oglejmo Se malo boljsi postopek za iskanje
minimuma funkcije f, ki seznama parov ne ureja in ima ¢asovno zahtevnost O(k).
Ko ho¢emo poiskati najvedji i, pri katerem je L; < B/2, bi lahko to poceli z bisekcijo,
saj je zaporedje L;-jev narascajoce:

{:=1;d:=k;
while d > ¢:

(* Tu velja: Ly < B/2 < Lgy1. *)

m = (£ +d)/2];

if L, < B/2 then £ := m else d := m;
(* Tu velja: Ly < B/2 < Lgt1. *)
return ay;

Vprasanje je le se, kako racunati vrednosti L,,, ne da bi na zacetku uredili vse pare
(as, B:) in potem izracunali zaporedja L; kot kumulativnih vsot zaporedja ;. Pri
tem si lahko pomagamo z algoritmom quickselect (v C++ uporabimo na primer
funkcijo nth_element iz standardne knjiznice), ki nam v O(d — ¢) ¢asa razdeli pare
(as, B:) zai = £,...,dnalevo in desno polovico glede na «;. Na$ postopek z bisekcijo
lahko zdaj podrobneje opisemo takole:

funkcija NOVAGLASNOST:
vhod: S[1..k] = tabela vseh k parov (a;, ;) v poljubnem vrstnem redu;

{:=1;d:=k; L:=0; B:=p1+ ...+ Bx;
while d > ¢:
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(* Tu velja: Ly < B/2 < Lq41. Spremenljivka L ima vrednost Ly.
V tabeli S so na indeksih od £ do d prav tisti pari, ki bi bili tam tudi
v primeru, cée bi bila tabela urejena po a, le da so mogoce premesani. *)
m = (£ +d)/2];
s quickselectom prerazporedi pare S[{..d] tako, da bodo imeli pari na mestih
S[¢..m — 1] manjso ali enako vrednost a kot tisti na mestih S{m..d];
L' := L + vsota 3 po vseh parih iz S[{..m — 1]; (1)
(* Zdaj ima L' vrednost Ly,. *)
if L'’ < B/2then {:=m; L' :== L else d := m;
(* Tu po koncu zanke velja: Ly < B/2 < Lgy1 in v S[¢] je prav tisti par,
ki bi bil tam tudi, ce bi bila tabela urejena po a. *)
vrai S[¢).a; (* to je ag ¥)

Casovna zahtevnost vrstice (1) je O(d—£) in ker se ta interval v vsaki iteraciji glavne
zanke razpolovi, se tega po vseh iteracijah skupaj nabere za O(k); toliko pa stane
tudi izracun B (kot vsote vseh 8;) v prvi vrstici.

Doslej smo govorili le o dogodkih druge vrste; razmislimo zdaj se o tem, kako sploh
predstaviti glasnosti zvoc¢nikov in kako te podatke popravljati pri dogodkih prve
vrste. Ker se ob vsakem dogodku spremeni veliko vrednosti a;, si ne moremo pri-
vosciti, da bi jih hranili eksplicitno, saj bi nam njihovo popravljanje vzelo prevec
casa. Opazimo lahko, da se manj kot glasnosti a; spreminjajo razlike med njimi,
torej vrednosti 7; := a; — a;—1 (mislimo si Se ag = 0). Kaj obe vrsti dogodkov
pomenita za taksne razlike? Pri dogodku prve vrste, ko se ay, ..., aq povecajo za zx,
se spremenita le dve razliki: 7, se poveca za x, razlika r441 pa se zmanjsa za x. Pri
dogodku druge vrste, ko ag,...,aq dobijo vsi enako vrednost x, pa padejo razlike
To+1,...,7q na 0, razlika r¢ je po novem enaka x —a¢—1, razlika r44+1 pa je po novem
enaka agy+1 — .

Ce torej namesto glasnosti a; hranimo razlike r;, bomo imeli manj dela pri spre-
membah glasnosti. Iz razlik r; se d4 potem izraziti a; po formuli a; = r1+re+...+7;;
da pa bomo lahko to racunali dovolj hitro, je koristno vrednosti r; organizirati v
Fenwickovo drevo. Iz podatkov v njem lahko kadarkoli v O(logn) ¢asa izraCunamo
posamezno vrednost r; ali a;, pa tudi spremenimo vrednost posamezne r;.

Videli smo ze, da bodo zaradi dogodkov druge vrste pogosto nastale skupine po
ve¢ zaporednih zvocnikov z enako glasnostjo a;; za nase razlike r; pa to pomeni,
da bo nekaj zaporednih r; enakih 0. Nova skupina se za¢ne pri vsakem nenicelnem
ri. Videli smo tudi, da nas postopek za obravnavo dogodka druge vrste pricakuje
kot vhod seznam skupin na obmocju, ki ga dogodek zadeva; znati moramo torej
poceni nasteti vse take skupine, torej vse nenicelne r; na danem obmocju. V ta
namen je koristno npr. v rdece-¢rnem drevesu hraniti tiste ¢, za katere je r; trenutno
neniéeln (v C++ lahko uporabimo razred set iz standardne knjiznice); tega ni tezko
vzdrzevati, ko se vrednosti r; spreminjajo.

Zapisimo zdaj psevdokodo za obravnavo dogodka prve vrste. Rdece-crno drevo
bomo oznacili s T'; Fenwickovo drevo pa s F'.

podprogram SPREMENI(z, x):
if x = 0 then return;
ce je i v T, ga od tam pobrisi;
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popravi F' tako, da se r;-ju pristeje z;
izraCunaj iz F' novo vrednost r;;
Ce je nova vrednost r; enaka 0, dodaj ¢ v T

podprogram DOGODEKPRVEVRSTE(Y, d, x):
SPREMENI(Y, z); if d < n then SPREMENI(d + 1, —x);

Pri dogodku druge vrste moramo najprej s pomocjo drevesa T nasteti vse nenicelne
r; na obravnavanem obmocju; nato lahko izracunamo novo glasnost, uporabljene r;-
je pa postavimo na 0, ker bo zdaj glasnost po celem obravnavanem obmocju enaka.
Nazadnje moramo e popraviti r¢ in r4+1. Ko pripravljamo pare (o, ) za skupine
ve¢ zaporednih zvocnikov z enako glasnostjo, moramo znati hitro izracunati vsoto
cen b; za vse zvocnike v skupini; to je najlaze narediti tako, da si vnaprej izracunamo
kumulativne vsote B1 = 0, B;+1 = B; + b;, potem pa lahko vsoto ve¢ zaporednih
cen b; + ...+ b;_1 izracunamo kot B; — B;.

podprogram DOGODEKDRUGEVRSTE(Y, d):
izraCunaj iz F' sedanjo vrednost a, in si jo zapomni v A;
S := prazen seznam; i := f; aj™™ := A;
while true:
7 := najmanjsi tak element drevesa T', ki je > ;
if takega ni ali pa je vecji od d then j :=d+ 1;
(* Zvocniki od i do j — 1 imajo glasnost A. *)
dodaj v S par (A, B; — B;);
if 7 > d then break;
i := j; izraCunaj iz F' vrednost r; in si jo zapomni v R;
A:=A+R; (* Zdaj dobi A vrednost aj. *)
SPREMENI(i, —R); (* S tem postane r; =0 in i izgine iz T. *)
afitara = A;
o := NOVAGLASNOST(S);
SPREMENI({, o — a}**™); if d < n then SPREMENI(d + 1, a5/*™ — a);
return o;

Kaksna je Casovna zahtevnost te resitve? Posamezna operacija na F ali T vzame
po O(logn) Casa; tudi obravnava dogodka prve vrste zato vzame O(logn) Casa; pri
dogodku druge vrste prevladuje zanka za pripravo seznama S, ki porabi O(klogn)
Casa, Ce je v seznamu na koncu k elementov.

V najslabsem primeru je seveda k lahko velik O(n), torej lahko za dogodek
druge vrste porabimo O(nlogn) ¢asa. Na srefo pa se to ne more zgoditi posebej
pogosto: nenicelne r;, ki jih gornji postopek prebere in uporabi pri izracunu, potem
tudi postavi na 0. Dolgoro¢no je torej skupni ¢as obdelave ve¢ dogodkov druge
vrste omejen s tem, koliko nenicelnih r; uspemo na novo pridelati, stevilo le-teh pa
je omejeno: vsak dogodek (prvega ali drugega tipa) spremeni najve¢ dva r; tako,
da imata moznost postati nenic¢elna. Recimo torej, da smo obdelali zaporedje vec
dogodkov, od tega g1 dogodkov prve vrste in g2 druge vrste; skupaj je torej nastalo
najve¢ O(q1 + ¢2) nenicelnih razlik, zato je cena vseh dogodkov druge vrste skupaj
tudi najve¢ O((q1 + g2)logn). Poleg tega je tudi cena vseh dogodkov prve vrste
skupaj le O(qi1logn). Ce pristejemo Se O(n) ¢asa za inicializacijo Fenwickovega
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drevesa, lahko zaklju¢imo, da je ¢asovna zahtevnost naSe resitve O(n + glogn), kjer
je q skupno stevilo obojih dogodkov.

E. Ribolov

Ker moramo na poizvedbe odgovarjati sproti, se bomo vedno ukvarjali le z eno
poizvedbo naenkrat, zato indeksa j ne bomo pisali; poizvedbo torej opisujejo Stevila
b, £ in d. Razmislimo za zacetek, kako bi resili lazjo razli¢ico naloge, pri kateri nam
ni treba razmisljati o y-koordinatah — recimo, da imajo vse poizvedbe b = h, tako
da se mora nas pravokotnik vedno raztezati po celi visini mreze.

Naj bo zdaj v, skupna vrednost vseh celic v stolpcu z; ¢e se odlo¢imo uporabiti
pravokotnik od L do D, bo skupna vrednost celic v njem potem enaka vy, +vr41 +
...+ vp. Poizvedba nas torej pravzaprav sprasuje, kaksna je najvecja mozna vsota
te oblike pri omejitvi £ < L < D < d; recimo temu rezultatu f(¢,d).

To lahko ugotovimo z rekurzivnim razmislekom. Razdelimo poizvedovalno ob-
modje [£,d] na levi del, recimo stolpce od ¢ do m (za neki m z obmodja £ < m < d),
in desni del, torej stolpce od m + 1 do d; najboljsi pravokotnik za naso poizvedbo
lezi (1) bodisi celoti v levem delu (2) bodisi v celoti v desnem (3) bodisi malo v
enem in malo v drugem. Prvi dve moznosti lahko obdelamo z rekurzivnima klicema
za levi oz. desni del, pri ¢emer bomo vsakega od njiju spet razdelili na dva dela in
tako naprej. Ta rekurzija se ustavi, ko ima pred seboj le Se en sam stolpec (£ = d)
in je najboljsa resitev zanj max{0,v¢} (lahko ga vzamemo v celoti ali pa nidesar).

Tretja moznost, torej da se pravokotnik za¢ne v levem in konc¢a v desnem delu, pa
pomeni, da bo vsota vy +...4vp sestavljena iz leve vsote v +. . .4 v, in desne vsote
Um+1+...+vp. Pritem dogajanje v levem delu ni¢ ne vpliva na desnega in obratno;
vzeti moramo torej tak L (z obmodja ¢ < L < m), pri katerem je vp + ...+ v
najvedja, in tak D (z obmodja m + 1 < D < d), pri katerem je vm41 + ...+ vp
najvecja. V levem delu nas torej zanima najvedja sufiksna (priponska) vsota, se
pravi vsota v, za zadnjih nekaj stolpcev v njem; recimo ji s(¢,m). V desnem delu
pa nas zanima najvecja prefiksna (predponska) vsota, torej vsota v, za prvih nekaj
stolpcev v njem; recimo ji p(m + 1,d). Nas dosedanji razmislek lahko povzamemo s
formulo:

f,d) = max{f(£,m), f(m+1,d),s(¢,m) +p(m+1,d)}

z robnim primerom f(z,z) = s(z,z) = p(z,z) = max{0,v,}, kajti ko imamo samo
en stolpec, imajo ribi¢i na izbiro le, da ga bodisi vzamejo v celoti bodisi ostanejo s
prazno mrezo.

Tudi najvecje prefiksne in sufiksne vsote lahko ra¢unamo z rekurzivnim razmi-
slekom. Najveéja sufiksna vsota obmodja [¢, d] se bodisi za¢ne v desnem delu (v tem
primeru je najbolje vzeti kar najvedjo sufiksno vsoto desnega dela) bodisi v levem
(v tem primeru pa je najbolje vzeti najvecjo sufiksno vsoto levega dela, nato pa ji
moramo v vsakem primeru presteti Se vsoto celotnega desnega dela). Za prefiksne
vsote je razmislek podoben. Vidimo torej, da je koristno vpeljati Se vsoto po vseh
stolpcih nekega obmodja, recimo ji v(¢,d) = ve + ve41 + ... + v4. Tako smo dobili
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zveze:

s(¢,d) = max{s(m + 1,d), s(¢,m) + v(m + 1,d)}
p(4,d) = max{p({,m),v(¢,m) + p(m +1,d)}
v(l,d) =v(l,m) +v(m+1,d).

Ker bomo morali omenjene funkcije f, s, p in v obi¢ajno racunati vse Stiri skupaj,
jih bo obdasno prikladno zdruziti v eno; vpeljimo v ta namen oznako r(¢,d) =
((,d), 5(¢,d), p(t, d), oL, d).

Doslej nismo rekli se ni¢esar o tem, kako izbrati m, torej kje razdeliti neko
obmocje na levi in desni del. Ker bomo morali odgovoriti na veliko poizvedb, je
smiselno uporabljati taka pod-obmocja, ki bodo prisla prav pri ve¢ poizvedbah,
tako da nam vrednosti f, p, s in v zanje ne bo treba rac¢unati po veckrat. Zac¢nimo
na primer z obmodéjem [1, w], ki pokriva celotno mrezo; razdelimo ga na dva priblizno
enako Siroka dela, nato vsakega od njiju spet na dva priblizno enako Siroka dela in
tako rekurzivno naprej; nastane nam nekaksno drevo intervalov (v listih, kjer se
rekurzija konca, imamo intervale, ki pokrivajo en sam stolpec). Naslednja slika kaze

primer za w = 10:
7| |8

1..10

11| [ 22 ] [ 33 ] |45 | |66 | | 7.

9..10

8 || |

ter vrednost rfu] := r(fy,d.). Vsako vozlis¢e ima tudi kazalca (ali indeksa) na svoja
dva otroka; recimo jima levi[u] in desni[u].

Ko pride potem poizvedba [¢, d], za¢nemo v korenu drevesa in spet razmisljamo
rekurzivno. Ce se trenutno vozlidée razdeli na levega in desnega otroka pri -
koordinati m, lahko tam razdelimo tudi nase poizvedovalno obmocje; z rekurziv-
nima klicema pois¢emo rezultat za vsak del obmocja posebej, nato pa oba rezultata
zdruzimo s prav takim razmislekom, kot smo ga videli zgoraj pri funkcijah f, s,
p in v. Pri tem pa, Ce poizvedovalno obmocje pokriva celotno trenutno vozlisce,
lahko uporabimo rezultate, ki jih imamo ze shranjene v tem vozlis¢u. ZapiSimo ta
postopek s psevdokodo:

funkcija PO1zVEDBA(vozlice u, interval [¢,d]):
¢ = max{ly,?}; d' = min{d.,d};
(* [¢',d'] je tisti del poizvedovalnega intervala, ki ga pokriva vozlisce u;
naloga nase funkcije je izracunati v(¢',d’). *)
(* Mogoce se poizvedovalni interval sploh ne prekriva z nasim vozliséem. *)
if d’ < ¢ then return (0, 0, 0, 0);
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(* Mogoce poizvedovalni interval pokriva nase vozlisce v celoti. *)
if ¢/ =4, and d, = d’ then return rfu;
(* Tu Ze vemo, da je dy > Ly, torej ima u dva otroka.
Razdelimo tudi poizvedbo na levi in desni del. *)
r1 := PO1zZVEDBA (levi[u], [¢, d]);
ro := POI1ZVEDBA (desni[u], [¢, d]);
return ZDRUZI(r1,T2);

Koren drevesa pokriva celoten interval [1, w] in njegov presek z nasim poizvedovalnim
obmodjem [¢,d] je kar to obmodéje v celoti; ¢e torej pokliGemo POIZVEDBA (koren,
[¢,d]), bo takrat £ = £ in d' = d, tako da bomo kot rezultat med drugim dobili
f(£,d), prav to pa je odgovor na naso poizvedbo.

Za zdruZevanje rezultatov iz poizvedbe po levem in po desnem otroku upora-
bimo naslednji podprogram, ki ni ni¢ drugega kot implementacija prej omenjenih
rekurzivnih zvez za funkcije f, s, p in v. Prav nam bo prisel tudi kasneje pri gradnji
dreves.

funkcija ZDRUZI(r1, r2):
(* Kot vhod pricakujemo cetverici r1 = r(€,m) in ro =r(m+ 1,d) za neka
stevila ¢ < m < d. Funkcija vrne r(£,d). *)
naj bo (fhslapl?vl) =ry in (f27527p271}2) = r2;
f3 := max{f1, f2, s1 + p2}; s3 := max{sa, s1 + v2}; p3 := max{p1,v1 + p2};
v3 := v1 + v2; return (f3, s3,ps,v3);

Kaksna je ¢asovna zahtevnost postopka PO1ZVEDBA? Pri vozliscih, ki jih nase po-
izvedovalno obmocje bodisi pokriva v celoti bodisi ima z njimi neprazen presek,
porabimo le konstantno mnogo c¢asa in lahko Cas, porabljen zanje, Stejemo k nad-
rejenemu rekurzivnemu klicu. Vprasanje je torej, koliko je takih vozlis¢, ki jih nase
poizvedovalno obmocje prekriva le delno, ne pa v celoti. To se lahko zgodi na tri
nacine: (1) poizvedovalno obmodje pokriva levi konec nasega vozlis¢a, ne pa desnega
(£ <4, in d < dyu); (2) ali pa pokriva desni konec in ne levega (¢, < £ in d, < d);
(3) ali pa ne pokriva nobenega (£, < £ in d < d,). Vozlisée tipa 1 ali 2 ima lahko
najveC enega otroka enakega tipa (drugi otrok pa je bodisi pokrit v celoti ali pa
sploh ni¢); vozlisée tipa 3 pa ima lahko najveé enega otroka tipa 3 (drugi je v tem
primeru popolnoma nepokrit) ali pa ima najveé¢ enega otroka tipa 2 (to je lahko
njegov levi otrok) in najve¢ enega tipa 1 (to bo desni otrok). Vidimo torej, da ce
je bil koren tipa 1 ali 2, bomo tudi na vsakem od nizjih nivojev imeli po najvec
eno vozlisce istega tipa (in sploh nobenega vozliséa tipa 3); ¢e pa je bil koren tipa
3, bomo Se na nekaj naslednjih nivojih morda imeli po eno vozlis¢e tipa 3, od tam
naprej pa po najvec¢ eno vozlisce tipa 1 in najvec eno tipa 2. Na vsakem nivoju dre-
na polovico, je drevo globoko priblizno log, w nivojev, zato je ¢asovna zahtevnost
poizvedbe O(logw).

Doslej smo razmisljali le o z-koordinatah, torej kot da je pri vsaki poizvedbi b = h.
V resnici bomo morali znati odgovarjati na poizvedbe za poljubne b od 1 do h. Lepo
bi bilo, ¢e bi lahko imeli za vsak mozen b taksno drevo, kot smo ga zgradili zgoraj
za b = h; pri drevesu T bi upostevali vse tiste celice, ki imajo y-koordinato na
obmod¢ju 1 < y < b. Vsako tako drevo zasede O(w) prostora, zato si ne moremo
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privosciti O(h) dreves; na sreco pa so si mnoga med njimi zelo podobna: T3 lahko
dobimo iz T,—; tako, da vanj dodamo tiste celice, ki imajo y-koordinato natanko b.
Pri dodajanju celice (x,b) v drevo pa se spremenijo le tista vozlis¢a u, ki pokrivajo
z-koordinato te celice, torej tista, za katera velja ¢, < x < d,; to je natanko eno
vozlisée na vsakem nivoju drevesa, skupno O(logw) vozlisc.

Tako bi se dalo poceni predelati Tp,—1 v Ty, toda ker bomo kasneje pri odgo-
varjanju na poizvedbe potrebovali obe drevesi, pri dodajanju v resnici ne bomo
spreminjali vozlis¢ drevesa T,_1, paC pa bomo tam, kjer pride do sprememb, ustvar-
jali nova vozlisca; tam pa, kjer je novo drevo enako staremu, bo Se vedno uporabljalo
vozlisca starega drevesa. Tako sCasoma nastane struktura, v kateri se skriva ve¢ med
seboj prekrivajocih se dreves, namrec T}, za vse b-je od 1 do h; vsako ima svoj koren,
spodaj pa si mnoga vozlisca deli po ve¢ dreves. Taksnim podatkovnim strukturam,
ki ob spreminjanju ohranijo tudi svojo staro verzijo, pravimo ,,obstojne® (persistent).
Postopek dodajanja je torej taksen:

funkcija DopaJ(vozlisce u, koordinata x, vrednost v):
(* Predpostavimo, da u pokriva z, torej da je €y, < x < dy. *)
@ := novo vozlisée z £y = £, in dg = dy;
if £, = du: (* torej ce je u list *)
(fuvpuv Su,’Uu) = I‘[U};
Vg 1= Uy + v; pa := max{0,va};
sa = pa; fa = pa;
r[a] := (fa, sa, pa, va);
else:
z = levilu]; w := desni[u]; m = d.;
if x <m then z := DoDAJ(z,z;,v) else w := DobAJ(w, z;,v);

levila] := z; desni[a] := w;
r[a] := ZDRUZI(r[z], r[w]);
return u;
Da dobimo drevesa 11,75, ...,Th, bomo zaceli s praznim drevesom intevalov — ta-

kim, ki ima pravo strukturo vozli$é, vendar imajo vsa vozlis¢a r[u] = (0,0,0,0) —
in potem dodajali vanj celice po narasc¢ajocem y. V spodnji psevdokodi si predsta-
vljamo T kot tabelo, ki hrani korene vseh tako dobljenih dreves:

for y :=1 to h do L[y] := prazen seznam;

za vsako celico (x;,y;) z vrednostjo v; # 0: dodaj (zi,v;) v seznam L[y;];
ustvari prazno drevo intervalov (s pravo strukturo, a ni¢elnimi vrednostmi);
naj bo u koren tega drevesa;

for b:=1 to h:
za vsako (zi,v;) s seznama L[b]: u := DODAJ(u, x;,v;);
T[b] == w;

Prazno drevo ima O(w) vozlis¢, nato pa dodamo vanj O(k) novih celic in pri vsakem
takem dodajanju nastane O(logw) novih vozlis¢; ¢asovna zahtevnost tega postopka
je torej O(w + klogw), prostorska pa O(w + h + klogw)).

Za nase namene je ta resitev dovolj dobra, dalo pa bi se jo Se malo izboljsati.
Na primer, ¢e sta w in h veliko vecja od k, torej Ce je nasa mreza zelo redka, bi
bilo dobro koordinate najprej ,skompresirati“ — obdrzimo le tiste vrstice in stolpce
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mreze, ki vsebujejo kaksno nenicelno celico; x-koordinate celic tako preslikamo z
obmodja {1,...,w} v {1,...,k}, podobno pa tudi y-koordinate; ustrezno pa potem
preslikamo tudi koordinate poizvedovalnih obmodij.

Po drugi strani, ce je k velik v primerjavi z w in h, torej Ce je nasa mreza gosta,
je potratno, da funkcija DODAJ vedno ustvarja nova vozlis¢a; ¢e imamo v isti vrstici
b vec¢ celic in se pri dodajanju teh celic v drevo veckrat spremeni isto vozlisce, ni
treba vsakic¢ delati nove kopije tega vozlis¢a, saj nas bo zanimalo stanje drevesa Sele
po vseh teh dodajanjih, ne pa med njimi. Takrat bi bilo torej koristno v vsakem
vozlis¢u hraniti podatek o tem, pri katerem b smo tisto vozlisce ustvarili, in ¢e smo Se
vedno pri istem b, smemo to vozliS¢e spremeniti in zanj ni treba delati kopije. Tako
se poraba prostora za drevesa zmanjsa z O(w+ k log w) na O(w+min{hw, klogw}),
ker se v najslabsem primeru pri vsakem b spremenijo vsa vozlis¢a drevesa, teh pa je

O(w).

F. Crke

Ker so testni primeri majhni, lahko nalogo resimo preprosto tako, da odsimuliramo
dogajanje. Vsebino matrike lahko hranimo v dvodimenzionalni tabeli, pri ¢emer
element a[i,j] predstavlja j-ti znak v i-ti vrstici. Ce na primer v neki fazi érke
polzijo navzdol, lahko stanje matrike na koncu te faze izracunamo tako, da gremo
po vsakem stolpcu od spodaj navzgor in premikamo ¢rke na dno stolpca:

for j:=1tom:
k :=n; (* vrstica, v katero bo Sla naslednja crka *)
for ¢ := n downto 1:

if afi,j] = '.' then continue;

alt, k] == ali, j]; k =k — 1;
while k > 0:

ali, k] :="." k:=k—1;

Polzenje gor (namesto dol) lahko simuliramo na enak nadin, le da moramo v gor-
njem postopku, kjerkoli dostopa do elementa a[u, v], zdaj namesto tega dostopati do
aln — 1 — u,v]. Podobno lahko polzenje desno ali levo simuliramo tako, da v mislih
zamenjamo n in m, nato pa, kjerkoli postopek za polzenje dol ali gor dostopa do
alu, v], zdaj namesto tega dostopamo do a[v, u].

Mozna drobna izboljsava je Se tale: Ce v ve¢ zaporednih fazah polzijo ¢rke le levo
in/ali desno, je konéni u¢inek enak, kot ¢e bi imeli le zadnjo od teh faz, prejsnje pa
lahko preskoc¢imo; podobno tudi, ¢e v veé¢ zaporednih fazah polzijo ¢rke le gor in/ali
dol.

G. Premice na mrezi

Imamo n navpi¢nih in n vodoravnih premic, ostale pa so posevne. Naklon posevne
premice lahko opiSemo s parom celih Stevil (Ag, Ay), pri éemer je A, > 0in A, # 0,
ki nam povesta, da se y-koordinata spremeni za A, ko se z-koordinata poveca za
Ag. Pri tem imamo Se omejitev, da si morata biti A, in A, tuja, saj bi drugace po
ve¢ parov opisovalo enak naklon in bi nekatere premice steli po veckrat.

Premice z A, > 0 imenujmo rastoce, tiste z A, < 0 pa padajoce. Vidimo
lahko, da ¢e ravnino prezrcalimo prek vodoravne simetrale nasega kvadrata (premice
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0 m—2»Ng Ny m 0 Ny m'—Am m

Dva primera dolocanja, katere tocke (z,y) so lahko prve, ki jih v nasi karirasti mrezi zadene
premica z naklonom (A, Ay). Sivi pravokotnik je obmodje, ki ustreza pogoju (1), Srafirani
pravokotnik pa obmodje, ki ustreza pogoju (2). Crne pike predstavljajo tiste pare (z,y), ki
ustrezajo prvemu pogoju, ne pa tudi drugemu. Na levi sliki je primer za m — Ay < Ag, na
desni pa za m — Ng > Ag.

y = (n—1)/2), se vsaka rastoca premica preslika v neko padajoco in obratno. Obojih
je torej enako stevilo, zato bomo v nadaljevanju steli le rastoce in na koncu njihovo
stevilo podvojili.

Rastoc¢e premice lahko razdelimo na polozne (A, < A;) in strme (Ay > Ag).
Vidimo lahko, da ¢e ravnino prezrcalimo prek diagonalne simetrale nasega kvadrata
(premice y = z), se vsaka strma premica preslika v neko polozno in obratno; tudi
tu je torej obojih enako stevilo, zato bomo v nadaljevanju steli le polozne in na
koncu njihovo $tevilo podvojili. Pazimo le na to, da smo diagonalne premice (A, =
Ay = 1) steli pri obojih, zato jih bomo morali po podvajanju enkrat spet odsteti
(diagonalnih premic, ki gredo skozi vsaj dve toc¢ki nasega kvadrata, je 2n — 3).

V nadaljevanju bomo vpeljali m = n — 1, da bo manj pisanja. Mozni nakloni so
zdaj torej (Az, Ay) za 1 < Ay < Ay < m, pri Cemer si morata biti A, in A, tuja.
Za posamezni tak naklon (Az, Ay) nas zdaj zanima, koliko premic s tem naklonom
pokrije vsaj dve to¢ki naSega kvadrata. Ce se po taki premici premikamo v smeri
gor in desno, naj bo (z,y) prva tocka kvadrata, na katero naletimo; naslednja bo
potem (z + Ay, y + Ay). Veljati mora torej

0<z<m—-A,; in Oﬁyﬁm—Aw (1)

sicer bo ta naslednja tocka ze zunaj naSega kvadrata. Od tako dobljenih parov (z,y)
pa moramo odsteti tiste, pri katerih (z,y) ni prva tocka, na katero naletimo, torej
tiste, pri katerih velja

x >Ny in y>Ay (2)

Parov (z,vy), ki ustrezajo pogoju (1), je torej (m — Ay + 1) - (m — Ay + 1). Koliko
moramo zdaj od tega odsteti zaradi pogoja (2)?

Ce je m — Ay < A, (torej &e je Ay > m/2 — levi primer na gornji sliki), bo iz
pogoja z < m — A, sledilo tudi < A, torej pari, ki ustrezajo pogoju (1), gotovo
ne bodo izpolnili pogoja (2) in tam ne bo treba odstevati nic¢esar.
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Ce pa je m — Ay > A, (torej Ce je A, < m/2 — desni primer na sliki), potem
iz pogoja A, < A, sledi, da je tudi A, < m/2, torej bo nekaj parov (z,y) pri tem
paru (Az, Ay) gotovo res lahko imelo z > A, in y > Ay; to so tisti, ki imajo

Ny <z<m—-—~A, in Ay, <y<m-—»_4,,

torej jih je (m — 20, +1) - (m — 24, + 1).

Skupno stevilo poloznih premic je torej Q@ = Q1 — Q2, pri cemer je Q1 Stevilo
vseh, ki ustrezajo pogoju (1), Q2 pa je Stevilo tistih, ki jih moramo odsteti zaradi
pogoja (2):

m JANS
D7) 1Ay e tuj AgJ(m = Ay + 1)(m — Ay +1)

Ap=1A,=1

Q1

m/2] A,
Qz= Y D [8y e tuj AJ(m — 28, + 1)(m — 24, +1).

Ap=1A0y=1

Ta dva izraza sta si zelo podobna in si ju lahko predstavljamo kot posebna primera
sploSnejsega izraza: Q1 = q(m,1) in Q2 = q(|m/2],2), pri Cemer je

a AN

a(@b)= D D 1Ay Jo tuj Asl(n = bAL)(n—bA,)
Dgp=1Ly=1
a JANS
=) > [Ayde tuj A0 = nbAy — nbAy, + B A A,)
Np=10y=1

a

D [RPe(Ba) = nbAL@(AL) = nbF(D2) + b2 A F(Aa)] -

Ap=1

Pri tem je ¢(u) (Eulerjeva funkcija) Stevilo tistih Stevil izmed 1,2,...,u, ki so
tuja Stevilu u; s F(u) pa smo oznadili vsoto teh Stevil. Pri u > 1 velja F(u) =
(u/2)p(u),*® zato pri A, > 1 dobimo A, ¢(Az) + F(As) = 3F(AL), pri Ay = 1
pa je Ay ¢(Ay) + F(Ay) =2 =3F(A,) — 1. Ce uporabimo to v zadnjem izrazu za
q(a, b), dobimo:

g(a,b) = Y [*3(As) = 3nbF(Ay) + b2 AL F(A,)] + nb.

Ng=1

PiSimo Se G(u) = w - F(u). Koristno si je vnaprej v tabelah pripraviti delne (ku-
mulativne) vsote funkcij ¢, F' in G; naj bo torej Sg(v) = 22:1 ¢(u) in podobno za
Sr(v) in Sg(v). Potem dobimo

q(a,b) = n>Sy(a) — 3nbSk(a) + b>Sg(a) + nb.

150 tem se lahko prepri¢amo takole: za u = 2 roéno preverimo, da formula drzi (edino primerno
tuje stevilo je 1, zato je ¢(2) = F(2) = 1). Za u > 2 opazimo, da sta Stevili v in u — v (za
v =1,2,...,u — 1) bodisi obe tuji u-ju ali pa nobeno; vsota, s katero je definirana F(u), ima
¢(u) sestevancev, ki jih lahko v mislih zdruzimo v pare {v,u — v}; imamo torej ¢(u)/2 parov,
vsak par pa ima vsoto u, torej F(u) = u - ¢(u)/2.
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Ko imamo funkcije Sy, Sg in S¢ pripravljene v tabelah, lahko v O(1) Casa izra-
¢unamo ¢(a,b), zato pa tudi @ (Stevilo poloznih premic) in iz tega 2Q — (2n — 3)
(8tevilo vseh poSevnih premic; podvojili smo poloZne in odsteli diagonalne) in kon¢no
4Q — 2n + 6 (Stevilo vseh premic; poSevne smo podvojili in dodali e n vodoravnih
in n navpicnih).

Preden lahko racunamo funkcije F', G, Sg, Sr in S¢, moramo najprej izracunati
¢; najbolje, da kar do ¢(107), ker gredo lahko vrednosti n pri tej nalogi do 107. Kot
je znano, je ¢(u) = qu(l —1/p), pri ¢emer gre p po vseh u-jevih prafaktorjih.®
Zato lahko ¢ racunamo z Eratostenovim resetom:

for u:=1 to n do ¢[u] := u;
for u:=2 to n do if ¢[u] = u:
v := u; while v < n:

¢lv] = @] = dlv]/us vi= v+

Na zacetku torej inicializiramo ¢[u] na u (za vse u); potem pa gremo po naraséajocih
u in ¢e pri nekem u vidimo, da je ¢[u] Se vedno enak u, to pomeni, da je u prastevilo
(kajti ¢e bi imel u kak prafaktor p < u, bi vrednost ¢[u] ze takrat, ko je glavna zanka
dosegla tisti p, pomnozili z 1—1/p, zato bi bila ¢[u] zdaj manj$a od u); to pa pomeni,
da za vsak u-jev veckratnik v v formuli za ¢(v), torej ¢p(v) = v Hp(l —1/p), nastopa
tudi faktor 1 — 1/u; zato je zdaj primeren trenutek, da vrednost ¢[v] pomnozimo z
1 — 1/u. Tako bomo s¢asoma naredili z vsemi v-jevimi prafaktorji in bo na koncu
v ¢[v] res prava vrednost ¢(v). Casovna zahtevnost tega postopka je O(Zp n/p),
pri cemer gre p po vseh prastevilih, manjsih ali enakih n; izkaze se, da je to reda
O(nloglogn).

H. Radar

Smerne tocke ((fz)i, (fy):) dolo¢ajo F poltrakov, ki izhajajo iz koordinatnega izho-
disca; oddaljenosti r; pa dolocajo R kroznic s srediS¢em v koordinatnem izhodis¢u
(in polmeri r;). Toéke, ki jih radar pregleda, so ravno vsa presecisca teh F' poltrakov
s temi R kroznicami. Na sliki na str. 144 vidimo primer s stirimi poltraki in tremi
kroznicami; narisani so s ¢értkanimi értami, pregledane tocke pa s érnimi pikami. Ce
bi se zdaj v mislih za vsako tocko ravnine vprasali, katera izmed pregledanih tock ji
je najblizja, bi nam ravnina razpadla na prav toliko obmocij, kolikor je pregledanih
tock; meje med temi obmodji so na sliki narisane z debelimi ¢rtami. Vidimo, da
lahko te meje dobimo tako, da ravnino najprej razrezemo s F' novimi poltraki, ki

Do te formule lahko pridemo na primer z nacelom vkljucitev in izkljuditev. Naj bo
P = {p1,...,pt} mnozica vseh u-jevih prafaktorjev. Da dobimo ¢(u), lahko zaénemo s Ste-
vilom vseh Stevil od 1 do u in od tega odstevamo sStevilo tistih, ki niso tuja wu-ju: tu je
u/p1 veckratnikov pi, pa u/pz veckratnikov po in tako naprej; toda tiste, ki so veckratniki
dveh prafaktorjev hkrati, smo zdaj odsteli dvakrat in jih moramo enkrat pristeti nazaj: torej
u/(pip;) za vse pare i, j; veCkratnike treh prafaktorjev smo zdaj pristeli preveckrat in jih mo-

. s .. . . _ t oy 1
ramo spet odsteti in tako naprej; dobimo torej ¢(u) = Zr:o u(—1) ZAQP:\A\:T HpeA 5=
t 1y 1y 1 . s
“Er:o ZAgP;\m:T HpEA( p) - uZAgP HpeA( p/ quep(l p)' Zadnji enacaj je
upravicen zato, ker imamo v H eP(l — %) produkt ¢t dvoclenih izrazov, ki ga lahko razvijemo
P

v vsoto 2! zmnozkov; vsaka A C P predstavlja eno od moznih 2¢ izbir tega, pri katerih izmed ¢
dvoclenih izrazov vzamemo v zmnozek prvi ¢len (torej 1), pri katerih pa drugega (torej —%)
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\ WA Ak | Primer radarja s tremi oddaljenostmi 7; (polmeri értkanih

2 / kroznic) in $tirimi smermi (¢rtkani poltraki), tako da radar

/ pregleda 12 toc¢k (¢rne pike). Za vsako od teh tock lahko dolo-

/ ¢ ¢imo del ravnine, v katerem je ta tocka blizja od ostalih pre-

g S gledanih tock; meje med temi obmocji so narisane z debelimi
/ crtami.

lezijo ravno na pol poti med dvema zaporednima izmed prvotnih (¢rtkanih) poltra-
kov; nastane F' izsekov, po eden za vsakega od ¢rtkanih poltrakov; nato pa vsak tak
izsek razrezemo na R obmocij tako, da ¢ez njegov ¢rtkani poltrak potegnemo pravo-
kotnice ravno na pol poti med vsakima dvema zaporednima pregledanima tockama
tega poltraka.

Da bomo torej za dano poizvedovalno tocko dolocili najblizjo pregledano tocko,
bomo morali najprej ugotoviti, kateri ¢rtkani poltrak je tej poizvedovalni tocki naj-
blizji (tako bomo izvedeli, na katerem izseku lezi ta poizvedovalna toc¢ka), nato pa
jo bomo morali pravokotno projicirati na tisti poltrak in ugotoviti, katera izmed
pregledanih tock na njem je najblizja poizvedovalni.

O tem se lahko prepri¢amo tudi z algebrai¢nim razmislekom. Recimo za zacetek,
da imamo en sam poltrak, ki ga doloda tocka f = (fz, fy), in da nas zanima, katera
tocka na njem je najblizja poizvedovalni tocki q = (¢z,qy). Tocke na poltraku so
oblike Af (za A > 0) in oddaljenost take tocke od q lahko zapisemo kot funkcijo
parametra A:

gV =M —dall? = Ao — )+ O\ fy —a)*

Da pois¢emo njen minimum, poglejmo, kje ima odvod 0:

9N =20fe = @) fa +20fy — @)
=2M(f2 + £)) = 2@ fa + ayfy) = 2MIf|* — 2071,

torej g'(A) = 0 pri A = q”f/||f]|>. Za to X je Af najblizja nasi poizvedovalni to&ki
(ni se tudi tezko prepricati, da je Af ravno pravokotna projekcija tocke q na poltrak
skozi f). Ce nam ta formula di A < 0, moramo vzeti A = 0, saj imamo opravka s
poltrakom in ne premico.

Nas radar seveda ne pregleda vseh tock poltraka, pac¢ pa le tiste, ki so od ko-
ordinatnega izhodis¢a O oddaljene za eno od vrednosti r; iz vhodnih podatkov;
to so tocke oblike (r;/||f]|)f. Med njimi je tocki Af najblizja tista, za katero je
r1 < rq < ...<rg, potem pa lahko v tem zaporedju z bisekcijo iS¢emo vrednost
A|f]l; €e je enaka enemu od r;, vzamemo njega, ¢e pa A||f|| pade med r; in ri41,

Doslej smo razmisljali o enem poltraku, v resnici pa jih imamo ve¢. Na katerem
izmed njih bomo nasli g-ju najblizjo tocko? Smer poltraka skozi f lahko opisemo
tudi s kotom «, za katerega ima poltrak potem smerni vektor (cos a, sin o) = £/[|f]|.
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Recimo, da se osredotoc¢imo na tocke na oddaljenosti r od izhodisca; med njimi
potem na poltraku v smeri o dobimo tocko r - (cos a, sin o). Kaksna je razdalja med
to tocko in q v odvisnosti od smeri a?

h(a) = ||r(cos a,sina) — q||*

= (rcosa — ;) + (rsina — ¢,)°

2 2 2 2 .. 2 . 2
=r7cos” a—2rg: cosa + q; +r°sin” a — 2rgy sina + gy,
= 1?(cos® a 4 sin® &) — 2r (g, cos a + ¢y sin @)

= 7? — 2r(g. cosa + gy sina).

Zapisimo tocko q v polarni obliki: q = ¢ (cos8,sin8) za ¢ = ||q||. Nesimo to v
formulo za h:

ha) = r?— 2cr(cos accos 8 + sin acsin 3)
= 7% — 2crcos(a — ).

Ker sta ¢ in r konstantna in vecja od 0, je vrednost h(a) tem manjsa, ¢im vedji je
cos(a— 3), to pa je takrat, ko je a— 3 ¢im manjsa. Najblizjo toc¢ko bomo torej dobili
na tistem poltraku, c¢igar smer « je najblizja polarnemu kotu nase poizvedovalne
tocke — in ta zakljucek je neodvisen od oddaljenosti r, pri kateri bomo najblizjo
tocko dejansko nasli.

Tudi poltrake je torej koristno urediti po njihovi smeri «; dobimo na primer
a1 < az < ... < ap. V tako dobljenem zaporedju potem z bisekcijo pois¢imo
vrednost (3; ¢e ta pade med «a; in a;yt1, preglejmo tistega izmed obeh poltrakov, ki
je blizji B, lahko pa tudi enostavno pregledamo oba. Paziti moramo $e na to, da
so koti cikli¢ni; ¢e imamo 8 < ai, se lahko zgodi, da je najblizji poltrak v resnici
ar (in podobno, ¢e je 8 > ar, je najblizji poltrak mogoce a1). Kakorkoli Ze, ko
se tako omejimo na enega ali dva poltraka, lahko potem na njem ali njiju pois¢emo
najblizjo tocko z bisekcijo po oddaljenostih 74, kot smo videli malo prej. Casovna
zahtevnost naSega postopka je torej O(Rlog R + F'log F') za urejanje oddaljenosti
in poltrakov na zaetku, nato pa O(log R + log F') za vsako od N poizvedb (zaradi
bisekcije po oddaljenostih in po poltrakih). Za izracun polarnih kotov a; in 8 lahko
uporabimo na primer funkcijo atan2 iz standardne knjiznice jezikov C/C++.

Primere, ko je g = (0,0) in poizvedovalni tocki ne moremo doloc¢iti polarnega
kota 3, lahko obravnavamo posebej; taki tocki so najblizje tiste na oddaljenosti 1
(ne glede na smer poltraka).

Z nekaj truda bi se dalo g-ju najblizjo tocko najti tudi brez operacij s plavajoco
vejico,!” vendar napake pri ra¢unanju s plavajo¢o vejico pri tej nalogi niso toliksne,
da bi bilo to potrebno.

1"Namesto da bi rac¢unali polarne kote, lahko za primerjanje smeri (pri urejanju poltrakov, pa
tudi kasneje pri bisekciji na poltrakih) gledamo naklone f,/f; kot racionalna stevila (in pazimo
e na predznak pri f,); pri iskanju najbliZje tocke na poltraku lahko A = q” £/||f||? predstavimo
kot racionalno stevilo, saj so qx, qy, fxz, fy cela Stevila; ker nimamo polarnih kotov, je tezje reci,
kateri od dveh poltrakov, med katerima lezi nasa tocka, ji je najblizji, zato izracunajmo najblizjo
tocko na obeh in poglejmo, katera od teh je blizja q. Nekoliko se zaplete le pri racunanju
razdalje med poizvedovalno tocko q in tockami (r;/||f||)f na poltraku, kajti taka razdalja je
lahko iracionalno $tevilo; je pa njen kvadrat oblike u + /v za racionalna u in v, taka Stevila pa
lahko z nekaj pazljivosti primerjamo po velikosti tudi brez racunanja s plavajoco vejico.



146 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

I. Pokrajinski razvoj

Cestno omrezje lahko predstavimo z grafom in pretokom na njem: tocke predstav-
ljajo vasi, povezave med njimi ceste, pretok po povezavah pa trgovce. Naj bo f(u,v)
pretok (torej Stevilo trgovcev) po povezavi od u do v, ¢e taka povezava obstaja in
Ce tok res tece od u do v; Ce pa tece v obratno smer ali ¢e povezave ni, naj bo
f(u,v) = 0. Funkcijo f lahko potem posplosimo tudi na mnozice tock:

f(AvB) = ZuEA ZveB f(uvv) in f(A’U) = f(A7 {U}) in f(uvB) = f({u}vB)

Mnozico vseh tock (vasi) ozna¢imo z V. Vhodni tok v tocko u je potem enak f(V,u),
izhodni pa f(u,V); razliko med njima oznacimo z g(u) := f(V,u) — f(u,V). Na
zaCetku dobimo tak pretok po grafu, pri katerem je g(u) vedno veckratnik M; pretok
bomo postopoma popravljali, dokler ne bodo vse te g(u) postale enake 0 (naloga
omenja tudi moznost, da resitev morda sploh ne obstaja, vendar bomo videli, da do
tega v resnici ne more priti).

Ce $e niso vse g(u) = 0, mora obstajati neka tocka u, pri kateri sta izhodni in
vhodni tok razli¢na; recimo, da je izhodni tok vecji od vhodnega, torej g(u) < 0
(razmislek za drugo moznost, torej da je vhodni tok vecdji od izhodnega, je povsem
analogen). Naj bo U mnozica vseh tock, ki so dosegljive iz te u tako, da gremo vedno
le po povezavah v smeri toka (torej gremo lahko od v do w le, ¢e je f(v,w) > 0). To
pomeni, da po povezavah, ki imajo eno krajis¢e v U, drugo pa zunaj njega, tok tece
vedno v U, nikoli ven iz U (kajti sicer bi pri§lo tudi tisto drugo krajise v mnozico
U). Zato izhodni tok iz tock U-ja lahko tece le v druge tocke U-ja, ne pa ven iz
U-ja (v tocke iz V —U): f(U,V —U) =0 in zato f(U,V) = f(U,U). Vhodni tok v
tocke U-ja prihaja deloma iz drugih tock U-ja, poleg tega pa lahko tudi Se iz tock
zunaj U-ja: f(V,U) = f(U,U) + f(V —U,U). Ce obe opazanji zdruzimo, vidimo,
da je f(V,U) = f(U,V)+ f(V =U,U), torej f(V,U) — f(U, V)= f(V —-U,U). Na
levi strani imamo ravno razliko med vhodnim tokom v vse tocke U-ja ter izhodnim
tokom iz vseh tock U-ja: velja torej > ,cp g(v) = f(V — U,U). Po predpostavki
za vsaj eno tocko U-ja, namreé¢ u, velja g(u) < 0 (torej ima vedji izhodni tok kot
vhodni). Ali je mogoce, da bi za vse ostale tocke v € U veljalo g(v) < 0, torej
da bi bil izhodni tok pri vseh teh tockah vsaj toliksen kot vhodni? Potem bi bilo
> ver g(v) < 0, torej f(V — U,U) < 0, kar pa je nemogoce, saj smo funkcijo f
definirali tako, da je vedno > 0. Nujno mora torej obstajati neka taka tocka v € U,
pri kateri je g(v) > 0, torej je vhodni tok v v vedji od izhodnega toka iz nje.

Ker so vse tocke U-ja dosegljive iz u tako, da hodimo po povezavah v smeri
toka, mora veljati to tudi za v. Primerno pot od v do v lahko poisc¢emo z iskanjem
v 8irino; naj bo torej uo, u1,. .., ur neka taka pot, kjer je up = u, ux = v, za vsak 1
pa je f(ui—1,u;) > 0. Posljimo zdaj dodatnih m enot pretoka po tej poti v obratni
smeri. Kaj se zgodi? Prej je po povezavi med w;,—1 in u; teklo na primer ¢; enot
toka iz u;—1 v u;, zdaj pa po tej povezavi teCe m — ¢; enot toka iz u; v u;—1. Ker
so bili prej vsi tokovi veéji od 0 in manjsi od m, so zdaj tudi (spremenili pa so
smer). Vmesne tocke na poti, torej ui,...,ux—1, so pridobile m enot vhodnega in
m izhodnega toka, zato se jim g(u;) ni spremenila, po drugi strani pa se je g(u)
(ki je bila manjsa od 0) povecala za m, vrednost g(v) (ki je bila vecja od 0) pa se
je zmanjsala za m. Tako smo torej dvema tockama premaknili g za m blize k 0,
ostalim tockam pa ga nismo spremenili.
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Ta postopek lahko zdaj ponavljamo v zanki, dokler ne pridejo vse g(0) na 0. Kako
dolgo bo to trajalo? Ker so bili v zacetnem grafu tokovi na posameznih povezavah z
obmod¢ja od 1 do m—1, je imela tocka stopnje d lahko kveéjemu (m —1)-d vhodnega
in izhodnega toka; torej je bilo |g(u)| < m-d. Taka tocka bo torej potrebovala manj
kot d popravkov, da pride g(u) na 0. Ce to seStejemo po vseh tockah, se njihove
stopnje sestejejo v dvakratnik Stevila povezav v grafu; skupaj potrebujemo torej
O(r) popravkov, vsak popravek pa nam vzame O(n + r) Casa (zaradi iskanja v
Sirino).

Resitev lahko Se izboljsamo, ¢e opazimo njeno sorodnost s problemom najvecjega
pretoka v grafu. Definirajmo nov graf G’, ki ga dobimo iz prvotnega G takole: vze-
mimo vse G-jeve tocke in jim dodajmo Se dve novi, izvor s in ponor ¢; za vsaki dve
toki w in v, kjer je v G-ju f(u,v) > 0, dodajmo v G’ usmerjeno povezavo u — v
s kapaciteto 1; za vsako tocko u, ki ima (v G-ju) ve¢ izhodnega toka kot vhodnega,
dodajmo v G’ povezavo s — u s kapaciteto —g(u)/m; in za vsako tocko, ki ima veé
vhodnega toka kot izhodnega, dodajmo v G’ povezavo u — t s kapaciteto g(u)/m.
I8¢imo v tem novem grafu maksimalni pretok od s do t s Ford-Fulkersonovim algo-
ritmom. Vsaki¢ ko ta algoritem najde v G’ neko novo nezasiéeno pot od s do ¢ in jo
zasiti s tem, ko poslje po njej eno dodatno enoto pretoka, bi lahko nas prvotni algo-
ritem v G po isti poti (le brez prvega koraka iz s ter zadnjega koraka v t) poslal m
enot pretoka v nasprotni smeri in obratno; oba algoritma torej pravzaprav resujeta
isti problem na enak nacin.

Nalogo lahko torej re§imo tako, da v G’ poiSéemo maksimalni pretok in po-
tem za vsako povezavo, po kateri v njem res teCe tok, posljemo v G po m enot
toka v nasprotni smeri. Ce za iskanje maksimalnega pretoka v G’ namesto Ford-
Fulkersonovega algoritma uporabimo kaksnega drugega, lahko ¢asovno zahtevnost
zmanjsamo z O(r?) na O(n - r).'® Vendar pa so pri nasi nalogi grafi dovolj majhni,
da taksnih izboljsav ne potrebujemo.

J. Ponovitve

Uporabljali bomo pythonovsko notacijo za podnize: ¢e je w niz dolzine n, so nje-
govi posamezni znaki w[0], w[1],...,w[n — 1]; w[i: j] je podniz, ki ga tvorijo znaki
wli],...,wlj —1]; w[: j] = w[0:j] in w[i:] = w[i:n]; e je kakSen od indeksov
negativen, pa mu v mislih pristejmo n. Tako na primer w[—3 :] predstavlja podniz,
ki ga tvorijo zadnji trije znaki niza w. Dolzino niza w piSemo tudi kot |w|. Dolzino
najdaljSega v, za katerega se vv pojavlja kot podniz v w, oznac¢imo s f(w); to je
funkcija, ki jo bomo morali znati pri tej nalogi uc¢inkovito racunati.

Za zacetek odmislimo poizvedbe in si mislimo, da iS¢emo najdaljsi dvojni podniz
v celotnem nizu s. Nalogo lahko resujemo z rekurzivnim razmislekom: razdelimo s
na dva priblizno enako dolga dela, s = tu. Najdaljsi dvojni podniz v s lezi bodisi v
celoti v t bodisi v celoti v u bodisi precka mejo med ¢ in u. Tiste, ki lezijo v celoti
v t ali v celoti v u, lahko poiséemo z rekurzivnim klicem; ostane torej se vprasanje,
kako poiskati najdaljsi tak dvojni podniz vv, ki precka mejo med ¢ in u. Dolzini
tega podniza recimo M (¢,u) — to nam bo prislo prav, da se bomo kasneje sklicevali

18G1. npr. James B. Orlin, “Max flows in O(nm) time, or better”, v Proc. of the 45th Annual
AcM Symposium on the Theory of Computing (STOC 2013), str. 765-774.
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na postopek, s katerim bomo znali poiskati ta podniz. Doslej smo torej ugotovili,
da je f(tu) = max{f(t), f(u), M(t,u)}.

Ce torej vv precka mejo med t in u, sta glede polozaja te meje dve moznosti:
lahko lezi v prvem v-ju ali pa v drugem.

(1) Oglejmo si najprej prvo moznost: takrat meja razdeli tisti prvi v na dva
dela, recimo z in . Imamo torej v = zy, oba dela niza s pa sta oblike ¢t = t'x in
u = yxyu', kot kaze slika:

I ul:d] I uld:] I

| t | u |

Pisimo d = |v| = |zy| = |yz|; potem vidimo, da se niza ¢ in u[: d] oba koncata na
x, niza u in u[d:] pa se oba zalneta na y. Koristno bi bilo torej poznati dolzino
najdaljsega skupnega sufiksa nizov ¢ in u[:d] — recimo ji d’ — in dolZino najdaljsega
skupnega prefiksa nizov u in u[d:] — recimo ji d”. Ce je d’ + d”" > d, potem lahko
res vzamemo nek dovolj dolg sufiks  nizov ¢ in u[: d] ter nek dovolj dolg prefiks
y nizov u in u[d :], da bo t oblike t'z in da bo u oblike yzyu', torej bomo imeli
tu dvojni podniz zyxy za |ry| = d, éigar druga polovica v celoti lezi v u. Ce pa
je d' +d" < d, takega podniza pri tem d ni. V zanki moramo iti po vseh d (od
1 do |u|) in poiskati najdaljSega, pri katerem dvojni podniz obstaja. (Najbolj leva
pojavitev tako dolgega dvojnega podniza je potem tista, ki se za¢ne d’ znakov pred
koncem t-ja.)

Za izra¢un d’ in d” si lahko pomagamo z znano Z-funkcijo. Za dani niz w
je mogoce v O(|w]|) Casa izracunati tabelo Z(w), v kateri element Z(w)[i] za i =
0,...,|w| pove dolZino najdaljSega skupnega prefiksa nizov w in wl[i :].'® V nasem
primeru lahko torej izra¢unamo Z(u), pa bomo v Z(u)[d] dobili ravno tisto, kar
potrebujemo za d”’. Za d’ moramo biti malo bolj zviti: izra¢unajmo Z(t"#u™), pri
gemer T pomeni, da niz obrnemo z desne na levo; za simbol # vzemimo poljuben tak
znak, ki se ne pojavlja v ¢t in u. Dobili bomo tabelo z dolzinami najdaljsih skupnih
prefiksov med tf#u® in njegovimi sufiksi, med drugim tudi tistimi oblike u [i:];
ker pa slednji ne vsebuje #, bodo taki skupni prefiksi obenem tudi skupni prefiksi
nizov ¢ in u™[i:]; to pa so obenem tudi skupni sufiksi nizov ¢ in u[: —i]. Prav to pa
potrebujemo mi za d’; vzeti moramo torej d’ = Z(#F#u™)[|tu| + 1 — d].

(2) Pri drugi moznosti, torej ko meja med ¢ in u lezi v drugem v-ju namesto v
prvem, je vse Cisto analogno kot pri prvi. Zdaj nam meja razdeli drugi v na dva
dela in imamo v = zy, t = t'zyz in v = yu'. PiSimo spet d = |v| = |zy| = |yz| in
vidimo, da se niza t[: —d] in t oba kondata na z, niza t[—d:] in u pa se oba zacneta
na y. Naj bo torej d’ dolzina najdaljsega skupnega sufiksa nizov t[: —d] in ¢; in
naj bo d”’ dolZina najdaljSega skupnega prefiksa nizov ¢[—d:] in u. Potem primeren
dvojni podniz vv z |v| = d tukaj obstaja natanko tedaj, ¢e je d’ + d”’ > d; podobno
kot prej moramo v zanki pregledati vse d od 1 do |¢| in si zapomniti najvedji d,

19G1. npr. D. Gusfield, Algorithms on Strings, Trees, and Sequences (1997), str. 7-10. Pod
imenom ,Z-algoritem* ali ,,Z-funkcija* je opisana tudi na mnogih spletnih straneh, povezanih s
tekmovalnim programiranjem, npr. https://cp-algorithms.com/string/z-function.html; M. Cro-
chemore in W. Rytter (Jewels of Stringology (2002), str. 36-39) pa jo imenujeta preprosto ,tabela
prefiksov*.
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pri katerem je omenjena neenacba izpolnjena; najbolj leva pojavitev tako dolgega
dvojnega podniza pa je spet tista, ki se za¢ne d’ znakov pred koncem t-ja.

Za izracun d’ in d” lahko tudi zdaj uporabimo Z-funkcijo: d’ = Z(t")[d] in
d" = Z(u#t)[|tu] + 1 — d]. Do enakega rezultata lahko pridemo tudi tako, da niz s
gledamo od desne proti levi, s% = uft%; meja med v in t® torej zdaj lezi v prvem
v-ju in lahko razmisljamo naprej enako kot pri tocki (1).

Kaksna je Casovna zahtevnost tega postopka za izracun f(tu)? Pri iskanju dvoj-
nih podnizov, ki pre¢kajo mejo med ¢ in u, smo porabili O(|s|) Casa za izracun vseh
Z-funkcij in tudi O(|s|) ¢asa za pregled vseh moznih d-jev pri eni in drugi moznosti
glede polozaja meje. Poleg tega pa smo izvedli Se dva rekurzivna klica za pol krajsa
niza (namreé ¢ in u). Tako imamo ¢asovno zahtevnost T'(n) = O(n) + 27 (n/2), kar
pomeni T'(n) = O(nlogn).

Kot smo ze rekli, bomo v resnici morali odgovoriti na ve¢ poizvedb za razlicne
podnize niza s. Ce bi za vsako od ¢ poizvedb posebej pognali doslej opisani postopek
za ustrezni podniz, bi imela nasa resitev éasovno zahtevnost O(gnlogn), kar bi bilo
ze prepocasi. Pomagati si moramo z dejstvom, da se vse nase poizvedbe nanasajo
na podnize enega in istega niza s.

Razdelimo na$ s na podnize dolzine 2° za £ = 0, 1,2, ..., |log, |s|]. Pigimo s*(i) =
s[i- 2% (i + 1) - 2°]; in naj bo R‘[i] = f(s(i)). Vrednosti R si bomo izracunali
na zacetku in jih shranili v tabele, ker nam bodo prisle prav pri odgovarjanju na
poizvedbe. Pri ¢ = 0 imamo podnize dolzine 1, v katerih se lahko dvojni podniz
pojavlja le, ¢e je prazen, torej je R°[i] = 0. Pri vecjih £ pa lahko uporabimo nas
dosedanji rekurzivni razmislek: niz s°(i) je sestavljen iz leve polovice s‘~1(24) in
desne polovice 52_1(22‘ + 1). Dvojni podniz v njem lezi bodisi v levi polovici bodisi
v desni bodisi precka mejo med njima, torej imamo

R'[i] = max{R“"[2i], R*"[2i + 1], M(s* 7" (2i), s " (2i + 1)) }.

Tako lahko racunamo vse vrednosti R po narascajoc¢ih ¢ in pri vsakem ¢ po vseh i.
Ker gre pri posameznem £ lahko i le od 0 do [n/2¢] — 1 in ker za vsak i porabimo
0(2°) ¢asa, da izra¢unamo R'[i] (zaradi klica funkcije M na dveh podnizih dolzine
2¢=1), nam izra¢un vseh R® vzame O(n) ¢asa pri vsakem /, za vse £ skupaj pa torej
O(nlogn).

Ko potem dobimo poizvedbo za podniz s[i: j], si lahko tega predstavljamo kot
sestavljenega iz ve¢ kosov — nizov oblike sé(~), in sicer po najve¢ dveh pri vsakem /¢,
enega na levi in enega na desni; kajti ¢e bi hoteli uporabiti po tri ali ve¢ zaporedne
nize na istem nivoju ¢, bi lahko vsaj dva od njih zamenjali z enim dalj$im na nivoju
£+1. Najdaljsi dvojni podniz v s[i : j] potem bodisi v celoti lezi v enem od teh kosov
(in dolzine teh podnizov Ze imamo v tabelah Re) bodisi precka kaksno mejo med
dvema takima kosoma (take dvojne podnize pa poiSéemo s prej omenjeno funkcijo
M). Zapisimo ta postopek s psevdokodo:

i =147 =47, :=0;rp :=0; £:=0;
while i’ < j”:
(* Tu sta i’ in j' veckratnika 2°; rr = f(s[i:i']) in rp = f(s[§': 5]). *)
if je 4'/2¢ liho:
rr = max{rr, R°[i' /2], M (s[i:i'], s[i’ : i’ +2°])};
i ol
=1 4 25
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if je j'/2¢ liho:
D = max{rD,RZ[j'/Qe — 1], M(s[5' — 2! 23" sl D b

(* Zdaj je i’ = j' in Se vedno ri, = f(s[i:i']) inrp = f(s[j':4]). *)
return max{ry,rp, M(s[i:i’],s[j’: j])}; (* to je f(s[i:j]) *)

Zanka je izvedla le O(logn) iteracij; dolzina nizov, na katerih pri posameznem £
klicemo funkcijo M, pa je najvec 2¢ zato tista dva klica porabita O(2Z) casa; vsota
tega po vseh £ je O(j — ). Tako lahko na posamezno poizvedbo odgovorimo v
O(j — 1) Casa, pri Cemer je j — 4 dolZina tistega podniza s-ja, na katerega se nanasa
ta poizvedba. Casovna zahtevnost celotnega postopka s predpripravo (rac¢unanjem
vseh tabel RY) vred je tako v najslabsem primeru O(nlogn + ng).

K. Enotirna Zeleznica

Naj bo m = n — 1; zZeleznica je torej sestavljena iz m odsekov, pri Cemer trajanje
voznje po i-tem odseku (med postajama 4 in 7 + 1) ozna¢imo z a;. Vsoto prvih p
odsekov oznacimo s sp, := Zle a;. Skupni Cas voznje po celi progi je potem S,.

Recimo, da se hocdeta vlaka srecati na postaji p+ 1. Levi vlak (tisti, ki pelje od
postaje 1 proti postaji n), bo postajo p+ 1 dosegel, ko bo prevozil prvih p odsekov,
kar mu vzame skupno s, Casa; desni vlak (tisti, ki pelje od postaje n proti postaji
1) pa jo bo dosegel, ko bo prevozil zadnjih m — p odsekov, kar mu vzame skupno
Sm — Sp Casa.

Ce je sp < sm — 5p (ali, z drugimi besedami, e je s, < $m/2), pride levi vlak
prvi na to postajo in mora ¢akati desnega; caka ga torej (sm — S$p) — Sp = Sm — 28p
za ta primer bomo torej dobili, ¢e pois¢emo najvedjo sp, ki Se ne preseze sm, /2.

Podobno pa, ¢e je sp > sm — sp (torej ¢e je sp > sm/2), pride desni vlak prvi
na postajo in mora ¢akati levega, in sicer ¢aka sp — (Sm — Sp) = 25p — Sm Casa. Tu
je torej Cas cakanja tem manjsi, ¢im manjsi je sp; najkrajsi cas za ta primer bomo
torej dobili, ¢e poiséemo najmanjso sp, ki Se ne pade pod s, /2.

Ce oba prej$nja odstavka zdruzimo, lahko zakljué¢imo takole: poiskati moramo
najveéji p, pri katerem je s, Se < s,,/2 (zanj je potemtakem p + 1 najmanjsi tak
indeks, pri katerem je spy1 > sm/2); najmanjsi ¢as Cakanja je potem min{s, —
28p,2sp+1 —m}. VpraSanje je le Se, kako ¢im hitreje poiskati pravi p.

Ko se Cas voznje a; spremeni, se spremenijo tudi vsote s;, Sit1,...,Sm; zato si
ne moremo privosciti, da bi jih hranili eksplicitno, ker bi nam vzelo popravljanje
vseh teh vsot prevec¢ Casa. Pomagamo si lahko z neke vrste drevesom segmentov,
v katerem vozlis¢a hranijo vsote po dveh, Stirih, osmih itd. zaporednih vrednosti
a;. Imejmo torej tabele Ag, A1,..., Ar za R = [log, m|; tabela A, naj ima [m/2"]
elementov, pri éemer element A,[i] (indeksi ¢ naj gredo od 0 naprej, ne od 1 naprej)
hrani vsoto Stevil a; za 2™ < j < 2"(: 4+ 1) (pri tem si za j > m seveda mislimo
a; = 0). Zadnja tabela ima en sam element, ki je ravno vsota vseh a;, torej:
AR[O} = Sm-

V tabeli Ap imamo torej ravno posamezne vrednosti a;, v vise lezecih tabelah pa
je vsak element vsota dveh v naslednji nizji tabeli: A,[i] = A,_1[2i] + Ar—1[2¢ + 1].
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Tako lahko tabele na zacetku tudi inicializiramo: zacetne vrednosti a; vpisemo v
Aoi — 1], nato pa s seStevanjem izracunamo Se vse ostale A,.

Teh tabel tudi ni tezko popraviti, ko se kaksna vrednost a; spremeni. Recimo,
da se a; poveca za d (Ce se zmanjSa, vzemimo paé¢ negativen d); za vsak r moramo
zdaj pristeti d k vrednosti A,[|(i — 1)/2"|], kajti le tam nastopa vsota, ki obsega
tudi ¢len a;. Tako imamo z vsako spremembo posamezne vrednosti a; le O(logn)
dela.

Najvecje vrednosti sp, ki Se ne presega sm /2, zdaj ni tezko racunati s spuscanjem
po drevesu. Na vsakem nivoju se premaknemo tako dale¢ naprej, kolikor se Se lahko,
ne da bi presegli s, /2:

r:=R;i:=0; (* r je trenutni nivo; i je indeks v A, *)
L:=0; V:=Ag[0]; (* L je vsota levo od i; V je vsota vseh a; *)
while r > 0:
(* Tu velja: V =sm; L=sp zap=2"-14;
sp je Se < sm/2, e pa mu pristejemo Se A.[i] in tako iz njega
naredimo sq za ¢ =2" - (i+ 1), bo Ze prevelik: sq > sm/2. *)
ri=r—1;1:= 2
(* Tu je L Se vedno enak sp za p=2"-4; in sp < $m /2. Toda zdaj
mu lahko mogoce pristejemo Ar[i], ne da bi vsota presegla Sm /2. *)
if L+ Ai] < V/2:
L:=L+A[i;i:=1i+1;
(* Tu velja: V = sm in L = 8; < 8 /2, medtem ko je siy1 Ze > $m /2. *)
L' := L+ Aoli]; (* Zdaj je L' = six1 > sm /2. *)
return min{V — 2L,2L" — V};

Rezultat, ki ga vrne ta postopek na koncu, je ravno najmanjsi potrebni cas caka-
nja. Ker smo imeli na vsakem nivoju drevesa le konstantno mnogo dela, ima ta
postopek ¢asovno zahtevnost O(logn). Tako imamo torej resitev, ki porabi skupno
O(n + klogn) ¢asa (namre¢ O(n) za inicializacijo in potem O(logn) po vsaki od k
sprememb) in O(n) prostora (za tabele A;).

L. Sistematic¢ni trgovski potnik

Nalogo lahko resujemo z dinami¢nim programiranjem. Recimo, da imamo pred seboj
mnozico n to¢k A, ki jo po z-koordinati razdelimo na levo polovico B (levih |n/2]
tock) in desno polovico C' (desnih [n/2] tock), in da mora zdaj nas trgovski potnik
bodisi obiskati najprej vse tocke iz B in potem vse iz C' bodisi najprej vse iz C in
potem vse iz B. Med tema dvema moznostma za nas pravzaprav ni velike razlike,
kajti ¢e imamo na primer pot, ki najprej obisce vse tocke iz C' in potem vse iz B,
gremo lahko po isti poti tudi v obratni smeri in torej najprej obiScemo vse tocke iz
B in potem vse iz C.

Recimo torej, da se nasa pot zacne v tocki b € B, obisCe nato vse tocke iz B, nato
prestopi v C', obisc¢e vse tocke Se tam in se konca v tocki ¢ € C. Dolzino najkrajse
take poti imenujmo fa(b,c). Prestop iz B v C se zgodi tako, da iz neke tocke b’ € B
odpotujemo v neko toc¢ko ¢’ € C; prvi del poti torej obisée vse tocke iz B ter se pri
tem zacne v b in konda v b'; najkrajsa taka pot pa je dolga fg(b,b"). Podobno drugi
del poti obisée vse tocke iz C' in se zacéne v ¢ ter konéa v ¢’; najkrajsa taka pot je
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dolga fc(c',c). Na koncu moramo seveda b’ in ¢’ izbrati tako, da bo skupna dolZina
poti ¢im manjsa:

fa(b,c) = min{fz(b,d") +d(b', ) + fo(c,c): V' € B, ¢ € C}.

Pri tem smo z d(-,-) oznaéili razdaljo (evklidsko) med dvema tockama.

Vidimo torej, da lahko nalogo resujemo rekurzivno: preden za¢nemo racunati
fa, z rekurzivnima klicema reS§imo nalogo za podmnozici B in C' (le da bomo njiju
delili na spodnjo in zgornjo polovico namesto na levo in desno) ter tako dobimo fp
in fc, ki ju potrebujemo za izracun f4. Paziti pa moramo na naslednje: ¢e bomo pri
vsaki kombinaciji b in ¢ pregledali vse mozne kombinacije b in ¢/, bomo za izra¢un
fa porabili O(n*) asa, kar bo gotovo prekoraéilo ¢asovno omejitev (spomnimo se,
da gre n pri tej nalogi do 1000). Boljso resitev dobimo, ¢e izracun fa razbijemo na
dva dela: opazimo, da je to, pri katerem b’ je najbolje konéati prvi del nase poti
(po B), odvisno le od tega, pri katerem ¢’ bomo zaceli drugi del nase poti (po C),
ne pa tudi od tega, pri katerem ¢ bomo ta drugi del poti koncali. Definirajmo torej
ga(b, ) kot dolZino najkraje poti, ki se zacne v b € B, obisce vse tocke iz B ter na
koncu naredi en korak iz B v ¢’ € C:

ga(b,c') = min{fg(b,b") +d(b',c) : V' € B},

kar lahko izracunamo v O(n®) ¢asa za vse b in ¢’. S pomodjo te funkcije pa lahko
racunamo f4 po formuli

fa(b,c) = min{ga(b, ') + fo(c',c) : ¢ € C}.

Ker bomo morali na koncu tudi izpisati dejanski potek najkrajse poti, je seveda
koristno, &e si ob izra¢unu vsakega minimuma tudi zapisemo, pri katerem b’ oz. ¢’
je bil dosezen.

Kaksna je ¢asovna zahtevnost te reSitve? Pri mnozici A velikosti n smo izvedli
rekurzivna klica za dve podmnozici velikosti n/2, nato pa porabili O(n®) ¢asa za
izracun g4 in fa. Tako imamo Casovno zahtevnost T(n) = 2T(n/2) + O(n?), iz
esar dobimo T'(n) = O(n?).

Ko ra¢unamo ga(b,c’), pazimo $e na to, da potnik pri obiskovanju tock iz B
seveda razdeli tudi to mnoZico na dve polovici (spodnjo in zgornjo) in obisCe eno
polovico pred drugo; pot b ~ b — ¢’, kakrsno is¢emo, je torej mozna le za take b, ki
ne pripadajo isti polovici mnozice B kot toc¢ka b. Podobno tudi pri izracunu fa (b, c)
pridejo za pot b ~» ¢’ ~ ¢ v postev le take tocke ¢, ki ne pripadajo isti polovici
mnozice C' kot tocka c. Ta problem se resi sam od sebe, ¢e si predstavljamo, da je
fB(b,b") = 0o v primerih, ko sta b in &’ oba iz iste polovice mnoZice B; in podobno
za fo. Ce pa se odloéimo hraniti vse funkcije fo v eni sami tabeli velikosti n x n
elementov, moramo omenjeni pogoj preverjati eksplicitno; ¢e tam namrec¢ na primer
vzamemo b’ iz iste polovice mnozZice B kot to¢ko b — recimo tej polovici B; — bomo
v f[b,b'] nasli neki veljaven rezultat (in ne oo), le da se ne bo nanasal na funkcijo
fB, pa¢ pa na fp, ali morda celo na resitev kaksne Se manjse podmnozice mnozice
B;.

vhod: tabela tock t[1..n]
globalne spremenljivke: tabele f, b’, & velikosti n x n
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podprogram REKURZIJA(i, k, 0s):
(* Resiti moramo problem za A = {t[i], ..., t[i + k — 1]}, pri cemer ,o0s“
pove, ali tocke urejamo po osi x ali po osiy. *)

if k= 1: (* Robni primer: ena sama tocka. *)
flk, k] := 0; return;

uredi tocke t[i],...,t[i + k — 1] po z-koordinati, ¢e je os =0,
oz. po y-koordinati, ce je os = 1;
kg := |k/2]; k¢ = [k/2);ip :=14;9c =i+ kp; ip =1+ k;
mp:=1B + \_kB/QJ; me = 1c + ch/?j;
(* B obsega tocke od ip do ic — 1; njegova druga polovica se zacéne pri mp.
C obsega tocke od ic do ip — 1; njegova druga polovica se zacne pri mg. *)
REKURZUJA(iB, kB, 1 — 05);
REKURZUJA(ic, ke, 1 — 08);

for b:=1ip to ic — 1:
for ¢ :=ic toip — 1:
glc'] i=o0; j i=1ip; §' i=ic;
if k1 > 1 then if b < mp then j := mp else j' := mp;
(* Tista polovica B-ja, ki ne vsebuje b, obsega tocke od j do j' — 1. ¥)
for v/ :=j toj — 1:
r = f[b, 0]+ d(t[b], t[b]);
if r < g[c] then g[c'] :=7r, g[c'] :==¥;
for c:=ic toip — 1:
flb,c] :=00; j :=ic; j' :=ip — 1;
if k2 > 1 then if ¢ < m¢ then j := m¢ else j' := mc;
(* Tista polovica C-ja, ki ne vsebuje c, obsega tocke od j do j' — 1. *)
for c’ ::j toj' —1:
o o= gle) + I,
1f 7 < f[b,c] then f[b,c] := r, V'[b,c] == g[c} é'lb, ] == s
fle,b] := f[b, c]; b'[c,b] := b'[b, ] é'[e,b] :=¢&'[b, ]

glavni klic: REKURZIJA(1, n, 0);

Vrednosti ga(b,-) potrebujemo le pri izracunu fa(b,-), kasneje pa jih lahko poza-
bimo, zato smo za shranjevanje vrednosti funkcije g4 uporabili le enodimenzionalno
tabelo: vrednost ga(b,c’) shranimo v g[c'], spotoma pa si v §[c¢'] $e zapisemo, pri
katerem b je bila ta resitev dosezena. Ko pa izraéunamo fa(b,c), jo shranimo v
f[b, ¢], spotoma pa si v &'[b, ¢] in &[b, ¢] zapisemo, pri katerih b in ¢ je bila vrednost
funkcije fa(b, c) dosezena. Resitve za (b, ¢) lahko uporabimo tudi za (c, b), saj lahko
pot prehodimo tudi v nasprotni smeri in ostane veljavna in enako dolga; na koncu
torej skopiramo f[b, ] v f[c b] in podobno za b in &'.

S pomodjo tabel b’ in & lahko na koncu rekonstruiramo celoten potek najkrajse
poti. Tudi to lahko naredimo z rekurzijo:

globalna spremenljivka: tabela p[l..n];

podprogram PoT(i, k, u, v, j):
(* Vplj..j + k — 1] moramo shraniti potek najkrajse poti od w do v,
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ki obisce vse tocke iz A = {t[i],...,t[i +k—1]}. *)
if kK =1 then p[j] := 4; return; (* robni primer *)

(* Razdelimo v mislih A na B in C, enako kot zgoraj. *)
kg := |k/2]; k¢ = [k/2);ip :=14;ic =i+ kp; ip =1+ k;
(* Rekurzivno pripravimo potek poti v vsaki polovici posebej. *)
if u<v: (*torejjeuc B,veC*)

Pot(is, kB, u, El[u,v], 7);

Por(ic, ko, é'[u,v], v, j + kB);

else: (* torejjeu e C, v € B ¥*)
POT(iC7 kc? y’7 5/[1”” U]a ])7
POT(iBa kBa b/[u?v]v v, .7 + kC),

Ta postopek pozenemo tako, da za A vzamemo mnozico vseh n tock, jo razdelimo
na B in C ter poiSfemo tista b € B in ¢ € C, pri katerih je f[b, c] najmanjsa; nato
pa pozenemo Pot(1,n,b,c,1).

Pri izpisu tako dobljene poti moramo paziti na to, da bomo izpisali indekse tock
v vhodnih podatkih, ne pa v nasem preurejenem vrstnem redu; prvotne indekse je
zato koristno hraniti v tabeli ¢ skupaj s koordinatami tock.

RESITVE NALOG POSKUSNECA TEKMOVANJA

X. Anagram

Preprost nacin za odkrivanje anagramov je, da v vsaki besedi uredimo ¢rke po
abecedi. Ce sta si bili dve besedi anagrama, to pomeni, da sta vsebovali enake ¢rke,
le v razlicnem vrstnem redu; po urejanju ¢rk po abecedi pa je vrstni red v obeh
besedah enak, torej sta si povsem enaki. Primer: iz anagramov enajst in stanje
nastane po urejanju ¢rk obakrat enak niz aejnst.

Nas program lahko torej v zanki bere besede, pri vsaki uredi njene ¢rke in za
tako dobljeni niz preveri, ¢e smo enakega ze dobili pri kaksni prejsnji besedi. V
ta namen je koristno nize hraniti v razprseni tabeli (v C++ uporabimo na primer
razred unordered_set iz standardne knjiznice). Ce niza, ki je nastal iz trenutne besede
po urejanju ¢rk, v tej razprseni tabeli ne najdemo, ga vanjo dodamo, trenutno besedo
pa izpisemo.

Ker so besede kratke, ni posebej pomembno, kako urejamo njihove c¢rke; ce pa
bi bile zelo dolge, bi bilo koristno namesto urejanja ¢rk pripraviti za vsako besedo
kar tabelo 26 stevil, ki bi za vsako ¢rko abecede povedala, kolikokrat se pojavlja v
besedi. Ce sta dve besedi anagrama, bomo iz njiju dobili tabeli z enako vsebino,
sicer pa ne.

Y. E(dolzina(KO))

Mnozico aktiviranih to¢k ozna¢imo z A C T := {1,2,...,n}. Verjetnost, da je
aktivirana prav A, je p(A) := (HieA pi) ( Hi(ZA(l — pz)) Rob konveksne ovojnice
sestavlja nekaj (vsaj tri) daljic, ki povezujejo po dve aktivirani tocki; naj bo f;;(A)
funkcija, ki ima vrednost 1, ¢e je daljica med tockama ¢ in j del roba konveksne
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Primer dolocanja leve in desne mnozice. Tocke smo uredili
po kotu glede na i in jih v tem vrstnem redu ostevilé¢ili. Ko
je sla premica skozi 7 in j = 1, so bile levo od nje tocke od
2 do k1 = 6, desno pa tocke od 7 do 12. Ko se j poveca
na 2, tocka 2 preneha biti leva, na novo pa levi postaneta
tocki 7 in 8 (v sivem obmodju), tako da so zdaj leve tocke
od 3 do k2 = 8, desne pa od 9 do 1.

ovojnice mnozice A, sicer pa naj bo f;;(A) = 0. Dolzino daljice med tockama
1 in j oznaCimo z d;;. Obseg konveksne ovojnice mnozice A je potem d(A) :=
Zl§i<j§n di; fij(A). Nalogo zanima povprecje (utezeno z verjetnostmi p(A)) tega
obsega po vseh mnozZicah A, torej

> acr A(A)p(A)
= D actr Doi<icj<n diifii(A)p(A)
= Y icici<n 2oacr dii fii(A)p(A)
= D icicjen GiiPis 7 pij =3, cp fis(A)p(A).

V zadnji vrstici p;; pomeni verjetnost, da je daljica med ¢ in j del roba konveksne
ovojnice mnozice A. Kdaj se to zgodi, torej kdaj je fi;(A) = 17 To se zgodi v
primeru, Ce sta krajisc¢i ¢ in j obe aktivirani (torej ¢e sta i € A in j € A) in e
vse ostale tocke iz A lezijo na isti strani premice skozi i in j — bodisi vse na levi
bodisi vse na desni (recimo, da se postavimo v tocko 4 in gledamo v smeri tocke j).
Oznacimo z L;; oz. D;j tiste tocke iz T', ki lezijo na levi oz. desni strani te premice;
to, da lezijo vse aktivirane tocke levo od premice skozi ¢ in j, se zgodi takrat, ko
ni aktivirana nobena od desnih, in obratno. Oboje hkrati se ne more zgoditi, kajti
potem bi bili aktivirani le dve tocki (¢ in j), naloga pa zagotavlja, da so vedno
aktivirane vsaj tri. Tako torej vidimo, da je

Pij = PiPj (Hkgpi].(l - pk) + HkGLij(l - pk)) .

Tega ne bi bilo tezko rac¢unati, ¢e bi za vsak par ¢ in j 8li v zanki po vseh k in
preverjali, ali lezi k ali desno od premice skozi ¢ in j, ter ob tem pocasi racunali
zmnozka vrednosti 1 — pi za leve in za desne tocke. Vendar bi imela taka resitev
Casovno zahtevnost O(n?), kar je za nas Ze prevec.

Ucinkovitejso resitev dobimo, ¢e za vsak i najprej uredimo vseh ostalih n—1 tock
po njihovem kotu glede na toc¢ko i.2° Tocke levo od premice skozi ¢ in j potem tvorijo
neko strnjeno podzaporedje tega vrstnega reda, recimo od j+ 1 do k; (zaporedje si
predstavljajmo kot ciklicno — ¢e gredo ti indeksi ¢ez n — 1, jim v mislih odstejmo

20Pri tem ni treba zares rac¢unati kotov, da ne bo tezav z natancénostjo in ne-celimi stevili. Ko
primerjamo dve tocki, poglejmo najprej, ce lezita obe nad y; ali obe pod y;; ¢e da, ju primerjajmo
s pomocjo vektorskega produkta, sicer pa naj tista, ki lezi pod y;, pride v vrstnem redu za tisto,
ki lezi nad y;.
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n—1). Ce zdaj pocasi pove¢ujemo j za 1, se tudi k; vsaki¢ lahko le poveca (ali pa
ostane enak); po vsakem povecanju j-ja moramo torej povecevati k; v korakih po
1, dokler ne pridemo spet do tocke, ki lezi desno od premice skozi ¢ in j (glej sliko
na str. 155). Ko naredi j cel krog, naredi tudi k; cel krog; tako bomo v O(n) casa
za vse j dobili k;. Ni tezko tudi vzdrzevati podatka o tem, koliko izmed levih tock
ima verjetnost aktivacije 1; recimo, da je levih tock ¢;, od tega ¢} z verjetnostjo
aktivacije 1. Ce je é;— > 0, je nemogoce, da ne bi bila nobena leva tocka aktivirana,
sicer pa se to zgodi z verjetnostjo (p*)%. Podobno razmisljamo tudi glede desnih
tock; teh je rj :=n —2 —{;, od tega pa jih ima rj := 3 — £; — [p; = 1] — [p; = 1]
verjetnost aktivacije 1. (Tu smo predpostavili, da imajo verjetnost aktivacije 1 le
tri tocke, kar je res pri p* < 1; pri p* = 1 pa je pa¢ ; = r;.) Dobili smo torej

pi; = pip; ([r; = 0] (1 —p*)"7 +[¢; = 0] (1 — p*)").

Tako lahko pri danem ¢ v O(nlogn) ¢asa uredimo tocke po kotu in nato v O(n) ¢asa
izracunamo vse kj, k;-, 4, 4} in p;;. Ker moramo to storiti za vsak ¢, bo casovna
zahtevnost te reitve O(n?logn).

Z. Robin Hood

Nalogo lahko resimo s simulacijo: za vsako od k tatvin moramo ugotoviti, kdo je
takrat najbogatejsi clovek; ¢e ima 100 ali manj enot denarja, se postopek ustavi
in moramo izpisati ,impossible®, sicer pa mu premozenje zmanjSamo za 100 enot
in nadaljujemo. Da bomo lahko v vsakem trenutku hitro poiskali najbogatejsega
¢loveka, je koristno ljudi hraniti v kopici (v C++ lahko uporabimo razred prio-
rity_queue iz standardne knjiznice), urejene po premozenju, tako da je najbogatejsi
vedno pri vrhu kopice.?! Na vsakem koraku vzamemo najbogatejsega iz kopice, mu
zmanjSamo premozenje in ga dodamo nazaj v kopico; ta operacija vzame O(logn)
Casa, zato je Casovna zahtevnost celotne resitve O(klogn). Slo pa bi tudi s kaksno
drugo podatkovno strukturo, npr. rdece-¢rnim drevesom ali ¢im podobnim (v C++
bi lahko uporabili razred map).

Naloge so sestavili: gradnja na Luni, ¢rke — Nino Basi¢; pokrajinski razvoj — Gasper
Fijavz in Tomaz Hocevar; enotirna zeleznica — Luka Fiirst; ribolov, sistematicni trgovski
potnik, Robin Hood — Tomaz Hocevar; ponovitve — Tomaz Hocevar in Janez Brank;

anagram — Vid Kocijan; rezanje kaktusov, DJ Darko — Patrik Pavié¢; premice na mrezi,
radar — Jure Slak; E(dolzina(KO)) — Mitja Trampus; letalska druzba — Janez Brank.

21Natanéneje povedano, urediti jih je treba po parih (premozenje, indeks), narasc¢ajoce po
premozenju in pri enakem premozenju padajoce po indeksu; tako bomo izpolnili zahtevo naloge,
da med vec¢ najbogatejsimi oropamo tistega z najmanjsim indeksom v vhodnih podatkih.
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1. Predstavitve

Besedilo, ki tvori posamezno alinejo, si lahko predstavljamo kot zaporedje nizov
(vsak za eno vrstico). Posamezna stran lahko vsebuje ve¢ alinej, torej bo primerna
podatkovna struktura seznam seznamov nizov (v spodnji resitvi je to spremenljivka
alineje). Ko pride ukaz ,nova stran® ali ,pavza“, si s tem seznamom pomagamo,
da vsebino strani izpiSemo (podprogram lzpisi v spodnji resitvi); morebitne prazne
alineje pri tem preskocimo.

Ko pride ukaz ,nova alineja“, dodamo novo (sprva prazno) alinejo na konec
seznama alineje. Ce pa je bila na koncu #e od prej prazna alineja, ni treba dodajati
Se ene, saj praznih alinej tako ali tako ne bomo izpisovali.

Ko pride nov niz z besedilom (torej vrstica, ki ni ukaz), ga preprosto dodamo na
konec seznama, ki predstavlja zadnjo alinejo doslej.

Naloga pravi Se, naj ukaz ,,pavza‘“ ne izpise strani se enkrat, ¢e se od zadnje pavze
ni spremenila (pri ¢emer dodajanje prazne alineje ne Steje za spremembo). Vpeljimo
torej Se globalno spremenljivko spremenjena, ki pove, ali se je stran od zadnjega izpisa
ze kaj spremenila. To postavimo na true vsakic¢, ko dodamo novo vrstico besedila v
trenutno alinejo; ko stran izpiSemo, pa postavimo spremenjena na false. Ko se zacne
nova stran (z ukazom ,nova stran®), postavimo spremenjena na true, da se bo to stran
sCasoma gotovo izpisalo, ¢etudi bo morda takrat Se prazna (brez besedila).

Za izpis prazne vrstice med stranmi lahko poskrbimo tako, da si v globalni
spremenljivki prvilzpis zapomnimo, ali smo kaksno stran ze izpisali ali ne; pred vsako
stranjo razen prve pa izpiSimo Se prazno vrstico.

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>
using namespace std;

vector<vector<string>> alineje;
bool spremenjena = false, prvilzpis = true;

void Izpisi()

if (! spremenjena) return;
// Pred vsako izpisano stranjo razen prve izpisimo prazno vrstico.
if (prvilzpis) prvilzpis = false; else cout << endl;
cout << "nova stran" << endl;
bool prva = true;
for (const auto &alineja : alineje) {
if (alineja.empty()) continue; // Prazne alineje preskocimo.
if (prva) prva = false; else cout << "nova alineja" << endl;
cout << "nova alineja" << endl;
for (const auto &s : alineja) cout << s << endl; }

spremenjena = false;

}

int main()
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{ string s;
while (! getline(cin, s).fail())

if (s == "nova stran") {
Izpisi(); alineje.clear(); // IzpiSimo staro stran in za¢nimo novo,
spremenjena = true; } // ki jo bo treba tudi se izpisati.

else if (s == "nova alineja") {
// Dodajmo novo alinejo, razen & je na koncu trenutne strani Ze prazna alineja.
if (alineje.empty() || ! alineje.back().empty())

alineje.push_back({}); }

else if (s == "pavza")
Izpisi(); // Izpisimo trenutno stanje strani.

else {
/] Ce je stran Se &isto prazna, dodajmo prvo alinejo.
if (alineje.empty()) alineje.push_back({});
// Dodajmo novi niz in si zapomnimo, da je stran spremenjena.
alineje.back().push_back(s); spremenjena = true; }

Izpisi(); // Izpisimo $e zadnjo stran.
return 0;

}

2. Urnik

Za vsako kombinacijo dneva v tednu in ure v dnevu si lahko pripravimo mnozico
udilnic, ki so takrat zasedene. Ce ima teden na primer D dni, dan pa T ur, imamo
lahko tabelo D x T elementov, od katerih vsak kaze na taksno mnozico zasedenih
ucilnic za tisto uro tistega dne. Recimo tej tabeli a. Na zacetku naj bodo vse mnozice
prazne, nato pa se sprehodimo po vhodnem seznamu in za vsak zapis (p,d,u,t) (ki
nam pove, da na uro ¢ dneva d poteka predmet p v uéilnici u) dodamo w v mnoZico
ald, t]. Spotoma si pripravimo $e mnozico vseh uéilnic sploh, recimo U.

Kasneje, ko pride poizvedba, ki sprasuje, katere ucilnice so proste ob uri ¢ dneva
d, moramo vrniti razliko U —a[d, t]. Lahko gremo na primer v zanki po vseh uéilnicah
u € U in za vsako preverimo, ali je zasedena, torej ali je u € a[d, t]. Lahko pa tudi ze
pred odgovarjanjem na poizvedbe gremo po vseh mnozicah v a in vsako predelamo
v njen komplement, torej spremenimo a[d,t] v U — a[d, t]; po tistem bodo mnozice
v a ravno tisto, kar moramo vracati pri nasih poizvedbah. Ta druga moznost je
koristna, ¢e so ucilnice v povprecju bolj zasedene kot proste, ker je takrat bolje
pri odgovarjanju na poizvedbo imeti Ze pripravljen seznam prostih uéilnic (ki bo
razmeroma kratek) kot pa iti po vseh uéilnicah in za vsako preverjati, ali je zasedena
ali ne.

Ce $tevil D in T ne poznamo vnaprej, lahko a predstavimo tudi z razprieno
tabelo, v kateri so klju¢i pari (d,t), pripadajoca vrednost pa je seznam takrat za-
sedenih (ali prostih, kakor se pa¢ odlo¢imo) uéilnic. Ce pride poizvedba za tak par
(d,t), ki ga v a sploh nimamo, pa lahko vrnemo mnozico U — ¢e v vhodnem urniku
ni bilo podatkov o tem, da bi bila ¢t-to uro d-tega dne kaksna ucilnica zasedena,
potem so takrat vse ucilnice proste.

Oglejmo si primer implementacije v pythonu:
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class Urnik:
__slots__= ["a"' "U"]

def __init__(self, seznam):
# Pripravimo mnoZice zasedenih ucilnic za vsako kombinacijo dneva in ure
# ter mnozico vseh ucilnic sploh.
self.a = {}; self.U = set()
for (p, d, u, t) in seznam:
# Ce te kombinacije dneva in ure v a $e nimamo, jo dodajmo.
if (d, t) not in self.a: self.a[d, t] = set()
self.a[d, t].add(u); self.U.add(u)

# MnoZice zasedenih ucilnic predelajmo v mnoZice prostih.
for d, t in self.a:
self.ald, t] = self.U — self.a[d, t]

def ProsteUcilnice(self, d, t):
# Vrnimo mnozZico prostih ucilnic za to kombinacijo dneva in ure;
# ce pa take nimamo, so tedaj proste vse ucilnice.
return self.a.get((d, t), self.U)

3. Pravokotnik iz kvadratov

Oglejmo si najprej lazjo razlic¢ico naloge, pri kateri moramo uporabiti vseh n vhodnih
kvadratov. Njihovo skupno ploi¢ino oznadimo s s = ¢? + ¢ + ... + ¢2. Krajso
stranico pravokotnika, ki ga i¢emo, imenujmo a, daljSo pa b = s/a. Da bosta
stranici celostevilski, morata biti a in b seveda delitelja stevila s. Da bo pravokotnik
¢im bolj kvadraten, mora biti b/a ém bliZje 1; to je naprej enako b/a = s/a?, torej
mora biti a ¢im blizje /s (ne sme pa ga preseci, kajti potem a ne bi ve¢ mogel biti
krajSa stranica pravokotnika, ampak kve¢jemu dalj$a). Preprosta resitev je torej ta,
da v zanki preizkusamo vse manjSe a od |/s] navzdol, dokler ne najdemo takega,
ki deli s; tisti je potem iskana resitev (skupaj z drugo stranico b = s/a).

Se ena moZnost je, da s najprej razcepimo na prafaktorje, npr. s = Hip:‘; s-
jevi delitelji imajo potem iste prafaktorje p; kot s, vendar mogoce z manjso stopnjo
od r;. Vse delitelje dobimo torej tako, da na vse mozne nacine izberemo stopnje
qi € {0,...,7:} in za vsak izbor stopenj izra¢unamo HZ pli. Za vsakega od njih
lahko, ko ga izracunamo, pogledamo, ali je njegov kvadrat < s, in si med takimi
zapomnimo najvecjega.

Razmislimo zdaj Se o tezji razli¢ici naloge, pri kateri si lahko izberemo dva ali
ve¢ kvadratov. Naceloma je moznih izborov torej 2" —n — 1 (odsteli smo izbore z
enim ali nobenim kvadratom); pri vsakem lahko dolo¢imo vsoto ploséin s in zanjo
pozenemo postopek, ki smo ga videli zgoraj pri lazji razli¢ici. Lahko se zgodi, da
do istega s pridemo pri vec izborih, zato je koristno, ¢e si pripravimo mnozico vseh
dosegljivih s-jev, da ne bomo potem istega s obravnavali po veckrat. Pri tem pazimo
na to, da se nam v mnozico ne prikradejo izbori z enim samim kvadratom; spodnji
postopek zato lo¢eno hrani s-je, ki smo jih dobili z izborom vsaj dveh kvadratov
(mnozica S2), in tiste, ki smo jih dobili samo z enim (mnozica S1):

S1 1= {}; 82 = {k
for i :=1 to n:
T := {s—i—c? : s E€S1US Y
dodaj vse s € T' v Sy;
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dodaj ¢? v Si;

Za vsak s € S2 moramo zdaj pognati postopek, ki smo si ga ogledali pri lazji razli¢ici
naloge. Ce bomo s-je razbijali na prafaktorje, si lahko nekaj stvari, ki pridejo prav
pri tem (npr. seznam prastevil do /s za s = 2?21 ¢?), pripravimo na zadetku in jih
potem uporabljamo pri vsakem s.

4. Seznama

Nalogo lahko resujemo s pozresnim algoritmom in tudi dokaz pravilnosti gre po ¢isto
takem kopitu, kot je obiCajno za pozresne algoritme. ResSitvi obeh razli¢ic naloge
sta si zelo podobni:*?

(a) Uredimo obe skupini akrobatov po tezi in jih v tem vrstnem redu oStevil¢imo,
tako da imajo npr. akrobati z zelenimi hlacami mase a1 < a2 < ... < ay, tisti z
oranznimi pa b; < by < ... <b,. Potem jih je najbolje razporediti v pare tako, da
najlazji zeleni akrobat pride skupaj z najlazjim oranznim, podobno drugi najlazji
zeleni z drugim najlazjim oranznim in tako naprej; torej v sploSnem, da pride a; v
par z b;.

Prepricajmo se, da je to res najboljsi razpored. Pa recimo, da bi bil neki drugi
razpored Se boljsi. Pri najlazjih nekaj akrobatih se morda ta boljsi razpored Se
ujema z nasim, prej ali slej pa mora nastopiti razlika; recimo, da v boljSem razporedu
nastopajo pari (a1,b1),...,(a;—1,b;—1), nato pa akrobat a; ni v paru z b; (kot pri
nasem razporedu), pa¢ pa z b; za neki j > i (moznost j < ¢ odpade, saj so akrobati
b1,...,bi—1 Ze razporejeni v prej nastete pare). Akrobat b; pa, ker ni v paru z a;,
mora biti v paru z nekim ax za k > i (spet k < i odpade, ker so tudi akrobati
ai,...,a;—1 ze razporejeni v prej nastete pare).

Omenjena para (a;,b;) in (ax, b;) prispevata k vsoti, s katero ocenjujemo razpo-
rede, ¢lena U := (a; — b;)® + (ar — b;)?. Ce bi akrobata b; in b; zamenjali, tako da
bi se omenjena para spremenila v (a;, b;) in (ak,b;), pa bi njun prispevek k oceni
razporeda znasal V := (a; — b;)? + (ax — b;)?. S tem se je torej ocena spremenila za
V—-U=...=2(a; —ax)(b; — b;). Ker velja i < k, je a; < ay, zato je a; — ar < 0;
in ker velja tudi ¢ < 7, je b; < bj;, zato je b; — b; > 0. Nasa razlika V' — U je torej
< 0, torej je se je ocena razporeda s to spremembo zmanjsala ali ostala enaka; in ker
hocemo oceno minimizirati, je novi razpored vsaj tako dober kot stari; se pa zdaj
ujema z nasim urejenim razporedom v enem paru vec kot stari razpored.

Tako lahko tisti domnevno boljsi razpored, Cigar obstoj smo predpostavili na
zacetku, korak za korakom predelamo v nas urejeni razpored, ne da bi se njegova
ocena pri tem kdaj poslabsala. Torej je tudi nas urejeni razpored najboljsi.

(b) Pri tej razlicici akrobati Se niso razdeljeni na dve skupini po n, zato uredimo
vseh 2n akrobatov narascajoce po tezi in jih v tem vrstnem redu ostevil¢imo: a1 <
a2 < ... < agn. Najboljsi razpored v pare je spet po vrsti: (a1, a2), (as,as) in tako
naprej do (azn—1, azn).

Dokaz, da je to res, je ¢isto podoben tistemu kot pri (a). Recimo, da bi obstajal
neki Se boljsi razpored od nasega; v prvih nekaj parih se mogocCe ujema z nasim,
prej ali slej pa mora nastopiti prvo neujemanje. Recimo, da se to zgodi pri i-tem

228e eno zelo podobno nalogo smo pred leti Ze imeli: 2001.U.4, pri kateri je bilo treba razdeliti
2n $tevil v n parov (a;, b;) in pri tem minimizirati vsoto zmnozkov )~ a;b; (gl. Resene naloge s
srednjesolskih racunalniskih tekmovanj, 1988-2004, str. 687—8 in resitev na str. 709-10).
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paru, kjer akrobat az;—1 ni v paru z ag; kot pri nas, pa¢ pa z a; za neki j > 2¢; in
akrobat as;, ker ni v paru z azi_1, je z ax za neki k > 2i. Ta dva para, (azi—1,a;)
in (a2i,ar), prispevata k oceni razporeda vsoto U := (agi—1 — aj)2 + (a2 — ak)2.

Ce zdaj te $tiri akrobate prerazporedimo v para (azi—1, az;) in (aj,ax), bo njun
prispevek k oceni znasal V' := (a2;—1 — agi)2 + (a; — ak)Q. Sprememba je V — U =
... = 2(a2i—1 — ak)(a; — a2i), kar je < 0, ker je azi—1 < ay (zaradi k > 2¢ — 1) in
aj > ag; (zaradi j > 2i). Po tej spremembi torej razpored ni ni¢ slabsi, se pa z
nasim urejenim razporedom ujema v enem paru vec¢ kot prej. Tako lahko najboljsi
razpored korak za korakom spremenimo v nasega, ne da bi se kdaj poslabsal, torej
je tudi nas razpored najboljsi.

5. Napredovanje sStevil

Stanje mreze lahko predstavimo s tabelo 6 X 6 celih $tevil (v spodnji resitvi je to tip
Mreza). Vrednost —1 nam bo pomenila prazno polje; na zacetku torej inicializirajmo
vse elemente tabele na —1.

Nato v zanki pregledujmo poteze. Pri vsaki preverimo, ¢e sta koordinati res
znotraj mreze (predpostavimo, da nastopajo v vhodnih podatkih Stevilke vrstic in
stolpcev od 1 do 6), ¢e je novo Stevilo od 1 do 6 in e je polje, kamor ga Zelimo
vpisati, res e prazno. Ce je vse to v redu, vpiSimo novo Stevilo v tabelo, potem pa
moramo pogledati, ali pripada kaksni skupini vsaj treh polj z enako vrednostjo. Ce ji
ne, smo s to potezo koncali; ¢e pa polje pripada kaksni skupini, moramo poskrbeti za
napredovanje skupine, po njem pa se lahko zgodi, da polje zdaj pripada neki drugi
skupini (to smo videli tudi v primeru na koncu besedila naloge). Zato moramo
preverjanje in napredovanje skupin izvajati v zanki, ki se ustavi Sele, ko trenutno
polje ne pripada nobeni skupini.

Ko pridemo do konca seznama potez, moramo Se preveriti, ¢e je mreza zdaj
polna; spotoma lahko tudi Stejemo nicle v njej. To Stevilo nicel na koncu vrnemo, v
primeru napake pa vrnemo —1. Oglejmo si implementacijo te resitve v C++:

#include <vector>
using namespace std;

struct Poteza { int x, y, n; };
typedef int Mreza[6][6];

int NapredovanjeStevil(const vector<Poteza>& poteze, Mreza m)
{
// Na zaletku je mreZa prazna.
for (inty = 0; y < 6; ++y) for (int x = 0; x < 6; ++x) mly][x] = -1,
// Odsimulirajmo vse poteze.
for (const auto &poteza : poteze)

{

int x = poteza.x — 1, y = poteza.y — 1;

// Ali je poteza sploh veljavna?

if (poteza.n < 1 || poteza.n > 6) return —1;
if(x<0]|ly<O0|x>5]|y>D5)return —1;

if (m[y][x] >= 0) return —1; // Polje ni bilo prazno.
// Vpisimo novo stevilo v mreZo.

my][x] = poteza.n;
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// Poglejmo, ali je nastala skupina; ée da, poskrbimo za napredovanje
// stevil v njej. Po tistem lahko nastane nova skupina in tako naprej.
while (ObdelajSkupino(x, y, m)) ;

}

// Na koncu mora biti mreZa polna. Prestejmo tudi niéle v njej.
int nicle = 0;
for (int y = 0; y < 6; ++y) for (int x = 0; x < 6; ++x)
if (m[y][x] < 0) return —1;
else if (m[y][x] == 0) ++nicle;
return nicle;

}

Manjka nam Se podprogram ObdelajSkupino, ¢igar naloga je, da preisc¢e skupino polj,
ki ji pripada dano zacetno polje (zo,y0). Ce se izkaZe, da je to res skupina vsaj
treh polj, mora poskrbeti za napredovanje polj v njej; ce skupina napreduje na kaj
drugega kot 0, pa mora njena polja (razen zacetnega) tudi pobrisati. Za pregled polj
v skupini lahko uporabimo iskanje v Sirino: na zacetek dodamo v seznam s zacetno
polje, nato pa na vsakem koraku pogledamo naslednji element seznama in dodamo v
seznam njegove sosede, Ce je na njih enaka stevilka. Spotoma, ko dodajamo polja v
seznam, jih na mrezi briSemo; to je koristno predvsem zato, da ne bomo istega polja
dodali v seznam po veckrat. Ce bomo na koncu ugotovili, da skupine ne bi smeli
pobrisati, bomo pobrisana stevila vpisali nazaj. Podprogram vrne logi¢no vrednost,
ki pove, ali je polje (zo,¥yo) pripadalo kaksni skupini in napredovalo ali ne (e je, to
pomeni, da ga bo treba pognati Se enkrat, ker je mogoce, da isto polje zdaj pripada
neki drugi skupini in bo napredovala tudi ta).

bool ObdelajSkupino(int x0, int yO, Mreza m)

const int DX[] = { —1,1,0,0}, DY[] ={ 0,0, —1,1 };

// Z iskanjem v Sirino bomo pregledali skupino, ki ji pripada polje (x0, y0).
int n = m[y0][x0]; // Vrednost polj v skupini.

// Polja z vrednostjo 0 ne morejo ve¢ tvoriti skupin in napredovati.

if (n == 0) return false;

// Seznam polj skupine nastaja v ,s". Ko polja dodajamo v vrsto, jih v
// ..m" postavljamo na —1, da se ne bomo zaciklali.
vector<int> s; s.push_back(x0 + y0 * 6); m[y0][x0] = —1;

for (int glava = 0; glava < s.size(); ++glava)

// Preberimo naslednje polje (x, y) iz ,,s" in dodajmo v ,s“ njegove sosede,
// &e imajo tudi oni vrednost , n"
int x = s[glava] % 6, y = s[glava] / 6;
for (int smer = 0; smer < 4; ++smer)
{
int xx = x + DX[smer], yy =y + DY[smer];
if (xx <0 xx>5]|yy<O0]||yy>5) continue;
if (m[yy][xx] != n) continue;
s.push_back(xx + yy * 6); m[yy][xx] = —1;
}
}

// Ce je to res skupina vsaj treh polj, bo napredovala.
bool jeSkupina = (s.size() > 2);
if (jeSkupina) n =(n+1) % 7;
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// V ,,m" smo ob pregledovanju pobrisali polja te skupine. Ce to v resnici ni
// bila skupina ali pa je bila in je napredovala v 0, moramo Stevila vpisati nazaj.
if (n ==0[| ! jeSkupina) for (int p : s) m[p / 6][p % 6] = n;

// Na zadetnem polju (x0, y0), kamor smo vpisali $tevilo v trenutni potezi,
// pa stevila v nobenem primeru ne smemo pobrisati.

m[y0][x0] = n;

return jeSkupina;

}

6. Studentski servis

Za zacetek je koristno urediti vhodni seznam opravil narasc¢ajocCe po ¢asu zakljucka.
V tem vrstnem redu jih zdaj ostevil¢imo; naj bodo naj bodo z;, k; in p; zacetek,
konec in placilo pri i-tem opravilu. Skupno Stevilo opravil oznacimo z n.

Recimo zdaj, da se Metka odloci prevzeti zadnje opravilo; ker se to zacne ob ¢asu
zn, to pomeni, da ne more prevzeti nobenega takega opravila, ki se konc¢a kasneje
kot ob z,. Ker imamo opravila urejena po casu konca, ustreza temu pogoju prvih
nekaj opravil (koliko, je odvisno od z,) v nasem seznamu, ostala pa ne. Metki torej
v nadaljevanju preostane le Se to, da poisce ¢im boljsi izbor opravil izmed teh prvih
nekaj.

Po drugi strani, ¢e bi se Metka odlocila, da zadnjega opravila ne prevzame, ji
potem ostane le se, da poisce najboljsi izbor izmed prvih n — 1 opravil.

V obeh primerih smo torej nas problem na n opravilih prevedli na malo manjsi
podproblem, pri katerem gledamo le prvih nekaj opravil namesto vseh. Pri resevanju
vsakega takega podproblema bi razmiSljali na enak naéin. Naj bo torej f(i) najvedji
znesek, ki ga Metka lahko zasluzi, Ce izbira opravila le izmed prvih ¢. Dosedanji
razmislek nam je pokazal, da velja naslednja zveza:

pri ¢emer je 7(4) indeks zadnjega opravila, ki se konca najkasneje ob ¢asu z;, torej
r(i) =max{j : k; < zi}.

Ce ni sploh nobenega takega opravila, si mislimo (i) = 0. Poleg tega velja tudi
f£(0) =0 (e ni na voljo nobenih opravil, ne more Metka zasluziti nicesar).

Vidimo lahko, da pri izra¢unu vrednosti f(i) potrebujemo vrednost f(i — 1) in
Se f(r(7)), pri ¢emer je r(i) < 7. Koristno je torej vrednosti funkcije f rac¢unati po
narascajocih 4 in jih hraniti v neki tabeli; tako bomo imeli vedno pri roki vrednosti,
ki jih potrebujemo.

Razmisliti moramo $e o tem, kako rac¢unati vrednosti (i), torej kako za vsako
opravilo ¢ ugotoviti, koliko opravil se konc¢a najkasneje ob z;. Ker imamo opravila ze
urejena po Casu konca, lahko po tem seznamu is¢emo z bisekcijo in tako v O(logn)
Casa poisfemo zadnje opravilo s koncem < z;. Za vse i lahko tako dobimo (i) v
skupnem éasu O(nlogn); to je ¢isto sprejemljiva cena, saj nam bo O(nlogn) casa
vzelo tudi urejanje opravil po ¢asu konca.

Se ena moznost za izracun vrednosti (i) pa je, da na zafetku vrizemo Case
zacetkov in Case koncev v en sam seznam in ga uredimo. Potem se sprehodimo po
seznamu in hranimo najvecji j, za katerega smo doslej ze videli k;; vsaki¢ pa, ko



164 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

pridemo do nekega casa zacetka, na primer z;, si lahko takrat zapomnimo, da je
r(i) = j (za tisti j, ki ga imamo trenutno shranjenega). Pri tem pazimo $e na to, da
Ce se ob istem cCasu nekaj opravil zacne in nekaj konca, morajo priti konci v nasem
urejenem seznamu pred zacetki, sicer ta postopek ne bo dajal pravilnih rezultatov.

Oglejmo si primer implementacije resitve z bisekcijo (v C++ si lahko pomagamo
s funkcijo upper_bound iz standardne knjiznice):

#include <vector>

#include <algorithm>

using namespace std;

struct Delo { int z, k, p; }; // zaletek, konec, pla&ilo

int NajvecjiZasluzek(vector<Delo> dela)

// Uredimo dela po &asu konca.
auto comp = [] (const auto &x, const auto &y) { return x.k < y.k; };
sort(dela.begin(), dela.end(), comp);
// flil = najveéji zasluZek, &e se omejimo na prvih i del.
int n = dela.size(); vector<int> f(n + 1); f[0] = 0;
for (int i =0; i < n; ++i) {
// Naj bo ri stevilo del, ki se konéajo najkasneje takrat, ko se delo i zacne.
int ri = upper_bound(dela.begin(), dela.end(),
Delo{0, dela[i].z, 0}, comp) — dela.begin();
// lzra¢unajmo najboljso resitev za prvih i 4 1 del (od 0 do i).
fli + 1] = max(f[i], f[ri] + dela[i].p); }
return f[n];

7. Pandemija

Za vsako mesto bomo vzdrzevali strukturo z naslednjimi podatki: trenutna sto-
pnja vsake epidemije v tem mestu; kako dolgo je mesto Ze na tej stopnji (za vsako
epidemijo posebej); in seznam sosedov, torej mest, ki so z opazovanim mestom ne-
posredno povezana prek ene od povezav. Te sezname pripravimo ob branju vhodnih
podatkov: ko na vhodu dobimo povezavo med u in v, moramo dodati v na seznam
v-jevih sosedov in v na seznam u-jevih sosedov.

V vsakem ¢asovnem intervalu simulacije imamo zanko po vseh stirih epidemijah,
saj so te med seboj neodvisne in pravila Sirjenja so pri vseh enaka. Najprej, Se preden
za¢nemo stopnje spreminjati, izracunamo za vsako mesto vsoto stopenj sosedov. Pri
vsakem mestu potem trajanje trenutne stopnje povecamo za 1, nato pa zac¢nemo
gledati, ali je treba mestu stopnjo zvisati ali znizati; ¢e da, resetiramo podatek o
trajanju nazaj na 0. Spotoma Se preverjamo, ¢e je nova stopnja kakSnega mesta
nizja od 4; v tem primeru vemo, da zaradi te epidemije trenutno Se ne bo izumrtja.
Ce pa pri kaksni epidemiji v kak$nem koraku zaznamo izumrtje, simulacijo takoj
prekinemo.

#include <vector>
#include <iostream>
using namespace std;

int main()
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// Preberimo Stevilo mest in povezav.
int m, p; cin >> m >> p;

// Pripravimo si vektor s podatki o mestih.
struct Mesto { int stopnja[4], vsota, trajanje[4] = {}; vector<int> sosedje; };
vector<Mesto> mesta(m);
// Preberimo zadetne stopnje epidemije v vseh mestih.
for (auto &M : mesta) for (int b = 0; b < 4; ++b) cin >> M.stopnja[b];
// Preberimo povezave in pripravimo sezname sosedov vsakega mesta.
for (inti=0; i< p; ++i) {
intu, v; cin > u>>v, ——u; ——v;
mesta[u].sosedje.push_back(v); mesta[v].sosedje.push_back(u); }
// Simulirajmo dogajanje.
const int minStopnja = 1, maxStopnja = 4, maxCas = 100;
int caslzumrtja = —1;
for (int cas = 1; cas <= maxCas && caslzumrtja < 0; +-+cas)
for (int b = 0; b < 4 && caslzumrtja < 0; ++b)
{

// Za vsako mesto izracunajmo vsoto sosedov na podlagi starih stopenj.
for (auto &M : mesta) {
M.vsota = O; for (int v : M.sosedje) M.vsota += mesta[v].stopnja[b]; }

// Poglejmo, kako se stopnje spremenijo.
caslzumrtja = cas;
for (auto &M : mesta) {
++M.trajanje[b]; // Tako dolgo smo na trenutni stopnji.

// Ali se mora stopnja zvisati?

if (M.vsota > 6 && M.stopnja[b] < maxStopnja) (%)
++M.stopnja[b], M.trajanje[b] = 0;

// Ali se mora stopnja zniZati?

else if (M.trajanje[b] >= 3 && M.stopnja[b] > minStopnja)
——M.stopnja[b], M.trajanje[b] = 0;

if (M.stopnja[b] < maxStopnja) caslzumrtja = —1; }
}

// lzpisimo rezultat.

if (caslzumrtja < 0) cout << "SE SO ZIVI" << endl;

else cout << "Izumrli po " << caslzumrtja << " korakih." << endl;
return 0; }

Naloga pravi, naj se stopnja zniza za 1, Ce se prej tri casovne intervale ni zvisala.
Vprasanje je, ali velja to tudi v primeru, e se ni zvisala le zato, ker je bila epidemija

spremeniti v nekaj takega:

if (M.vsota > 6) { M.trajanje[b] = 0; if (M.stopnja[b] < maxStopnja) ++M.stopnja[b]; }

8. Tretji tir

Naloga pravi, da je nadmorska vi§ina trase vedno celo §tevilo od 0 do v = 500. Ce
to zdruzimo z dejstvom, da si traso v tlorisu predstavljamo kot zaporedje sosednjih
kvadratov na karirasti mrezi w x h, lahko zaklju¢imo, da se vlak pravzaprav premika
po trodimenzionalni karirasti (oz. kockasti) mrezi w X h X v, pri ¢emer se lahko
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vlak iz polja (z,y,2) premakne v sosednja polja (z + 1,y,2’) in (z,y £ 1,2') za
2" € {z—1,2,2+1}. Cena tega, da trasa obisce polje (z,, 2), je odvisna od razlike
med z in nadmorsko visino povrsja tam, torej hsy,. NaSa naloga je znotraj teh
omejitev najti najcenejSo pot od zacetnega polja (x4, yd, ha,,y,) do konénega polja
(x’ﬂ Yk, h‘wk:yk )-

Pomagamo si lahko z Dijkstrovim algoritmom za iskanje najkrajsih poti po gra-
fih. Vzdrzevali bomo mnozico polj R, za katera ze poznamo najcenejso pot od
zacetnega polja do njih, in mnozico @ tistih polj, ki $e niso v R, so pa dosegljiva
iz kaksnega polja v R v enem koraku in zanje tudi poznamo najkrajso tako pot od
zacetnega polja do njih, ki se ves Cas razen v zadnjem koraku giblje po poljih v R.
Pokazati je mogoce, da za tisto polje v @, pri katerem je ta pot najkrajSa (med
vsemi polji, ki so trenutno v @), velja, da je tista pot Ze tudi najkrajSa pot sploh
od zacetnega polja do njega, zato lahko to polje premaknemo iz @@ v R, nato pa v
Q@ dodamo njegove sosede (Ce Se niso v R). Ta postopek pregleduje polja po nara-
Scajoci ceni poti od zaCetnega; sCasoma se v R znajde tudi koncno polje in takrat
lahko postopek koncamo.

Pri implementaciji tega algoritma lahko za R uporabimo razprseno tabelo, v
kateri so kljuci koordinate polj, pripadajoca vrednost pri posameznem kljucu pa je
cena najkrajse poti do tistega polja (koristno je zraven hraniti Se smer, iz katere
smo v to polje prisli — tako bomo lahko na koncu rekonstruirali potek trase od
zaCetnega polja do konénega). Za @ pa je koristno uporabiti kopico, v kateri so
polja organizirana po ceni najcenejse doslej znane poti do njih (tista z cenejso potjo
so bolj pri vrhu kopice).

Koristna je e naslednja izboljSava. Za polje u € Q naj bo f(u) najcenejsa doslej
znana pot od zacetnega polja do njega, g(u) pa najcenejSa pot od u do koncnega
polja. Doslej smo rekli, da iz Q vsaki¢ vzamemo polje u z najmanjSo f(u). Po-
sledica tega je, da algoritem jemlje polja po naraséajoci oddaljenosti (ceni poti) od
zacetnega in da bo, preden bo iz @) vzel koncéno polje, pregledal Ze vsa druga po-
lja, ki so od zacetnega oddaljena manj kot konc¢no. Takih polj pa utegne biti zelo
veliko. Ce bi namesto tega vzeli iz Q vsaki¢ polje z najmanj$o vsoto f(u) + g(u),
bi se algoritem osredotocil na polja, ki res lezijo na najkrajsi poti od zacetnega do
konénega, druga polja pa bi prisla na vrsto kasneje (oz. sploh ne bi, ker postopek
kon¢amo, ¢im vzamemo iz @ kon¢no polje). Tezava seveda je, da vrednosti g(u)
(torej najcenejse poti od u do koncénega polja) ne poznamo. Pokazati pa je mogoce,
da ¢e namesto g(u) vzamemo neki priblizek oz. hevristiko, recimo §(u), za katerega
velja 0 < g(u) < g(u) (torej nas priblizek lahko podceni ceno poti od u do kon¢nega
polja, ne sme pa je preceniti), bo algoritem $e vedno dajal pravilne rezultate in bo
mogoce vendarle hitrejsi od prvotnega, ki je vedno jemal iz Q) polje z najmanjso f(u).
Taksna razli¢ica Dijkstrovega algoritma, izboljSana s hevristiko §(u), se imenuje A*.

V nasem primeru lahko preprosto hevristiko §(u) ra¢unamo takole: ¢e mora vlak
priti od u = (Zu, Yu, 2u) do konénega polja (xk, yk, 2x), mora gotovo narediti vsaj
|Tw — k| + |yu — Y| korakov, saj lahko v enem koraku spremeni bodisi z-koordinato
za 1 bodisi y-koordinato za 1, ne pa obeh. Gotovo mora tudi narediti vsaj |zu — 2|
korakov, saj lahko v enem koraku spremeni z-koordinato najvec¢ za +1. Vsak korak
pa stane vsaj 1 DENEN; tako je torej g(u) = max{|ze — x| + |Yu — Yil, |2u — 2&|}
gotovo manjsa ali enaka od prave g(u), torej cene najcenejSe poti od u do konénega
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polja. Pri nasih poskusih z mrezami do w = h = 500 je ta hevristika v povprecju
pospesila delovanje algoritma za ve¢ desetkrat, pri cemer je bilo na vecjih primerih
od nje Se ve¢ koristi kot na manjsih.

#include <iostream>
#include <queue>
#include <utility>
#include <vector>
#include <unordered_map>
using namespace std;

const int DX[] ={ -1,1,0,0}, DY[]={0,0, -1, 1}, MinZ = 0, MaxZ = 500;

// Vhodni podatki.
int w, h, xd, yd, zd, xk, yk, zk;
vector<int> relief;

// Struktura, ki predstavlja koordinate polja. operator == in razred hash<Polje>
// potrebujemo, da bomo lahko Polje uporabljali kot klju¢ v razprseni tabeli (unordered_set).
struct Polje { int x, y, z;

int Hevristika() { return max(abs(x — xk) + abs(y — yk), abs(z — zk)); } // §(u)

bool operator ==(const Polje& p) const { return x==p.x&&y==p.y&&z==p.z; } };
template<> struct hash<Polje> {

size_t operator ()(const Polje& p) const { return ((p.z * h) + p.y) *w + p.x; } };

// Cena poti do nekega polja in smer, iz katere smo prisli vanj.
struct CenaSmer { intc, s; };

// Polje s ceno f(u) (in smerjo vstopa) in hevristi¢no oceno f(u) + G(u).

struct PoljeC : Polje, CenaSmer { int ch = ¢ + Hevristika();
// Primerjalni operator poskrbi, da bodo v kopici na vrhu polja z najmanjso f(u) + G(u).
bool operator < (const PoljeC &p) const { return ch > p.ch; }; };

int Resi(vector<Polje> &pot) // NajcenejSo pot zapise v ,pot” in vrne njeno ceno.
{

zd = relieflyd * w + xd]; zk = relieflyk * w + xk];

Polje pd { xd, yd, zd }, pk { xk, yk, zk }; // Za&etno in konéno polje.

// R = polja, do katerih Ze poznamo najcenejso pot. Q = polja, dosegljiva

// iz R v enem koraku; zanje poznamo najcenejso tako pot, ki gre ves ¢as po R,
// razen v zadnjem koraku. Na zaletku je v Q le zadetno polje, R pa je prazna.
unordered_map<Polje, CenaSmer> R;

priority_queue<PoljeC> Q; Q.push({pd, 1, 0});

// Pregledujmo prostor, dokler ne pregledamo vsega ali ne doseZemo koncnega polja.
while (! Q.empty())
{

// Polje z najcenejso potjo bomo iz Q premaknili v R. Isto polje se lahko v Q

// znajde veckrat, &e ga doseZemo iz ve sosedov; vse pojavitve razen prve ignoriramo.
PoljeC p = Q.top(); Q.pop();

auto [pi, jeNov] = R.emplace(p, p); if (! jeNov) continue;

if (p == pk) break; // Ko pride v R kon&no polje, lahko konéamo.

// Preglejmo vse sosede polja p.

for (int d = 0; d < 4; ++d) for (int dz = —1; dz <= 1; ++dz)

{

int xx = p.x + DX[d], yy = p.y + DY|[d], zz = p.z + dz;

// Ali je ta sosed sploh v mrezi?
if (xx <0|lyy<0]|zz<MinZ || xx >=w || yy >= h || zz > MaxZ) continue;

// Kaksna je cena proge v tem sosednjem polju?
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int v=zz — relieflyy * w + xx]; // visina nad/pod povrsjem
intcena=pc+ (v<=-577:v>=57?1+4((v+9)/10):1)
// Dodajmo to sosednje polje v Q.
Q.push({xx, yy, zz, cena, 4 * (dz + 1) + d});
}
}

// Zdaj lahko rekonstruiramo najcenejso pot (od konca proti zadetku).
pot.clear(); pot.push_back(pk);
while (! (pot.back() == pd))

// Zdaj smo v polju p, v katero smo prisli iz smeri s.
Polje p = pot.back(); int s = R[p].s;
intdz=(s/4)—1,d=s% 4
// Premaknimo se v obratni smeri, da dobimo prejSnje polje na poti.
p-x —= DX[d]; p.y —= DY[d]; p.z —= dz;
pot.push_back(p);

}

// Pot obrnimo v pravi vrstni red in vrnimo njeno skupno ceno.
reverse(pot.begin(), pot.end()); return R[pk].c;

}

int main()

{

// Preberimo velikost mreZe in koordinate zacetka in konca.

cin >> w >> h >> xd >> yd >> xk >> yk;

// Preberimo tabelo visin (relief).

relief.resize(w * h);

for (inty = 0; y < h; ++y) for (int x = 0; x < w; ++x) cin >> reliefly * w + x];
// Poiséimo najcenejso traso.

vector<Polje> pot; int cena = Resi(pot);

// lzpisimo rezultate.

cout << cena << " " << pot.size() << endl; // cena poti in $tevilo korakov
for (const Polje &p : pot) cout << p.x << " " << py << " " <K p.z << endl;
return 0;

9. Tabela stevil

Ker naloga pravi, da ni treba minimizirati stevila sprememb, si lahko predstavljamo,
da na zacetku poberemo vsa Stevila iz tabele in jih potem zlozimo nazaj v prazno
tabelo v takem vrstnem redu, kot si ga bomo zamislili. Vse, kar si moramo od pr-
votnega stanja tabele zapomniti, je to, kolikokrat se je pojavljalo posamezno Stevilo
v njej.

Recimo v splosnem, da ima tabela n stolpcev in h vrstic in da se v njej pojavlja
skupno najve¢ h razli¢nih Stevil (vsa pa so naravna $tevila z obmodja od 1 do n).
Prestejmo za vsako stevilo od 1 do n, kolikokrat se pojavi v tabeli. Ker imamo najvec
h razli¢nih stevil in skupno h-n pojavitev, je nemogoce, da bi se vsako stevilo pojavilo
vec kot n-krat. Naj bo torej a neko tako stevilo, ki se pojavi kvec¢jemu n-krat. Vse
pojavitve stevila a zlozimo v prvo vrstico.

Ce se a pojavi natanko n-krat, smo zdaj prvo vrstico ravno zapolnili in ob tem
porabili vse a-je, tako da nam ostane problem s h — 1 vrsticami in h — 1 razlicnimi
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Stevili, ki ga resujemo po enakem postopku (le da bo pa¢ h za 1 manjsi kot doslej).

Ce pa se a pojavi manj kot n-krat, mora obstajati neko drugo Stevilo b, ki se
pojavi veé kot n-krat (saj se drugade ne bi moglo nabrati za h - w pojavitev vseh
Stevil skupaj). Ker prve vrstice z a-ji Se nismo ¢isto zapolnili, dodajmo torej v
preostanek vrstice b-je (ki jih pri tem zagotovo Se ne bo zmanjkalo). Tako nam spet
ostane problem s h — 1 vrsticami in A — 1 razli¢nimi Stevili (ker smo porabili vse
a-je, ne pa Se vseh b-jev).

#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

void Preuredi(int n, vector<int> &T)

{

// Prestejmo pojavitve Stevil v T.
vector<int> f(n + 1, 0);
for (int t : T) ++f[t];
// Na novo zapolnimo celotno tabelo.
for (inty = 0; y < n; ++y)
{
// Pois¢imo najredkejse stevilo a in najpogostejse b.
inta=-1,b=-1;
for (int t = 1; t <= n; ++t) if (f[t] > 0) {
if(a<O0]flt] <fla]) a=t;
if (b <0 f[t] >f[b])b=1t;}
// Naslednjo vrstico zapolnimo z a-ji, ko jih zmanjka, pa z b-ji.
for (int x = 0; x < n; ++x) {
intt=(fla] >0)7a:b;
Tly *n 4+ x] = t; ——f[t]; }

10. Film

graf. Problem poti z najvecjo kapaciteto je zelo podoben bolj znanemu problemu
najkrajse poti, pri katerem ima vsaka povezava znano dolzino, mi pa iS¢emo pot z
najmanjso vsoto dolzin povezav. Pri nasem problemu je stvar podobna, le da ima
vsaka povezava kapaciteto namesto dolzine, iSCemo pa pot, na kateri je minimalna
kapaciteta po vseh povezavah na poti ¢im vecja. Povezava z minimalno kapaciteto je
namre¢ tista, ki predstavlja ,ozko grlo“ in s tem dolo¢a kapaciteto celotne poti. (Kot
zanimivost omenimo, da ¢e bi naloga dovoljevala, da podatke posiljamo vzporedno
po vec poteh hkrati, bi imeli problem maksimalnega pretoka po grafu, take pa se
potem resuje z drugimi algoritmi.)

Naceloma lahko torej katerikoli algoritem za iskanje najkrajsih poti po grafu
prilagodimo tako, da kjer prvotni algoritem seSteva dolzine povezav, bo moral nas
spremenjeni algoritem racunati minimum njihovih kapacitet; in kjer prvotni algo-
ritem minimizira dolzino poti, mora nas algoritem maksimizirati njeno kapaciteto.
Oglejmo si na primer tako predelano obliko Dijkstrovega algoritma (s katerim smo
se v letosnjem biltenu ze srecali — gl. str. 166 — in se zato vanj tu ne bomo Se bolj
poglabljali):
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vhod: vozlisa V, povezave E, njihove kapacitete c(u,v)
zacetno vozlisCe s, ciljno vozlisce t;

za vsako u € V: clu] := 0, p[u] := NIL;
c[s] := o0; Q := prazna kopica; dodaj s v Q;
while @ ni prazna:
pobrisi iz Q tisto vozlisée (recimo mu ), ki ima najvecjo clul;
(* Tu vemo, da je c[u] kapaciteta najboljse poti od s to u sploh. *)
if u =t then break;
za vsako povezavo (u,v) s krajiséem v u:
k := min{c[u], c¢(u,v)};
if k < ¢[v] then continue;

plv] = u;
if c[v] = 0:
c[v] := k; dodaj v v kopico Q;
else:
c[v] := k; premakni v gor po kopici, kot zahteva njegova

nova (vedja) vrednost c[v];
pot := prazen seznam; u := t; dodaj t v pot;
while u # s:
u := p[u]; dodaj u na zacetek seznama pot

Za vsako vozliSfe u nam torej c[u] pove najnizjo kapaciteto na najboljsi doslej znani
poti od s do ¢, pri Cemer je p[u] neposredni predhodnik u-ja na tej poti. Vozlis¢a, za
katera Se ne poznamo nujno najboljse poti, pa¢ pa jo poznamo za kakSnega njihovega
soseda, hranimo v kopici @, ki mora biti organizirana tako, da so vise v njej elementi
z vejo c[u]. Ko pregledujemo u-jeve sosede v, upostevamo, da lahko pot od s do u
podaljSamo s korakom u — v; kapaciteta take poti je k = min{c[u], c(u,v)}; ¢e do
v $e ne poznamo boljse poti, si to novo pot zapomnimo; pri tem v dodamo v kopico
(Ce ga Se ni bilo tam) oz. popravimo njegov polozaj v kopici (ker se mu je povecala
c[v]). Na koncu tega postopka imamo v c[t] kapaciteto najboljSe poti od s do t (ée
pa bi se slu¢ajno izkazalo, da taka pot ne obstaja, bo ¢[t] = 0), s pomocjo tabele p
pa lahko rekonstruiramo potek poti.

Razmislimo zdaj Se o tezji razli¢ici naloge, pri kateri smemo na poti najvec¢ enkrat
uporabiti kaksno od povezav s kapaciteto C' ali ve¢. V tem primeru moramo pri
tvorbi poti na$ polozaj opisati s parom (u,b), pri ¢emer u pove, v katerem vozlis¢u
se trenutno nahajamo, b pa, ali smo ze uporabili kaksno povezavo s kapaciteto vsaj
C (to predstavimo z b = 1) ali ne (b = 0). Predstavljamo si lahko, da smo naredili
nov graf, ki ga sestavljata dve rahlo spremenjeni kopiji prvotnega: Ce je imel prvotni
graf vozlisée u, ima novi graf dve vozli§éi (u,0) in (u,1); ¢e je imel prvotni graf
povezavo u — v s kapaciteto vsaj C, ima novi graf povezavo (u,0) — (v,1) z enako
kapaciteto; in Ce je imel prvotni graf povezavo u — v s kapaciteto manj kot C, ima
novi graf povezavi (u,0) — (v,0) in (u,1) — (v,1) z enako kapaciteto. Ce smo
v prvotnem grafu iskali najboljso pot (torej tako z najveéjo kapaciteto) od s do t,
moramo v novem iskati najboljSo pot od (s,0) do (¢,0) ali (¢,1) (torej pravzaprav
dve najboljsi poti, vrnemo pa boljso izmed njiju, ker nam na koncu ni pomembno,
ali smo uporabili kaksno povezavo s kapaciteto vsaj C ali ne).



Resitve neuporabljenih nalog iz leta 2019 171

11. Kodiranje besedila

Pri kodiranju lahko beremo vhodno besedilo znak po znak; preden se odlo¢imo, kaj
narediti s trenutnim znakom, pa poglejmo Se naslednjega. Ce sta oba mali érki, lahko
izra¢unamo, v kaj bi se morala zakodirati (namre¢ v veliko razli¢ico druge ¢rke). Ce
je ta koda Se prosta, jo lahko zdaj dodelimo temu paru ¢rk in ga zakodiramo; prav
tako jo uporabimo tudi, ¢e je bila Ze od prej dodeljena prav temu paru érk (ker smo
ga npr. videli Ze neko¢ prej v vhodnem besedilu). Ce kodiranje iz kakrénega koli
razloga ni uspelo (npr. ker trenutni in naslednji znak nista oba mali ¢rki ali pa ker
je bila koda ze zasedena itd.), pa izpiSemo trenutni znak brez sprememb.

Podatke o tem, katere kode smo ze uporabili in za kaj, bomo hranili v tabeli
26 znakov; ¢e na primer vpeljemo kodo ce — E, bomo v peti element tabele (ker
je E peta ¢rka abecede) vpisali ¢ (prvo ¢érko para, ki ga predstavlja ta koda; druga
¢rka je le mala razlic¢ica kode in je ni treba posebej shranjevati). Spodnja reSitev
pricakuje tabelo, v katero bo shranjevala podatke o kodah, kar kot parameter, saj
so ti podatki koristni tudi za klicatelja (potreboval jih bo za dekodiranje).

#include <iostream>
using namespace std;

void Kodiraj(istream &is, ostream &os, char kode[26])
// Na zaletku so vse kode $e proste.
for (int ¢ = 0; ¢ < 26; ++-c) kode[c] = '.";
while (true)
// Preberimo trenutni znak.
int ¢ = is.get(); if (! is) break;

/] Ce sta ta in naslednji znak Crki, ju poskusimo kodirati.
int cn = is.peek();
if (c>="'a' && c<="z' && cn >='a' && cn <= 'z")

int koda =cn — 'a';

/] Ce je ta koda $e prosta, jo definirajmo zdaj.
if (kode[koda] == '."') kode[koda] = c;

// Ce lahko ta in naslednji znak zakodiramo, ju dajmo.
if (kode[koda] == c)

is.get(); // Uporabili smo tudi naslednji vhodni znak.
os.put('A' + koda); // Izpisimo kodo.
continue;
}
}
// Ce nismo uspeli zakodirati para znakov, samo izpisimo trenutni znak.
os.put(c);

}

Dekodiranje je Se lazje. Kodirano besedilo berimo znak po znak; ¢e je trenutni znak
velika ¢rka, pogledamo v tabelo kod, kjer izvemo, katera je prva ¢rka para, ki ga
kodira ta velika ¢rka; druga érka para je potem mala razlicica te velike ¢rke. Ce pa
je bil trenutni znak kaj drugega kot velika ¢rka, ga brez sprememb izpisemo.
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void Dekodiraj(istream &is, ostream &os, char kode[26])
while (true)

// Preberimo naslednji znak.
int ¢ = is.get(); if (! is) break;
/] Ce je velika &rka, jo dekodirajmo v dve mali.
if (c>="A"&&c<="27")
os.put(kode[c — 'A']).put(c — 'A' + 'a');
// Sicer izpisimo trenutni znak brez sprememb.
else os.put(c);
}
}

12. Rudarji

Pri dolo¢enem razporedu rudarjev med rove je dosezena kvota m, ¢e v vsakem rovu
izkopljejo vsaj m enot rude. Najvecji m, ki ga dosezejo, je torej minimalni izkop
po vseh rovih: rov, v katerem izkopljejo najmanj rude, je tisti, ki preprecuje, da bi
dosegli vecji m.

Preprosta resitev naloge je torej ta, da delavce razporejamo v rove enega po
enega, pri ¢emer vsaki¢c dodamo naslednjega delavca v tisti rov, ki ima trenutno
najmanjsi izkop — ta rov je namrec tisti, zaradi katerega kvota m trenutno ne more
biti veja, kot je. Ce ima veé rovov enak najmanjsi izkop, je vseeno, v katerega od
njih damo novega delavca, saj bomo tako ali tako morali dodati po enega delavca v
vse take rove, preden se bo kvota lahko kaj povecala.

Da poisc¢emo rov z najmanjsim izkopom, lahko uporabimo zanko po vseh rovih,
kar nam vzame O(k) Casa; ker moramo to narediti pri vsakem delavcu, teh pa je
d, imamo resitev s Casovno zahtevnostjo O(kd). Lahko pa hranimo rove v kopici
(prioritetni vrsti), urejene tako, da je tisti z najmanjsim izkopom na vrhu (v korenu
kopice). Tako v vsakem trenutku vemo, v kateri rov poslati naslednjega rudarja; s
tem se izkop v tem rovu poveca in ga moramo pogrezniti globlje v kopici, da le-ta
ostane primerno urejena. Kopica je globoka O(log k) nivojev, zato tudi pogrezanje
traja toliko Casa; ker ga moramo izvesti po dodajanju vsakega rudarja, imamo resitev
s Gasovno zahtevnostjo O(dlogk).

Obstaja pa Se boljsa resitev. Izkop v posameznem rovu je vsota prvih nekaj
(toliko, kolikor rudarjev posSljemo v ta rov) Stevil v seznamu, ki opisuje ta rov,
torej neka delna vsota tega seznama. Dosezena kvota m (pri dolo¢enem razporedu
rudarjev med rove) je minimum izkopa po vseh rovih. Tako so torej mozne vrednosti
m le delne vsote seznamov, ki opisujejo vhodne podatke. Ti seznami imajo vsega
skupaj n elementov, torej je tudi razlicnih delnih vsot lahko najvec n.

Recimo, da imamo urejen seznam vseh teh n delnih vsot iz vseh rovov. Naj bo sq
v tem seznamu d-ta najmanjsa vsota. Za to vsoto in vse pred njo lahko pogledamo,
na kateri rov se posamezna od njih nanasa; recimo, da se (za vsak i) d; od teh d
vsot nanada na rov i. Ce bi torej delavce razporedili med rove tako, da bi (za vsak
1) v i-ti rov priSlo d; delavcev, bi dobili razpored, pri katerem bi v tistem rovu, na
katerega se nanasa d-ta najmanjsSa vsota, izkopali sq enot rude, v vsakem od ostalih
rovov pa < sq. Ce v vsakega od rovov, v katerih se izkoplje strogo manj kot sg,
dodamo Se enega rudarja, pa bo v tem rovu gotovo izkopano vsaj sq rude, saj bi
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drugace videli pred sq v urejenem seznamu Se eno delno vsoto vec iz tega rova, tedaj
pa bi namesto d; rudarjev Ze na zadetku razporedili vanj d; + 1 rudarjev.??

Tako smo torej dobili razpored, ki porabi najve¢ d + k — 1 rudarjev in doseze
v vsakem rovu izkop vsaj sq. Zdaj lahko $tevilo rudarjev zmanjSamo (na d) z
neke vrste pozresnim algoritmom: na vsakem koraku pobriSemo zadnjega rudarja
iz tistega rova, pri katerem bomo s tem najmanj pokvarili minimalni izkop po vseh
rovih (natanc¢neje povedano: ¢e bi za vsak rov pogledali, kaksna je pri njem delna
vsota z enim rudarjem manj, kot jih je zdaj v tistem rovu, potem moramo pobrisati
zadnjega rudarja iz tistega rova, pri katerem je ta delna vsota najvedja).

Prepri¢ajmo se, da je ta resitev res optimalna. Naj bo D = (du,...,dx) polju-
ben razpored rudarjev v rove in naj bo s minimum izkopa po posameznih rovih;
rekli bomo, da je D ekonomicen, ¢e zanj velja, da ¢e iz poljubnega rova odslovimo
zadnjega rudarja, bo izkop v tem rovu po novem < s, ne pa > s.

Razpored z d+k—1 (ali manj) rudarji, ki smo ga najprej poiskali pri nasi resitvi,
je vsekakor bil ekonomicen: minimalni izkop je bil sg; tisti rov, ki mu pripada delna
vsota sq v urejenem seznamu vseh delnih vsot, je imel pri tem razporedu izkop
natanko sg4 in z enim rudarjem manj bi imel izkop < s4; za vsakega od ostalih rovov
pa velja, da je imel pred dodajanjem zadnjih k& — 1 rudarjev v razpored izkop < sq4,
nato pa je dobil enega novega rudarja in ima zdaj izkop > sq; ¢e bi mu torej enega
rudarja odvzeli, bi imel izkop spet < sq. Tako torej vidimo, da bi vsak rov imel
izkop < sq4, ¢e bi mu odvzeli zadnjega rudarja, torej je razpored res ekonomicen.

Prepricajmo se zdaj, da nas pozresni postopek ohranja ekonomicnost razporeda,
ko brise rudarje. To naredimo z indukcijo. Recimo, da imamo pred brisanjem nekega
rudarja razpored D = (dui,...,dx), ki je ekonomicen; naj bodo v1, ..., v izkopi po
posameznih rovih; njihov minimum je s := min; v;. Naj bo v izkop v rovu i, &e iz
njega odslovimo zadnjega rudarja in ostane le d; — 1 rudarjev (pri d; = 0 si mislimo
v, = —00). Nag pozresni postopek odslovi rudarja iz tistega rova, ki ima najve&ji v;.
Po predpostavki je bil D ekonomicen, torej je v; < s (in ne > s).

(1) Ce je vi = s, je novi minimum izkopa po vseh rovih s’ = s, torej enak kot
prej. Za ostale rove Se vedno velja, da ¢e jim enega rudarja odvzamemo, se jim
izkop zmanjsa na < s in s tem tudi na < s’; o¢itno pa tudi za rov i velja, da ¢e mu
enega rudarja odvzamemo, bo njegov izkop potem < s = s’. Torej je ekonomiden
tudi novi razpored.

(2) Ce pa je v, < s, je novi minimum izkopa po vseh rovih dosezen ravno tu,
torej pri s = vi. Ce iz tega rova odslovimo $e enega rudarja, bo izkop pri njem
seveda < s’. Kaj pa, ¢e odslovimo po enega rudarja iz nekega drugega rova j? Pri
njem izkop po definiciji pade na v}, to pa je < v; = s, ker smo ¢ izbrali tako, da je
imel najveéji v;. Novi izkop v rovu j je torej < s’, prav kot smo hoteli dokazati. [

Izkaze se, da ¢e obstaja neki ekonomicen razpored D z r rudarji in minimalnim
izkopom s, potem z r rudarji ni mogoce sestaviti razporeda, ki bi imel minimalni
izkop (po vseh rovih) vedji od s.

Pa recimo, da bi se to vendarle dalo; takemu razporedu recimo D’ := (d1, ..., d},)

23Ty je treba paziti e na robni primer: lahko se zgodi, da v kak rov ne moremo dodati e
enega rudarja, ker bo ze pri dosedanjem razporedu izkopan do konca. Nas razmislek bo Se vseeno
deloval, le da moramo namesto sg uporabiti skupno koli¢ino rude v tistem rovu, pri katerem je
ta skupna koli¢ina najmanjsa. (Ko smo Ze pri robnih primerih: drugi je Se ta, da pri d < k ne
moremo poslati niti po enega rudarja v vsak rov, zato bo rezultat gotovo 0.)



174 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

in minimalni izkop pri njem naj bo s’. Ker je imel D minimalni izkop s, je bil v
vsaj enem rovu tam izkop toéno s; recimo, da je to rov i. Ker ima v D’ vsak rov
izkop vsaj s’, kar je > s, to pomeni, da je v rovu i zdaj zaposlenih veé rudarjev kot
prej, torej d; > d;. Ker pa je skupno $tevilo rudarjev Se vedno r, mora biti v vsaj
enem drugem rovu zaposlenih manj rudarjev kot prej; recimo, da je to rov j, kjer je
torej dj < d;. Ker je D ekonomicen, vemo, da &e v rovu j zaposlimo manj kot d;
rudarjev, bo izkop v njem < s, ne pa > s. Ker pa je s < s’, bo s tem tudi minimalni
izkop v D’ kved¢jemu s in s tem manjsi od s’, tako da smo v protislovju. O
Povzemimo, kar smo videli doslej: nas pozresni algoritem zacne z ekonomi¢nim
razporedom in iz njega brise rudarje tako, da razpored ostane ekonomicen; na koncu
ima ekonomicen razpored z d rudarji in nekim minimalnim izkopom s; in pravkar
smo pokazali, da to slednje pomeni, da ne obstaja razpored z d rudarji in minimalnim
izkopom > s. Torej je razpored, ki ga je nasel nas pozresni algoritem, res optimalen.
Razmislimo Se o tem, kako ta postopek ucinkovito implementirati. Na za-
¢etku nam ni treba zares urejati zaporedja vseh delnih vsot s1,...,s, (kar bi vzelo
O(nlogn) Casa); dovolj je ze, ¢e poisemo d-to najvecjo od njih, kar lahko nare-
dimo v O(n) ¢asa z algoritmom quickselect; potem lahko v O(n) ¢asa pregledamo,
katere delne vsote spadajo med d najmanjsih in koliko od njih pripada kateremu
rovu; to slednje pa je vse, kar potrebujemo, da lahko potem v O(d) casa pripra-
vimo zacetni razpored d rudarjev. V O(k) ¢asa ga potem dopolnimo v ekonomi¢ni
razpored d + k — 1 rudarjev z minimalnim izkopom s4; nato zlozimo rove v kopico
glede na v} in zato za vsako brisanje rudarja porabimo O(logk) ¢asa, skupaj torej
O(klogk). Casovna zahtevnost te resitve je torej O(n+klogk). Oglejmo si S njeno
implementacijo v C++:
#include <vector>
#include <algorithm>
#include <queue>
#include <utility>

#include <limits>
using namespace std;

int Rudarji(int d, const vector<vector<int>> &rovi)

int k = rovi.size(); // Stevilo rovov
if (d < k || k == 0) return 0;
vector<vector<int>> vsote(k); // seznami delnih vsot po rovih

// S naj vsebuje vse delne vsote kot pare (vsota, Stevilka rova).
vector<pair<int, int>> S;
int minVsota = numeric_limits<int>::max();
for (int i =0; i < k; ++i) {
int vsota = 0; vsote[i].push_back(0);
for (int x : rovi[i]) {
vsote[i].push_back(vsota += x); S.emplace_back(vsota, i); }
minVsota = min(minVsota, vsota); }
// Pois¢imo najmanjsih d delnih vsot.
nth_element(S.begin(), S.begin() + d — 1, S.end());
// Pripravimo zaéetni razpored D z natanko d rudatji.
vector<int> D(k, 0); for (int i = 0; i < d; ++i) ++DI[S][i].second];

// Dodajmo po enega rudarja v rove, ki izkopljejo < sd rude.
int sd = min(S[d — 1].first, minVsota), r = d;
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for (int i = 0; i < k; ++i) if (vsote[i][D[i]] < sd) ++DJi], ++r;
// Pripravimo kopico.
priority_queue<pair<int, int>> kopica;
for (int i = 0; i < k; ++i) if (D[i] > 0) kopica.emplace(vsote[i][D[i] — 1], i);
// Pobrisimo toliko rudarjev, da jih ostane le d.
while (r—— > d) {
int i = kopica.top().second; kopica.pop();
if (——D[i] > 0) kopica.emplace(vsote[i][D[i] — 1], i); }

// Zdaj imamo optimalni razpored; dolo¢imo minimalni izkop po vseh rovih.
int kvota = numeric_limits<int>::max();

for (int i = 0; i < k; ++i) kvota = min(kvota, vsote[i][D[i]]);

return kvota;

13. Najvecji xor

Operacija XOR je asociativna in komutativna — podobno kot na primer sestevanje
ali mnozenje. Za razliko od njiju dveh pa ima XOR Se to zanimivo lastnost, da je
u xor u = 0 za vsak wu, kajti ¢e sta oba operanda enaka, se ne bo nikoli zgodilo, da
bi bil neki bit v enem prizgan, v drugem pa bi bil istolezni bit ugasnjen, kar pa je
pogoj za to, da bi bil tisti bit v rezultatu prizgan. Za vsak u velja tudi v xor 0 = u,
kajti ¢e so v drugem operandu vsi biti ugasnjeni, dobimo v rezultatu prizgan bit le
tam, kjer je bil istolezni bit prizgan ze v prvem operandu.

Te lastnosti pomenijo, da Ce nas zanima XOR ve¢ zaporednih stevil v vhodnem
zaporedju, na primer xor’, a;, lahko najprej XorRamo med seboj prvih d Stevil in
jih nato Se enkrat XORamo s prvimi ¢ — 1 Stevili. Primer za £ = 3, d = 5:

(a1 xor ag xor az xor a4 Xor as) xor (a1 Xor az)
(a1 xor a1) xor (a2 xor az) xor (ag XOr as Xor as)
= 0 xor 0 xor (as xor as xor 5)

a3 XOr a4 XOr H.

Vpeljimo torej novo zaporedje b;, ki ga dobimo iz vhodnega zaporedja a; tako, da po
vrsti XORamo njegove clene med seboj: b; = xoré-:l a;. Racunamo ga lahko tako,
da zacnemo z by = 0 in nadaljujemo po formuli b; = b;_1 xor a;. Vrednosti oblike
xoré_, a;, kakréne nas zanimajo pri nasi nalogi, lahko potem rac¢unamo po formuli
ba xor be_1. Naloga sprasuje po najvecji taki vrednosti; pois¢emo jo lahko tako, da
gremo v zanki po vseh moznih d (od 1 do n) in se pri vsakem d vprasamo: katera
od vrednosti bo, b1, ...,bs_1 d4 najveji rezultat po XORanju z by? Ce bomo znali
hitro odgovarjati na taksna vprasanja, bomo lahko hitro prisli tudi do rezultata, po
katerem sprasuje naloga.

Razmislimo najprej o lazji obliki naloge, pri kateri je k = 0, torej ne dovolimo
predhodnega spreminjanja bitov v vhodnih stevilih. V tem primeru med razli¢icama
(a) in (b) ni nobene razlike. Ce so vhodna §tevila razliéno dolga (v dvojiskem
zapisu), jih v mislih podaljsajmo s toliko vodilnimi ni¢lami, da bodo na koncu vsa
enako dolga — recimo, da so dolga m bitov. Stevila a; in zato tudi b; si lahko zdaj
predstavljamo tudi kot nize m znakov (nicel in enic).

Recimo torej zdaj, da za neki konkretni by razmisljamo, kateri b; bi dal skupaj z
njim najve&jo vrednost b; xor bg. Ce se niza b; in by razlikujeta v prvem (najvisjem,
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najbolj levem) bitu, bo v rezultatu tisti bit prizgan in njegova vrednost bo vsekakor
veCja, kot Ce bi bil ta bit ugasnjen (ne glede na to, kaj se bo zgodilo na nizjih bitih).
Ce je le mogode, se torej pri izboru b; omejimo na tiste nize, ki se v najvigjem
bitu razlikujejo od bg; ¢e pa ni nobenega takega, nam pac ostanejo le tisti, ki se v
najvisjem bitu ujemajo z bg. V nadaljevanju imamo zdaj pred seboj neko mogoce
malo manjso mnozico kandidatov b; in podoben razmislek ponovimo za drugi najvisji
bit: spet se omejimo na tiste b;, ki se v tem bitu razlikujejo od b4, ¢e pa ni nobenega
takega, pa pac¢ ostanemo pri teh, ki se v njem ujemajo z by. Tako nadaljujemo vse
do najnizjega bita.?*

Za ucinkovito implementacijo tega postopka je koristno zloziti vse nize bo, b1, . . .,
ba—1 v drevo (trie), v katerem je na vsaki povezavi en bit in vsakemu by ustreza
neka veja od korena drevesa do enega od listov, pri ¢emer biti na povezavah te
veje tvorijo ravno niz by. Ce se ve¢ nizov by ujema v prvih nekaj bitih, si tam
tudi delijo ista vozlis¢a. Nas postopek zacne pri korenu drevesa in se na vsakem
koraku poskusa spustiti navzdol po povezavi, ki je oznacena z nasprotnim bitom od
trenutnega bita niza b4, Ce pa take povezave ni, pa gre pa¢ po tisti drugi (ki se ujema
s trenutnim bitom niza bq). Tako lahko pri posameznem d najdemo najprimerne;jsi
bi v O(m) ¢asa, celotna resitev pa vzame O(nm) ¢asa. Na zacetku imejmo prazno
drevo, nato pa pojdimo z zanko narascajoce po d in pri vsakem by najprej pois¢imo
najprimernejsi b; v dosedanjem drevesu, nato pa dodajmo bg v drevo.

Doslej smo razmisljali o kK = 0; oglejmo si zdaj primer, ko je k = 1, torej lahko
en bit nekje v vhodnih podatkih tudi spremenimo. Ostanimo zaenkrat pri lazji
razli¢ici (a), kjer smemo spremeniti kateregakoli od m bitov kateregakoli Stevila,
tudi vodilne ni¢le. Na rezultat xorZ , a; vpliva sprememba enega bita seveda le, ¢e
smo ga spremenili v enem od sStevil ag, ..., aq, ne pa nekje pred a, ali za aq; je pa
za omenjeni rezultat vseeno, v katerem od stevil ay, ..., aq smo ta bit spremenili —
pomembno je le, kateri od m bitov je to bil. Zaradi te spremembe se potem spremeni
tudi istolezni bit v rezultatu xor &, a;. Taka sprememba je za nas koristna, ¢e z njo
prizgemo neki bit, ki bi bil sicer v rezultatu ugasnjen.

V nasem postopku s spuscanjem po drevesu moramo zdaj pravilo za odlocanje
o tem, v katero poddrevo se spustiti, prilagoditi takole: ¢e lahko spuscanje nada-
ljujemo tako, da bo v rezultatu operacije XOR na trenutnem mestu nastala enica,
to naredimo (¢e lahko enico dobimo na ve¢ nacinov, moramo preizusiti vse, ker ne
moremo vnaprej vedeti, kateri bo pripeljal do najboljSega reultata); sicer pa pac
nadaljujemo spuséanje tako, da bo v rezultatu na trenutnem mestu nastala nicla (in
spet, ¢e lahko to naredimo na ve¢ na¢inov, moramo preizkusiti vse). (Preprostejse
pravilo, ki smo ga videli pri resitvi za k = 0, je le poseben primer tega tukaj.)

Recimo, da je trenutni bit Stevila by enak c. Pri & = 1 lahko do enice na
trenutnem mestu v rezultatu pridemo na dva nacina: c¢e se spustimo po povezavi,
oznaceni z 1 — ¢; ali ¢e se spustimo po povezavi, oznaceni s ¢, in pri tem izkoristimo
moznost, da en bit v vhodnih podatkih spremenimo. (Ni sicer nujno, da oba nacina
res obstajata; npr. morda iz trenutnega vozlis¢a ne izhaja primerna povezava ali
pa smo moznost spremembe enega bita izkoristili Ze neko¢ prej pri spuscanju do
trenutnega vozlis¢a.) Do nicle na trenutnem mestu v rezultatu pa lahko pridemo le

243 tem postopkom smo se ze srecali leta 2016 pri tretji nalogi v tretji skupini; gl. str. 57-58 v
Biltenu 2016.
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na en nacin: Ce se spustimo po povezavi, oznaceni s c. Moznost, da bi se spustili po
povezavi 1 — ¢ in pri tem izkoristili moznost spremembe enega bita, odpade zato,
ker Ce taka povezava obstaja, bi se lahko spustili po njej brez spremembe enega bita
in tako dobili na trenutnem mestu v rezultatu enico, ne pa nicle.

Ostane nam Se primer, ko je £ > 1. Tu opazimo, da ni nobene koristi od tega,
da bi spremenili istolezni bit pri ve¢ razli¢nih a;-jih, saj bi pri XORanju po dve taki
spremembi druga drugo iznicili. Podobno kot pri £ = 1 je tudi zdaj za rezultat
vseeno, pri katerem a; (z obmodja ag,...,aq) dolofen bit spremenimo; vprasanje
je torej le, na katerih mestih (od 0 do m — 1) naj spremenimo en bit v enem od
vhodnih stevil. Enako kot pri £ = 1 se taka sprememba pri spus¢anju po drevesu
pokaze v tem, da sledimo taki veji, ki bi sicer (Ce bita ne bi spremenili) povzrodila,
da bi bil istolezni bit v rezultatu ugasnjen. Razlika v primerjavi s k£ =1 je le ta, da
namesto podatka o tem, ali smo moznost spremembe bita ze izkoristili neko¢ prej
med spuscanjem po drevesu, potrebujemo podatek o tem, koliko takih sprememb
nam je Se ostalo.

Kaksna je casovna zahtevnost te resitve? Pri & = 1 se od poti, po kakrsni bi
se spuScala prvotna reSitev (za k = 0), na vsakem nivoju odcepi stranska veja (ki
izkoristi moznost spremembe), ki pa se v nadaljevanju ne cepi ve¢ (ker je moznost
spremembe samo ena). Tako nastane O(m) vej dolzine O(m), torej imamo z vsakim
ba po O(m?) dela, za vse skupaj O(n - m?). V splosnem (za vedje k) pa opazimo,
da lahko pri posameznem b; dosezemo najvec (7,?) listov, kajti na toliko nacinov
se lahko odloc¢imo, na katerih nivojih drevesa bomo izkoristili moznost spremembe
enega bita. Ker do vsakega lista vodi veja dolzine O(m) in ker moramo to storiti
pri vsakem bg, imamo ¢asovno zahtevnost O(nm - (m)); ¢e je k < m, je to priblizno

k
O(n - mFT™). Zapisimo dobljeno resitev s psevdokodo:

funkcija REK (v, h, k, bq):
(* Vhodni podatki: v je trenutno vozlisée drevesa in lezi h nivojev nad listi;
k je Stevilo sprememb, ki so nam se na voljo;
ba = ba[m — 1]ba[m — 2] ...bq[0] je drugi operand XORa. *)
if v = NIL then return —1;
if h = 0: (* torej ce je v list *)
b; := vrednost, ki jo predstavlja pot od korena do v;
c:=b; xor by;
return c;
B := balh]; (* trenutni bit bg-ja *)
(* Poskusimo nadaljevati tako, da dobimo v rezultatu enico. *)
¢ := REK(v.otrok[l — B],h — 1, k, ba);
(* Morda jo lahko dobimo tako, da tu spremenimo en bit. *)
if k> 0 then ¢ := max{c, REK(v.otrok[3],h — 1,k — 1, bq xor 2")};
(* Sicer nadaljujmo tako, da dobimo v rezultatu niclo. *)
if ¢ < 0 then ¢ := REK(v.otrok[8],h — 1, k, ba);

glavni del programa:
¢ =0
pripravi drevo (trie) s korenom 7, na zacetku dodaj vanj le niz bo;
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for d :=1 to n:
¢* = max{c*, REK(r,m — 1,k,bq)};
dodaj niz by v drevo;

return c*;

Pri implementaciji je treba sicer Se nekaj pazljivosti, da funkcija REK ne bi porabila
po O(m) ¢asa za vsako raunanje c-ja ali primerjanje rezultatov iz dveh rekurzivnih
klicev. O podrobnostih tega gl. Bilten 2016, str. 58—-60.

Doslej smo se ukvarjali z razli¢ico (a) naSe naloge, pri kateri smemo v okviru
spreminjanja k bitov v vhodnih podatkih spreminjati tudi vodilne nicle, ki smo jih
vhodnim nizom dodali, da so vsi postali enako dolgi. Oglejmo si zdaj Se razliCico
(b), pri kateri vodilnih nicel ne smemo spreminjati.

Recimo, da smo prisli do nekega d in se sprasujemo, pri katerem ¢ < d zaceti,

da bo rezultat xorl ,a; ¢im ve&ji. Recimo, da je najdaljsi niz med ay, ..., aq dolg
u bitov in da je zadnji niz te dolzine nastopil na indeksu i. Loc¢imo dva primera.
(1) Ce je aq dolg manj kot p bitov: to pomeni, da so vsi nizi ait1, ..., aq krajsi

od p bitov, tako da, ¢e postavimo ¢ kamorkoli na to obmocje, bo tudi rezultat
krajsi od p bitov in s tem manjsi od kateregakoli stevila, dolgega vsaj p bitov —
na primer od rezultata, ki ga dobimo, ¢e postavimo ¢ = i. V tem primeru se torej
smemo omejiti na ¢ < i; pri takih ¢ pa vemo, da bo med stevili a¢, agt1,...,aq tudi
stevilo a;, ki je dolgo p bitov, zato lahko spremenimo katerihkoli k£ bitov hocemo
a;, ki bo zagotovo prisotno na obmodcju od ¢ do d. V tem primeru bi bilo torej
dobro imeti drevo, zgrajeno nad nizi a1, ...,a; (0z. natan¢neje: drevo, ki vsebuje
nize bo,...,bi—1), na njem pa bi pognali enak postopek kot pri razli¢ici (a), pri
Ccemer bi vse nize obravnavali kot dolge p bitov.

(2) Ce je aq dolg natanko u bitov: tu lahko Ze brez omejitve na £ < i spreminjamo
stevilu aq. Tu bi bilo torej dobro imeti drevo, zgrajeno nad vsemi dosedanjimi nizi,
prav kakor pri (a), in na njem tudi pognati enak postopek kot pri (a).

Nas postopek mora torej zdaj vzdrzevati dve drevesi, eno z vsemi dosedanjimi
nizi in eno do zadnjega najdaljSega niza; v slednje, ko pridemo do novega niza take
dolzine, dodamo vse nize, ki jih Se nismo. Ko pridemo do niza, ki je daljsi od vseh
doslej (torej ko se u poveéa), moramo obe drevesi tudi poglobiti na novi y (nizom
v mislih dodamo vodilne nicle, kar se v drevesu pozna tako, da od novega korena
do starega vodi zaporedje ene ali ve¢ povezav z oznako 0). ZapiSimo ta postopek s
psevdokodo:

pwi=1;4:=1; ¢ :=0;
pripravi drevesi (¢rie) s korenoma r in 7, na zacetku dodaj vanju le niz 0;
for d :=1 to n:

(* Na tem mestu velja: drevo s korenom r vsebuje nize bo,...,ba—_1,
drevo s korenom ¥ pa nize bg, ..., bi_1. Ce jed > 1, je niz a; dolg p.
Nizi ait1,.-.,ad—1 so krajsi od p. *)

if |ad| >
poglobi obe drevesi za |aq| — p nivojev; p = |aql;

if |ad| < u:

¢* = max{c*, REK(7, u — 1, k,bq) };
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else: (* torej pri |aq| = p *)
c¢* = max{c*, REK(r, u — 1, k,ba) };
while ¢ < d:
dodaj niz b; v drevo s korenom 7; i := ¢ + 1;
dodaj niz by v drevo s korenom 7;
return c*;

Za konec razmislimo Se o razli¢ici (¢), pri kateri so vsi a; z obmodja {0,1,2,3}.
Tedaj je tudi XOR veé zaporednih a; lahko le 0, 1, 2 ali 3. Ce je kakSen a; = 3,
vzemimo njega samega in imamo optimalni rezultat 3. Sicer, ¢e obstajata kaksna
dvojka in kaksna enica, uporabimo poljubno podzaporedje oblike 1,0,...,0,2 ali
2,0,...,0,1 (koliko je nicel, ni vazno, lahko ni tudi nobene) in imamo spet rezultat
3. Sicer, Ce obstaja kaksna dvojka, nam ta sama po sebi da optimalni rezultat, ki
je 3 (pri k > 0) ali 2 (pri k = 0). Sicer, ¢e obstaja kaks$na enica, nam sama po sebi
da optimalni rezultat 1. Sicer imamo zaporedje samih nicel; katerakoli od njih nam
sama po sebi da optimalni rezultat, ki je 1 (pri & > 0) ali 0 (pri & = 0). Povzetek
teh rezultatov kaze naslednja tabela:

Najvecji mozni XOR, Ce
obstaja kak a;
z vrednostjo in ce je

1 2 3 | k=0 &k

* *  da 3

da da ne

ne da ne

da ne ne
da ne ne ne

¥ ¥ ¥ x| O

O = N W

14. Prefiksna in postfiksna oblika

Predelavo izraza iz prefiksne oblike v postfiksno lahko opiSsemo s preprostim rekur-
zivnim razmislekom. Izraz je bodisi sestavljen iz enega samega naravnega Stevila
ali pa iz operanda in njegovih dveh operatorjev. V prefiksni obliki tega dvojega ni
tezko lo¢iti, saj moramo le pogledati, ée je na zadetku izraza operator ali §tevilo. Ce
je stevilo, je le-to ze samo po sebi izraz in je v postfiksni obliki enako kot v prefiksni,
torej ga lahko takoj tudi izpisemo. Ce pa je na zadetku operator, potem vemo, da
mu sledita podizraza, ki v prefiksni obliki opisujeta njegova operanda. Vsakega od
teh lahko z rekurzivnim klicem predelamo v prefiksno obliko, na koncu pa izpisemo
Se operator, ki smo ga prebrali na zacetku:

#include <iostream>
using namespace std;

void Predelajlzraz(istream &is, ostream &os)

{
char c; is >> ¢; // Preberimo prvi znak izraza.
if(c == 4! H c=="-" H c == "%' H c == '/') {
// Ce je prvi znak operator, preberimo oba operanda in ju izpisimo v postfiksni
// obliki. Med njima izpisimo presledek, na koncu pa Se operator.
Predelajlzraz(is, os); os << ' ';
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Predelajlzraz(is, os); os << ' ' << ¢; }
else {
// Sicer pa je izraz le Stevilo; preberimo ga do konca in ga izpisimo.
is.putback(c);
int n; is >> n; os << n; }

}

Ce je izraz dolg n znakov, je dasovna zahtevnost te resitve O(n), prostorska pa
tudi, kajti v najslabSem primeru je lahko rekurzija gnezdena O(n) nivojev globoko.
To se zgodi na primer pri izrazu oblike + 1 + 1 + 1...+ 1 + 1 1 (ki ga bo treba
predelati v 1 1...1 + +...+); tak izraz ima k plusov in k + 1 enic, rekurzija pa bo
sla k+1 nivojev globoko. Pri takih izrazih utegnejo nastopiti tezave s pomanjkanjem
prostora na skladu, zato je takrat bolje, ¢e rekurzivno resitev predelamo v iterativno,
pri kateri sami vzdrzujemo sklad. Nasa iterativna resitev bo v zanki pobirala ukaze
s sklada in jih izvajala. Ukaze predstavimo preprosto z znaki, pri ¢emer nam bo
znak ! (klicaj) pomenil, da moramo prebrati naslednji podizraz v prefiksni obliki in
ga izpisati v postfiksni obliki (to je torej ekvivalent vgnezdenega rekurzivnega klica
pri prvotni resitvi); poleg teh klicajev pa se lahko kot ukazi pojavijo Se operatorji
in presledki, ki jih moramo le izpisati na izhodni tok.

Ko pridemo do ukaza !, obdelamo naslednji izraz podobno kot prvotna resitev:
pogledamo njegov prvi znak; ¢e ni operator, je cel izraz le eno Stevilo in ga moramo
samo prebrati do konca in izpisati brez sprememb; ¢e pa je prvi znak operator,
moramo predelati prvi podizraz, izpisati presledek, predelati drugi podizraz, izpisati
presledek in konc¢no izpisati tisti operator, ki je bil v prefiksni obliki na zacetku, v
postfiksni pa mora biti na koncu. To je torej pet novih ukazov, ki jih dodamo na
sklad (seveda v obrnjenem vrstnem redu, da bodo blize vrhu sklada tisti ukazi, ki
jih je treba izvesti prej), da jih bo nasa glavna zanka séasoma izvedla.

#include <iostream>
#include <stack>
using namespace std;

void Predelajlzraz2(istream &is, ostream &os)

{
// Na skladu so ukazi, ki jih izvaja glavna zanka te funkcije. Klicaj pomeni,
// da mora obdelati podizraz, druge znake pa le izpise na izhodni tok.
stack<char> sklad; sklad.push('!");

// Ukaze bomo izvajali v zanki, dokler se sklad ne izprazni.
while (! sklad.empty())

{

// Preberimo naslednji ukaz s sklada.
char ¢ = sklad.top(); sklad.pop();

/] Ce je kaj drugega kot klicaj, ga le izpisemo.

if (c!="1") { 0s << c; continue; }

// Sicer moramo obdelati podizraz. Ali se zaéne na operator?
is >> ¢;
if(c=="+"||c=="-"||c=="*"||c=="/"){

// Podizraz se res zaéne na operator. Treba bo predelati prvi operand,
// izpisati presledek, predelati drugi operand in izpisati Se en presledek
// in operator. Dodajmo te ukaze na sklad.

sklad.push(c);
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sklad.push(' '); sklad.push('!");
sklad.push(' '); sklad.push('!"'); }
else {
// Podizraz je le Stevilo. Preberimo ga do konca in ga izpisSimo.
is.putback(c);
int n; is >> n; os << n; }
}
}

Nalogo lahko resimo tudi tako, da pregledujemo vhodni niz od konca proti zacetku.
To pomeni, da preden naletimo na neki operator, smo zZe v celoti prebrali tisti del
niza, ki predstavlja njegova dva operanda. Koristno je torej, ¢e smo do takrat ze
tudi predelali oba operanda in ju imamo nekje pri roki v postfiksni obliki; potem
je zdaj primeren trenutek, da pripravimo postfiksno obliko celotnega podizraza, na
katerega se nanasa pravkar prebrani operator: stakniti moramo torej niz s postfiksno
obliko levega operanda, presledek, niz s postfiksno obliko desnega operanda, Se en
presledek in na koncu Se pravkar prebrani operator. Vzdrzevali bomo sklad, na
katerega bomo odlagali tako predelane nize. To namre¢ pomeni, da ko pridemo do
operatorja, smo ravnokar v celoti prebrali in predelali njegova operanda, zato sta
njuna niza (v postfiksni obliki) na vrhu sklada, torej prav tam, kjer najlaze pridemo
do njiju.

#include <string>
#include <stack>
using namespace std;

string Predelajlzraz3(const string &s)

stack<string> sklad;
for (int i = s.size() — 1; i >= 0; ——i)

char ¢ = s]i[;

if(c=="+" [|e === [[e=="x" |l == /") {
// Trenutni znak je operator; na vrhu sklada sta njegova operanda,
// Ze predelana v postfiksno obliko. Prav na vrhu je levi operand,
// ker smo tega prebrali nazadnje, pod njim pa je desni operand.
string levi = sklad.top(); sklad.pop();
string desni = sklad.top(); sklad.pop();

// Dodajmo na sklad postfiksno obliko izraza, ki se v prefiksni obliki
// zacne s pravkar prebranim operatorjem.
sklad.push(levi + " " + desni + " " + ¢); }

else if (c >= '0' && c <= "'9")

// Trenutni znak je Stevka. Preberimo celotno stevilo, ki mu pripada.
int j = i; while (j >= 0 && s[j] >= '0' && s[j] <= "'9") —j;
// Znaki s[j + 1..i] tvorijo Stevilo. Dodajmo ga na sklad.

sklad.push(s.substr(j + 1, i — j));
i =]j+ 1; // stavek for bo izvedel e ——i in tako nadaljeval pri i = j

}

return sklad.top();

}
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Slabost pri tej resitvi je, da utegne na vhodnem nizu dolzine n porabiti O(nz) Casa.
Prinizu+ 1 + 1...+ 1 + 1 1 bomo na primer v zadnjem koraku stikali niza 1 (levi
operand) in 1 1...1 + +...+ (desni operand v postfiksni obliki) ter Se zadnji + na
koncu; desni operand je dolg O(n), tako da bo stikanje ze v tem zadnjem koraku
vzelo O(n) ¢asa. Ker se to zgodi tudi na vsakem nivoju gnezdenja znotraj desnega
operanda, se vsega skupaj nabere za O(n?).
nizov ne stikamo sproti, pa¢ pa jih hranimo v seznamih, povezane v verige (linked
lists), kajti dva taka seznama lahko staknemo v O(1) ¢asa. V C++ovi standardni
knjiznici lahko uporabimo razred list in stikamo z njegovo metodo splice. Krajse nize
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bomo zares staknili v en sam dolg niz Sele ¢isto na koncu:

#include <string>
#include <list>
#include <stack>
using namespace std;

string Predelajlzraz3b(const string &s)

stack<list<string>> sklad;
for (int i = s.size() — 1; i >=0; ——i)

}

char ¢ = sfi];
if(c == "+ |le=="=" |le=="s" [lc== /) {

// Trenutni znak je operator; na vrhu sklada sta njegova operanda,
// Ze predelana v postfiksno obliko. Prav na vrhu je levi operand,
// ker smo tega prebrali nazadnje, pod njim pa je desni operand.
list<string> levi = sklad.top(); sklad.pop();

list<string> desni = sklad.top(); sklad.pop();

// Dodajmo na sklad postfiksno obliko izraza, ki se v prefiksni obliki
// zacne s pravkar prebranim operatorjem.

levi.push_back(" "); levi.splice(levi.end(), desni);

levi.push_back({' ', c}); sklad.push(levi); }

else if (c >='0' && c <= '9")

{

}

// Trenutni znak je $tevka. Preberimo celotno Stevilo, ki mu pripada.
int j = i; while (j >= 0 && s[j] >= '0' && s[j] <= '9') ——j;

// Znaki s[j + 1..i] tvorijo Stevilo. Dodajmo ga na sklad.
sklad.push({s.substr(j + 1, i — j)});

i =]j+ 1, // stavek for bo izvedel Se ——i in tako nadaljeval pri i = j

// Staknimo skupaj nize v seznamu, ki smo ga dobili kot rezultat.
size_t dolzina = 0; for (auto &t : sklad.top()) dolzina += t.size();
string u; u.reserve(dolzina); for (auto &t : sklad.top()) u +=t;
return u;

15. Zbiratelj

Nalogo si lahko predstavljamo kot iskanje najkrajse poti po prostoru stanj, pri cemer
so stanja pari (¢, A), ki povedo, da se Ivan nahaja v trgovini kartela ¢ in ima mnozico

kartic A. Mozni prehodi pred stanji so potem naslednji:

Temu se lahko izognemo, ce krajsih
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e prodaja sli¢ice: (¢, A) — (¢, A — {z}), ¢e je x € A in Ce je kartel ¢ pripravljen
trgovati s slic¢ico x;

e nakup sli¢ice: (¢, A) — (¢, AU{z}), ¢e € A in je kartel ¢ pripravljen trgovati
s slic¢ico ;

e premik v drugo trgovino: (¢, A) — (u, A), ¢e kartela ¢ in u nista skregana in &e
je zu € A (sliGica z, je namreé pogoj za vstop v trgovino kartela u).

Stanj oblike (¢, A) je n - 2* (ker si lahko ¢ izberemo na n naé¢inov in ker sta za vsako
od k slic¢ic dve moznosti — lahko je v mnozici A ali pa ne), kar je Se obvladljivo,
ker je k pri tej nalogi majhen. Zacdetno stanje je (1,{1}), radi pa bi prisli v eno od
stanj (¢, {k}) za poljuben ¢.

Ker nas zanima le najmanjse stevilo korakov, lahko prostor preiskujemo z iska-
njem v Sirino. Pri tem vzdrzujemo vrsto, v kateri hranimo stanja, do katerih ze
poznamo najkrajso pot, nismo pa Se pogledali, kako se d& pot iz njih nadaljevati.
Na zacetku dodamo v vrsto zaCetno stanje, nato pa v vsakem koraku vzamemo sta-
nje z zacetka vrste in dodamo na konec vrste njegove sosede (e jih Se nismo). Da
ne bomo istega stanja obiskali po veckrat, si moramo nekje zapisati, da smo neko
stanje ze dodali v vrsto; dovolj je ze en sam bit za vsako mozno stanje.

Ker nam na koncu ne bo treba izpisati poteka poti, ampak le stevilo korakov
na njej, tudi ni potrebe, da bi si za vsako stanje hranili dolzino najkrajse poti do
njega; dovolj je ze, da imamo ta podatek za prvo stanje v vrsti in da si zapomnimo,
pri katerem stanju v vrsti se dolzina najkrajSe poti (od zaCetnega stanja do njega)
poveca za 1. (Med iskanjem v $irino namre¢ vedno velja, da so oddaljenosti stanj v
vrsti od zacetnega stanja urejene narascajoce in da se razlikujejo med seboj najvec
za 1.)

Da bomo lahko udinkoviteje nasteli stanja, v katera se lahko iz nekega (¢, A)
premaknemo, si je koristno vnaprej pripraviti za vsako kombinacijo stanja ¢ in sli¢ice
z seznam — recimo mu S(t, z) — tistih kartelov u, ki zahtevajo to slic¢ico (z, = )
in niso skregani s ¢. Potem lahko trgovine, v katere se lahko iz (¢, A) premaknemo,
nastejemo preprosto tako, da gremo v zanki po vseh x € A in znotraj nje v vgnezdeni
zanki po vseh u € S(t,z).

Iskanje v Sirino se naceloma konca, ko je vrsta prazna; takrat vemo, da smo
preiskali vsa stanja, dosegljiva iz zacetnega. Ker pa nas zanima le dolzina najkrajse
poti do najblizjega konc¢nega stanja, lahko postopek prekinemo takoj, ko dodamo
kaksno konc¢no stanje v vrsto, saj takrat zZe poznamo rezultat, ki ga bomo morali na
koncu izpisati.

#include <iostream>
#include <queue>
#include <vector>
using namespace std;

int main()

{

int k, n, m; cin > k > n >>m;

// z[t] = sli¢ica, potrebna za vstop v trgovino kartela t.
// Clt] = seznam sli¢ic, s katerimi se tam trguje.
vector<int> z(n); vector<vector<int>> C(n);
for (int t = 0; t < n; ++t) {

int r; cin >> z[t] >> r; ——z[t];
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while (r—— > 0) { int x; cin >> x; C[t].push_back(x — 1); } }

// skregan[t * k + u] = ali sta kartela t in u skregana.
vector<bool> skregan(n * n, false);
for (int i =0; i < m; ++i) {

int t, u; cin >>t >> u; —t; ——u;
skregan[t * n + u] = true; skregan[u * n + t] = false; }

// sosedje[t * k + x] = seznam kartelov u, ki imajo z[u] = x in niso skregani s t.
vector<vector<int>> sosedje(n * k);
for (int t = 0; t < n; ++t) for (int u = 0; u < n; ++u)

if (t!=u && ! skregan[t * n 4 u]) sosedje[t * k + z[u]].push_back(u);

// Dodajmo zadetno stanje v vrsto. Stanja predstavimo s celimi $tevili;

// spodnjih k bitov pove, katere sli¢ice imamo, visji biti pa, v kateri trgovini smo.
queue<int> vrsta; vector<bool> znano(n << k, false);

vrsta.push(1); znano[1] = true;

// Prvih nekaj stanj v vrsti je na oddaljenosti d korakov od zaletnega,
// tista od vkljuéno stanja dNasl naprej pa na oddaljenosti d + 1 korakov.
intd =0, dNasl = —1, rezultat = (k <=1) 70 : -1,

// Podprogram za dodajanje novega stanja v vrsto.
// Vrne , true”, & je to eno od kon&nih stanj.
auto Dodaj = [&, K] (int U) —> bool {

// Morda smo to stanje nasli Ze prej.
if (znano[U]) return false;

// Dodajmo ga v vrsto.
vrsta.push(U); znano[U] = true;
if (dNasl < 0) dNasl = U;

// Ali je to eno od konénih stanj?
if (U&((1<<k)—1))==(1<<(k—1))){ rezultat =d + 1; return true; }
return false; };

// Preiséimo prostor stanj v sirino.
while (! vrsta.empty() && rezultat < 0)

{

// Iz vrste poberimo stanje T, kjer smo v trgovini t.
int T = vrsta.front(); vrsta.pop();
intt=T >> Kk, slicice =T & ((1 << k) — 1);

// Ali je to stanje, pri katerem se oddaljenost od zacetnega poveca?
if (T == dNasl) { ++d; dNasl = —1; }

// Katere sli¢ice lahko tu kupimo ali prodamo?
for (int x : C[t])
// V katero stanje pridemo s prodajo/nakupom sli¢ice x?
if (Dodaj(T ~ (1 << x))) break;
if (rezultat >= 0) break;
// V katere trgovine gremo lahko iz tega stanja?
for (int x = 0; x < k && rezultat < 0; ++x) if (T & (1 << x))

// Imamo sli¢ico x, torej gremo lahko h kartelom u,
// ki imajo z[u] = x in niso skregani s t.
for (int u : sosedjeft * k + x])

if (Dodaj((u << k) | slicice)) break;

// lzpisimo rezultat.
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cout << rezultat << endl; return 0;

}

16. Stave

Nalogo lahko resujemo z neke vrste simulacijo, vendar moramo dobro razmisliti o
tem, kaksen tocno je za Metko najslabsi scenarij, po katerem sprasuje naloga, da
ga bomo potem lahko simulirali dovolj uc¢inkovito, saj iz omejitev v besedilu naloge
vidimo, da je udelezencev lahko veliko in tudi stevilo tock je veliko.

Oznacimo zacetne tocke v padajofem vrstnem redu kot a1 > az > ... > an
(Metka je torej ay).

Osebi a2 in vsem nadaljnjim, ki imajo enako stevilo tock kot az, bomo rekli ,,za-
sledovalna skupina“. Metka torej vedno stavi enako kot vecina zasledovalne skupine
(oz. kot ena od polovic, ¢e se zasledovalci glede na stavo razdelijo na dve enako
veliki skupini). Edini nacin, da se njena prednost pred zasledovalci zmanjsuje, je ta,
da ona in ,njena“ polovica (oz. ve€ina) zasledovalne skupine stavijo narobe, druga
polovica (oz. manjsina) pa pravilno. Da bo scenarij za Metko ¢im neugodnejsi, mora
biti njena polovica oz. ve€ina zasledovalne skupine ¢im manjsa (tako da bo ¢im vec
ljudi zmanjSalo zaostanek za Metko); najmanjSa mozna pa je [k/2] ¢lanov, ¢e ima
zasledovalna skupina k ¢lanov. ManjSa polovica zasledovalne skupine (tista, ki v
tem scenariju zmanjsa svoj zaostanek za Metko za eno toc¢ko) pa je potem velika
k — [k/2] = |k/2] ¢lanov. Za ostale ljudi (tiste, ki niso v zasledovalni skupini),
pa je koristno (in torej velja v za Metko najslabSem scenariju, po katerem sprasuje
besedilo naloge), ¢e tudi oni vsi stavijo pravilno, saj se bo tako tudi njihov zaostanek
za Metko zmanjseval.

Primer: recimo, da ima zasledovalna skupina 4 ¢lane in da je zacetno stanje tock
tako, kot ga kaze prva vrstica spodaj. Najneugodnejsi scenarij bi sel potem takole:

8222200...
8§8332211...
8433322...
8444433 ...

Tu se je cela zasledovalna skupina v 3 korakih povecala za 2, Metka za 0, ostali
ljudje pa za 3 tocke.

Ce pisemo ¢ = |log, k|, lahko zdaj v splosnem recemo, da (pri najslabsem sce-
nariju) zasledovalna skupina s k ¢lani v ¢ 4+ 1 korakih pridobi po ¢ tock, Metka
nobene, vsi ostali udelezenci pa pridobijo v tem &asu ¢ + 1 tock.?® Ce je bila na
zacetku takega cikla razlika med zasledovalno skupino in naslednjim udelezencem 1,

250 tem se lahko prepricamo z indukcijo po ¢. Oglejmo si najprej ¢ = 0; to se zgodi le pri
k =1 (kar je tudi najmanjSa mozna velikost zasledovalne skupine). Tam bo Metka stavila enako
kot ta edini zasledovalec in neugodni scenarij je, da se onadva zmotita, kasnejsi zasledovalci
pa pridobijo eno tocko. Metka torej ni dobila nobene tocke; zasledovalec je dobil ¢ = 0 tock;
kasnejsi zasledovalci pa 1 tocko, kar je ¢ + 1; prav to pa zatrjuje nasa trditev. Recimo zdaj,
da trditev drzi do vkljuéno ¢ — 1, torej za vse k < 2°. Preverimo, da velja potem tudi za c.
Vzemimo torej poljuben k z obmodja 2¢ < k < 2°T!. Najveéja mozna velikost ,,manjse polovice*
zasledovalne skupine — torej tiste, s katero Metka ne potegne in ki potem zmanjsa zaostanek za
njo (in pride v prednost pred vedjo polovico) — je po definiciji k' := |k/2]. V prvem koraku se
torej zasledovalna skupina velikosti k razcepi na dve manjsi, pri ¢emer skupina velikosti k' dobi
eno to¢ko in s tem postane nova zasledovalna skupina, preostanek (velikosti k — k') pa ne dobi
tocke; tudi Metka ne, vsi kasnejsi zasledovalci pa jo dobijo. Zdaj imamo zasledovalno skupino
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se bo do konca tega cikla zasledovalna skupina zlila z naslednjo in bo nastala vecja
zasledovalna skupina.

Clani zasledovalne skupine torej pridobijo povpreéno ¢/(c + 1) tock na korak,
ostali pa 1 tocko na korak. Zato je koristno, ce je zasledovalna skupina ¢im vecja, v
ta namen pa morajo vsi ostali tudi pridobivati tocke, da jo bodo ¢im hitreje dohiteli.
To je argument v prid temu, da naj ljudje, ki niso v zasledovalni skupini, vsi vedno
stavijo pravilno.

Recimo torej, da imamo Metko z a1 tockami, nato zasledovalno skupino £ ljudi z
a2 to¢kami, nato pa osebo ai42 z manj kot az tockami. Po [(a1 —az—1)-¢]| ciklih (s
po ¢+ 1 koraki v vsakem ciklu) se lahko zasledovalna skupina Metki toliko pribliza,
da jo bodo nekateri v naslednjem ciklu ze ujeli; tisto je potem bolje simulirati
posebej. Po drugi strani pa bo v az — ag42 — 1 ciklih zasledovalec ax+2 prisel tako
blizu zasledovalne skupine, da bi jo v naslednjem ciklu ze ujel in bi se zasledovalna
skupina povecala. Pogledati moramo torej, kaj od tega dvojega se zgodi prej, potem
lahko odsimuliramo ustrezno $tevilo ciklov in nato $e en korak (da vidimo, kako
se zasledovalna skupina spremeni), nato pa simulacijo po enakem postopku spet
nadaljujemo.

Kaksna je ¢asovna zahtevnost te resitve? Stevilo ciklov (s po ¢ + 1 koraki v
vsakem ciklu), ki se izvedejo v celoti, lahko preprosto izra¢unamo in jih tako tudi
odsimuliramo vse v enem zamahu, kot da bi Slo za en sam korak; temu sledi cikel,
ki se izvede le delno, torej ga sestavlja < ¢ korakov, in na koncu tega delnega cikla
bodisi nekdo iz zasledovalne skupine prehiti Metko (in nasa simulacija se s tem lahko
kon¢a) bodisi naslednja skupina (tista za zasledovalno) dohiti zasledovalno skupino
in se obe zdruzita v eno, vecjo zasledovalno skupino. Tako je torej prejsnji odstavek
odsimuliral O(c) korakov in zmanjsal Stevilo skupin za 1 (skupino tukaj tvorijo vsi,
ki imajo enako $tevilo tock). Ce smo imeli na zacetku s skupin, smo izvedli torej
O(c - s) korakov; in to je naprej reda O(c - n), saj skupin ne more biti ve¢ kot ljudi,
teh pa je n.

Skupine lahko hranimo v seznamu kot pare (Stevilo ljudi, stevilo tock) in enega
koraka simulacije potem ni tezko izvesti v O(s) ¢asa. Z nekaj pazljivosti pri imple-
mentaciji pa lahko to Se izboljSamo. Videli smo, da v posameznem koraku vecina
ljudi dobi tocko — edini izjemi sta Metka in vecja polovica zasledovalne skupine.
Namesto da gremo v takem primeru z zanko po vseh skupinah (razen ene) in jim
povecujemo stevilo tock za 1, imamo lahko neko globalno spremenljivko in v tem
primeru povecamo za 1 le njo, nato pa stevilo tock pri tisti skupini, ki ne dobi tocke,
zmanjsamo za 1. Tako imamo pri vsakem koraku le O(1) dela in ¢asovna zahtevnost
celotne resitve je O(c- n). Spomnimo se, da je ¢ = O(logk), pri ¢emer je k Stevilo
ljudi v zasledovalni skupini, kar je seveda < n; tako je torej casovna zahtevnost nase
resitve O(nlogn).

Oglejmo si se implementacijo te resitve v.C++. Predpostavili bomo, da so
podatki Ze organizirani v skupine in urejeni padajoce po stevilu tock; pravzaprav pa,

velikosti k’, kar lezi na obmodju 20/ <K < 2C/Jrl za ¢’ := ¢ —1; zato po induktivni predpostavki
v naslednjih ¢’ 4+ 1 korakih ta skupina pridobi ¢’ to¢k, Metka nobene, vsi ostali udelezenci pa
¢’ + 1 tock. Ce to zdruzimo z dogajanjem v prvem koraku in upostevamo, da je ¢/ + 1 = ¢,
dobimo ravno rezultat, o katerem govori nasa trditev: skupaj je bilo 1+ (¢/ +1) = ¢+ 1 korakov;
Metka ni dobila nobene tocke; manjsa polovica zasledovalne skupine je dobila 1 + ¢’ = ¢ tock;
vecja polovica zasledovalne skupine je dobila 0 + (¢’ + 1) = ¢ toc¢k; ostali udelezenci so dobili
1+ (¢ +1)=c+1 tock. O
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ker za nas absolutno stevilo tock ni pomembno, pac pa le zaostanek za Metko, bomo
predpostavili, da so v podatkih ti zaostanki (in da so skupine urejene naraséajoce
po zaostanku). To pa tudi pomeni, da Metke v podatkih ni treba predstavljati
eksplicitno; spodnja resitev pricakuje v seznamu skupin le druge udelezence, ne pa
Metke same.

#include <vector>
#include <limits>
#include <algorithm>
using namespace std;

typedef int_fast64_t myint;
struct Skupina { myint k, z; }; // k ljudi, z to¢k zaostanka

// Predpostavimo, da dobimo skupine urejene naras€ajoce po zaostankih za Metko
// in da Metka ni vsteta v prvo skupino. Funkcija vrne stevilo korakov, v katerih
// Metke gotovo ne bo nih&e prehitel; e je ne bo nikoli prehitel nihée, vrne —1.
myint Stave(vector<Skupina> v)

const myint inf = numeric_limits<myint>::max();
int n = v.size(); // Stevilo skupin

// Robni primer: &e je poleg Metke samo en (ali celo noben) udelezenec,

// se vrstni red ne bo nikoli spremenil.

if (n==0]| n==1&& v[0].k == 1) return —1;

// Sicer izvedimo simulacijo. , dz" pove, da se je zaostanek vseh udeleZencev doslej
// Ze zmanjsal za ,,dz" in da v seznamu ,,v" to ni upostevano.

myint stKorakov = 0, dz = 0;

// Na zaletek in konec tabele vrinimo straZarja; veljavne skupine so na indeksih i...n.
v.insert(v.begin(), Skupina{}); v.push_back({}); int i = 1,

while (true)

Skupina &sl = v[i], &s2 = v[i + 1];
myint z1 = sl.z — dz; // dejanski zaostanek prve skupine

// Ce imata vsaj dva &loveka enako tock kot Metka, jo lahko e v naslednjem
// koraku eden od njiju prehiti.
if (z1 == 0 && sl.k > 1) break;

// lzraéunajmo dolZino cikla.
int ¢ = 0; while ((s1.k >> ¢) > 1) ++c¢;

// V vsakih ¢ + 1 korakih pridobi skupina s1 po c to¢k, Metka nobene,

// ostale skupine po ¢ + 1 tock.

// Koliko ciklov lahko naredimo v celoti, ne da bi kdo iz prve skupine ujel Metko?
myint nc = (c==0)?inf: (z1==0)?70:(z21 —-1) / ¢

// Koliko ciklov lahko naredimo v celoti, ne da bi naslednja skupina ujela prvo?
if (i + 1 <= n) nc = min(nc, s2.z — sl.z — 1);

// lzvedimo te cikle.
stKorakov += (c + 1) * nc; dz += (c + 1) * nc; sl.z += ng;

// Ker zdaj ne moremo odsimulirati $e enega celega cikla, odsimulirajmo en korak.

// Med izvajanjem tega , delnega cikla" korak za korakom se lahko Stevilo skupin

// za&asno poveéa za 1, ker prva skupina razpade na vecjo in manjso polovico. Na sreco
// je ,v[i — 1]" gotovo veljaven, ker smo na zaletek vektorja ,v" vrinili straZarja.

// To povecanje stevila skupin je le zadasno, saj bo na koncu tega , delnega cikla"

// bodisi nekdo prehitel Metko (in bo konec simulacije) ali pa bo druga skupina
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// dohitela prvo (in se bosta zdruZili v eno samo skupino).
myint manjsina = sl.k / 2; myint vecina = sl.k — manjsina;

if (manjsina == 0) {
// Prvo skupino tvori en sam ¢&lovek. Ali ga ujame druga skupina?
if (s2.z — sl.z == 1) { s2.k += vecina; ++i; } }

else {

// Manjsina prehiti vecino za 1 tocko. Ali pri tem prehiti Metko?
if (z1 == 0) break;

// Ce druga skupina pri tem koraku dohiti ve&ino, si lahko mislimo,

// da se je ta vecina le premaknila iz prve skupine v drugo.

if (i+1<=n && s2.z— sl.z==1) { s2.k += vecina; sl.k = manjsina; }
// Sicer pa prva skupina res razpade na dve manjsi.

else { v[——i] = { manjsina, sl.z }; s1.k = vecina; ++sl.z; } }

// V tem koraku se zaostanek za Metko vsem zmanjsa za 1 (razen tistim, pri
// katerih ostane nespremenjen, tem pa smo Ze povelali z za 1).
+-+stKorakov; +-+dz;

return stKorakov;

}

Na zadetek in konec zaporedja skupin (vektor v) smo vrinili Se po eno skupino
kot strazarja; strazar na koncu zagotavlja, da bo referenca s2 na drugo skupino
vedno veljavna, Cetudi je v resnici skupina samo ena; strazar na zaCetku pa nam
olajSa vrivanje nove skupine na za¢etku seznama (kajti med simulacijo posameznih
korakov se lahko stevilo skupin poveca za 1, ko zasledovalna skupina razpade na
manjso in vecjo polovico; je pa to povecanje le zacasno, kajti na koncu tega delnega
cikla bo bodisi manjsa polovica prehitela Metko in bo simulacije konec bodisi se bo
vedja polovica zlila z naslednjo skupino in se bo Stevilo skupin spet zmanjsalo za 1).

Razmislimo za konec Se o tem, koliksna Stevila dobimo kot rezultate pri tej
nalogi. Videli smo, da pri ciklu dolzine ¢ dobijo ¢lani zasledovalne skupine povprec¢no
¢/(c+ 1) tock na cikel, ¢lani ostalih skupin po 1 tocko na cikel, Metka pa nobene.
Najpocasneje jo bodo torej dohitevali pri ¢ = 1, kar se zgodi pri skupini dolzine
E = 2¢ = 2. Ce ima Metka na zadetku simulacije t tock, poleg nje pa sta le Se
dva udelezenca s po 0 tockami, bo trajalo 2t korakov, preden jo bosta dohitela
(v naslednjem koraku pa jo lahko eden od njiju Ze prehiti). Besedilo pravi, da je
t < 106, tako da bodo 64-bitna cela §tevila dovolj velika za nae potrebe.

17. Zamik

Preprosta, a neucinkovita resitev je, da vsaki¢ zamenjamo po dva zaporedna zaboja.
Ce to delamo po vrsti od leve proti desni, se vsi zaboji zamaknejo cikli¢no za eno
mesto v levo. Primer za n = 5 (v vsaki vrstici sta pod¢rtana tista dva zaboja, ki ju
bomo zamenjali v naslednjem koraku):
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Ce to ponovimo k-krat, bomo zamaknili zaboje za k mest, kot zahteva naloga. Tega
ni tezko zapisati z dvema gnezdenima zankama:

void Zamakni(int n, int k)

{
for (int i = 0; i < k; ++i) for (int j = 1; j < n; ++j) Zamenjaj(j — 1, j);

}

Slabo pri tej resitvi je, da porabimo O(n - k) ¢asa, kar je v najslabSem primeru
O(n?).

Se ena preprosta resitev je, da vzdrzujemo par tabel s podatki o tem, kje se
zaboji nahajajo. Vsak zaboj v mislih ostevil¢imo s Stevilko mesta, na katerem je
stal, preden smo zaboje zaceli premikati. Pojdimo potem v zanki od leve proti desni
po mestih in se pri vsakem mestu vprasajmo: na mestu ¢ mora v koncnem stanju
tabele stati zaboj Stevilka (¢ + k) mod n; kje stoji ta zaboj zdaj? To nam pove
ena od nasih tabel, tako da ga lahko zdaj zamenjamo s tistim, ki na mestu i stoji
trenutno.

void Zamakni2(int n, int k)

{
vector<int> zaboji(n); // zaboji[i] = stevilka zaboja na mestu i.
vector<int> kjele(n);  // kjeJe[i] = mesto, na katerem je zaboj Stevilka i.
for (int i = 0; i < n; ++i) kjede[i] = i, zaboji[i] = i;
for (int i =0;i < n; ++i)
{

// Kje je trenutno tisti zaboj, ki mora na koncu priti na mesto i?
int j = kjeJe[(i + k) % n];
if (j !=1) Zamenjaj(i, j);
// zi in zj sta zaboja, ki smo ju pravkar zamenjali.
int zi = zaboji[i], zj = zaboji[j];
// Vpisimo njun novi polozaj v nasi dve tabeli.
kjele[zi] = j; kjede[z]] = i;
zaboji[i] = zj; zaboji[j] = zi;
}
}

Tako moramo izvesti najve¢ n — 1 zamenjav, saj z vsako zamenjavo vsaj en zaboj
pride na svoje pravo konéno mesto in ga odtlej ne bomo ve¢ premikali. (Ko pa
je n — 1 zabojev na pravih mestih, je tudi preostali n-ti zaboj na pravem mestu.)
Casovna zahtevnost te resitve je le O(n), vendar pa porabi tudi O(n) prostora za
pomozni tabeli.

Videli smo, da je treba naceloma zaboje premakniti za k mest v levo; na mesto ¢
pride zaboj z mesta ¢+ k, dokler nam desni rob skladis¢a ne za¢ne povzrocati kompli-
kacij. Recimo, da za zacetek sistematic¢no kli¢emo Zamenjaj(i, i + k) po narascajoc¢ih
i. Oglejmo si primer za n =11, k = 3.
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V prvih k korakih smo torej lepo zamenjali prvih k zabojev z naslednjimi k£ zaboji
(ki so pri tem ze prisli na svoje pravo mesto). V naslednjih k korakih bi podobno
prislo na pravo mesto Se naslednjih k zabojev, prvih k£ pa bi se pomaknilo se za k
mest v desno:

3450126789 10 (prejSnje stanje)
345612078910
345672018910
345678012910

Zdaj pa imamo desno od skupine prvih k zabojev (torej [0, 1, 2] v gornjem primeru)
nepopolno skupino, dolgo le  := n mod k zabojev. Ce z zamenjavami nadaljujemo
po enakem postopku kot doslej, bomo lahko izvedli le Se r zamenjav, nato pa trcili
ob desni rob skladis¢a; pri tem pride zadnjih r zabojev (v gornjem primeru sta
to zaboja [9,10]) na prava mesta, prvih r zabojev (pri nas sta to [0,1]) pride na
konec skladisca, preostalih k — r izmed prvih k zabojev (pri nas je to [2]) pa se ne
premakne:

3456780 1 29 10 (prejinje stanje)
3456789 1 2010
34567891020 1

Na levih n — k mestih so ze pravi zaboji. Prvih k zabojev pa je prislo na najbolj
desnih k£ mest, kar je tudi dobro, vendar so se pri tem malo pomesali; morali bi
biti v enakem vrstnem redu, kot so bili na zacetku: [0,1,2], ne pa [2,0,1], kar smo
dobili zgoraj. Tezava je bila v tem, da je prislo prvih r zabojev cisto na konec
skladi$¢a, mi pa bi radi, da bi desno od njih stalo $e naslednjih k — r zabojev. Ce
zdaj to skupino k zabojev na desnem koncu skladis¢a zamaknemo cikli¢no za k — r
mest v levo, bo prisla ravno v tako stanje, kot ga zelimo. V nasem primeru imamo
r=nmod k =11 mod 3 =2, zato k —r =3 — 2 =1 in dobimo:

345678910 201
345678910 021
345678910 01 2

(prejsnje stanje)

(konéno stanje)

Z oglatimi oklepaji smo oznacili del skladisca, ki v tem novem ciklicnem zamiku ni
sodeloval (torej levih n—k mest). S tem zamikom je prislo skladis¢e v Zeleno konéno
stanje. Novi ciklicni zamik lahko seveda izvedemo na enak nacin kot prvotnega:
pocasi povedujemo i in vsakié zamenjamo zaboja na mestih i in i + &k, pri ¢emer
je k' nas$ novi zamik, torej k — r. Na koncu tabele se morda pojavi potreba po se
manjsem tretjem zamiku in tako naprej; prej ali slej pa se enkrat zgodi, da je r =0
in takrat vemo, da je tudi zadnjih nekaj zabojev na pravih mestih (naslednji zamik
bi zahteval, da zamaknemo zadnjih k zabojev za k — r = k mest v levo, pri ¢emer
pa se seveda ne bi ni¢ spremenilo).

void Zamakni3(int n, int k)

// d = dolZina obmo¢&ja (mestan — d, ..., n — 1), na katerem trenutno
// izvajamo cikli¢éni zamik za k mest v levo.
for (inti=0,d=n;i<n;it++)

{
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if (i +k==n){
// Prisli smo do konca skladis¢a. Zadnjih k zabojev bo treba cikli¢no
// zamakniti za r mest v desno oz. k — r v levo. Poseben primer:
// pri r = 0 ni treba zamikati za k mest v levo, saj se s tem ni¢ ne spremeni.
intr=d % k;
d=k;
k=(k—-r)%d;}
if (k == 0) break;
Zamenjaj(i, i + k);

}

Izkaze se, da izvede ta reSitev popolnoma enako zaporedje zamenjav kot prejsnja
(Zamakni2), pri tem pa porabi le O(1) dodatnega pomnilnika namesto O(n).

Se ena elegantna ideja pa je naslednja. Recimo, da zamenjamo zaboja na mestih
0 in k, nato na k in 2k, nato na 2k in 3k in tako naprej. S prvo od teh zamenjav pride
zaboj z mesta k na mesto 0, torej prav tja, kamor ga hocemo premakniti. Podobno
druga zamenjava premakne zaboj z mesta 2k na mesto k, kot si tudi zelimo; in tako
naprej. Vsaka od teh zamenjav pa premakne za k mest v desno tisti zaboj, ki je bil
prvotno na mestu 0. Ko tako gledamo po vrsti mesta 0, k, 2k, 3k,..., ti indeksi
seveda sCasoma postanejo > n; recimo na primer, da je ak prvi veckratnik k-ja, ki je
> n; zato je ak < n+k in ak mod n < k. Zaboj z mesta ak mod n mora ob zamiku
za k mest v levo skocCiti z levega konca skladisca na desni konec in se premikati
naprej v levo od tam; pristane na mestu (ak mod n) — k + n, kar je ravno enako
(a—1)k mod n = (a— 1)k — prav to pa je mesto, pri katerem smo izvedli zamenjavo
z mestom ak mod n. Z nasimi zamenjavami med mesti, ki so zaporedni veckratniki
stevila k, lahko torej nadaljujemo tudi po tistem, ko dosezejo in presezejo n, le da
moramo takrat od njih gledati samo ostanke po deljenju z n:

0, k mod n, 2k mod n, 3k modn, ....

Ker imamo le n razlicnih mest, se zacno ti ostanki prej ali slej ponavljati. Recimo,
da je prvi ostanek, ki se pojavi drugi¢, bk mod n, ki je recimo enak ck mod n za neki
¢ > b. Toda to pomeni, da je (¢ — b)k mod n = 0, torej se je moral Ze ostanek 0
pojaviti znova (po c—b korakih od zadetka). Prvi ostanek, ki se pojavi drugié, je torej
ostanek 0; recimo, da se prvi¢ ponovi po u korakih: uk mod n = 0. V tem primeru
naj bo zadnja zamenjava, ki jo Se izvedemo, tista med mestoma (u — 2)k mod n
in (u — 1)k mod n. Ta premakne zaboj z mesta (v — 1)k mod n za k mest v levo,
kot je prav, na njegovo mesto pa premakne zaboj 0 (spomnimo se, da so vse nase
zamenjave doslej premikale zaboj 0 za k mest v desno). Zaboj 0 je zdaj na mestu
(u — 1)k mod n, ¢e pa bi se od tod premaknil Se za k mest v desno, bi priSel na
uk mod n = 0, torej stoji zdaj ravno k& mest levo od svojega prvotnega polozaja —
to pa je tocno tam, kjer ga hocemo.

Tako torej vidimo, da smo z zanko, ki smo jo ravnokar opisali, uspesno zamaknili
za k mest v levo vse zaboje na mestih, ki smo jih obiskali. Katera mesta pa so to in
katera so nam $e ostala? Stevilo oblike ak mod n dobimo tako, da od ak odstejemo
neki veckratnik n-ja; torej lahko to stevilo zapisemo kot ak —bn. Naj bo d najmanjsi
skupni veckratnik k in n; pi§imo k =d- K inn=d-N (in za K in N potem vemo,
da sta si tuja, kajti ¢e bi imela kak skupen prafaktor, bi ta postal del skupnega
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veckratnika d); potem je ak — bn = (a/X — bN)d. Indeksi mest, s kateri smo imeli
doslej opravka, so torej sami veckratniki d-ja. Na obmocju od 0 do n — 1 je takih
veckratnikov N, saj smo rekli, da je n = d - N. V prejsnjem odstavku smo videli,
da smo obiskali u takih veckratnikov in da so bili vsi razli¢ni; torej je u < N. Ali je
mogoce, da bi bil u < N7 Vemo, da je uk mod n = 0, torej za neki v velja uk = vn,
torej uKK = vNN; desna stran je veckratnik N, torej mora biti leva tudi; in ker je K
tuj N-ju, je lahko uK veckratnik N-ja le tako, da je Ze u sam po sebi veckratnik
N-ja. Torej je nemogoce, da bi bil u < N; veljati mora v = N. Vidimo torej, da
smo obiskali vseh N takih indeksov (z obmodja od 0 do n — 1), ki so veckratniki
d-ja, in pravilno premaknili njihove zaboje za k mest v levo.

Nase skladisce z n mesti si lahko predstavljamo kot razdeljeno na N skupin s
po d mesti. Vidimo, da smo zaenkrat uspesno obdelali prvo mesto v vsaki skupini.
Ce bi naso zanko namesto pri 0 zaceli pri 1, bi bilo vse skupaj ¢isto podobno, le da
bi obdelali drugo mesto v vsaki skupini. Podobno bi potem lahko zaceli zanko Se
pri 2 in tako obdelali tretje mesto v vsaki skupini; in tako naprej. Tako smo dobili
naslednjo resitev:

for z:=0tod—1:
1= z;
while true:
j = (i+ k) mod n; if j = z break;
Zamenjaj(i,7); i := J;

Stevilo d je, kot smo rekli, najmanjsi skupni delitelj n in k; lahko bi ga torej racunali z
Evklidovim algoritmom, vendar gre tudi brez tega. Spomnimo se, da v prvi iteraciji
nasSe zunanje zanke, torej pri z = 0, obis¢emo natanko vse take indekse, ki so
veckratniki d; najmanjsi nenicelni indeks med njimi je potemtakem ravno d sam;
lahko si ga torej takrat zapomnimo in ga ne bo treba posebej racunati. Zapisimo se
implementacijo te resitve v C++:

void Zamakni4(int n, int k)

for (intz=0,d=n; z<d; ++2)
// Zamaknimo vse zaboje na mestih oblike a * ged(n, k) + z.
for (inti=z;)
// Zaboj na mestu i bomo zamenjali s tistim k mest naprej.
intj=(i +k) % n;
// Ko pridemo nazaj na zaletni indeks z, kon¢amo.
if (j == z) break;

// Pri z = 0 je najmanjsi neniéelni indeks, ki ga bomo dosegli,
// ravno ged(n, k); zapomnimo si ga v d.
if(z==0&& j<d)d=j;

Zamenjaj(i, j); i = j; // Zamenjajmo zaboja na mestih i in j.

Tudi ta resitev porabi O(n) ¢asa in O(1) dodatnega pomnilnika.
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18. Cloveske ribice

Jamski sistem pri tej nalogi ima obliko drevesa, kakrsnih smo navajeni tudi iz teorije
grafov: sobane so tocke oz. vozliséa drevesa, hodniki pa povezave med njimi. Zato
bomo uporabljali tudi druge obicajne izraze s tega podrocja, kot so poddrevesa,
starsi in otroci ipd.

Rekli bomo, da je tocka u polna, ¢e je zapolnjen ze ves prostor v tej tocki (vy
enot prostornine), na povezavi od nje do njenega starsa (v;, enot) in ¢e so polni tudi
vsi njeni otroci.

Izziv pri tej nalogi je predvsem, kako ucinkovito ugotoviti, kam se steka voda,
ko jo érpamo v tocko a. Ce je a polna, moramo iti na¢eloma od nje gor po drevesu,
dokler ne naletimo na prvega takega prednika, ki ni poln — recimo mu b; ¢e a ze
sama ni polna, pa vzemimo kar b := a. Iz b zdaj tec¢e voda navzdol v najglobljega
ne-polnega otroka, iz tega spet v najglobljega njegovega ne-polnega otroka in tako
naprej, dokler ne pristane v neki taki tocki (recimo ji ¢), ki sama Se ni polna, nima
pa nobenih ne-polnih otrok.

Tezava je, da je lahko drevo precej izrojene oblike in pot od a prek b do ¢ je lahko
dolga O(n) korakov. Ce se bomo tega lotili preveé naivno, bo ¢asovna zahtevnost
nase reSitve na koncu O(n - k). Uéinkovito moramo torej znati odgovarjati na na-
slednji dve vrsti vprasanj: (1) Kateri je najbliZji a-jev ne-poln prednik? (2) Katera
je naslednja tocka v b-jevem poddrevesu, v katero se bo stekala voda?

Vrstnega reda, v katerem se voda nabira v tockah, ni tezko doloc¢iti po pravilih
iz besedila naloge: preden se za¢ne voda nabirati v u, mora zapolniti vse njegove
otroke, to pa poéne po padajoci globini teh otrok (najprej gre v najglobljega). Tega
ni tezko zapisati z rekurzivnim postopkom:

globalna spremenljivka: seznam R;

podprogram REKURZIJA(u):
za vsakega u-jevega otroka t po padajocCi globini g;:
REKURZIJA(1);
dodaj u na konec seznama R;

glavni del postopka:
R := prazen seznam;
REKURZIJA(koren);

Na koncu tega postopka bomo imeli v seznamu R vrstni red, v katerem se voda
nabira v tockah. Za vsak uw naj bo zdaj z, polozaj tocke u v tem vrstnem redu.
Odgovor na vprasanje (2) je torej: voda se steka v tistega b-jevega ne-polnega
potomca ¢ (mimogrede opozorimo, da Stejemo med b-jeve potomce tudi b-ja samega),
ki ima najmanjso vrednost z..

Koristno bi bilo torej imeti podatkovno strukturo, v kateri bi hranili ne-polne
tocke, urejene po z, torej po njihovem polozaju v vrstnem redu R. Obenem se
mora dati v tej strukturi hitro poiskati, kateri med b-jevimi potomci v njej ima
najmanjsi z. Na sreco lahko iz postopka, s katerim smo dolocili vrstni red R in iz
njega izhajajoce z-je, vidimo, da tocka b in njeni potomci pokrivajo neko strnjeno
podzaporedje vrstnega reda R (kajti ko je nas podprogram REKURZIJA vstopil v b, je
potem najprej obiskal vse b-jeve potomce in jih dodal v R, nato pa je dodal tja Se b-ja
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samega; vmes nikoli ni izstopil iz b-jevega drevesa in dodajal v R Se kaksnih drugih
tock, ki bi lezale zunaj tega poddrevesa). Naj bo torej zdaj z,, minimum vrednosti
z po vseh potomcih tocke u. Tega ni tezko racunati rekurzivno (in ta izrac¢un lahko
kar vklju¢imo v zgoraj omenjeni rekurzivni postopek, s katerim dolo¢imo vrstni red
R): za liste je 2z, = z., za notranja vozlii¢a pa je z, := min; z; po vseh otrocih ¢
vozlisca w.

V nasi poizvedbi po podatkovni strukturi ne-polnih tock lahko torej vprasanje
,kateri med b-jevimi potomci ima najmanjsi z?7“ izrazimo kot ,katera izmed tock,
ki imajo z na obmodju z, < z < 2zp, ima najmanjsi 2?“ Primerna struktura za nag
namen je kak$na od uravnotezenih drevesastih struktur, na primer rdece-¢rno drevo
(v C++ lahko uporabimo razred map iz standardne knjiZnice); recimo mu N, ker
bomo v njem hranili z-je ne-polnih tock. Potem lahko v O(logn) c¢asa poiSéemo
v N najmanjsi tak element z, ki je > z; (tak element zagotovo obstaja in pripada
enemu od b-jevih potomcev, saj b ni poln, torej bomo v N, ¢e ne drugega, nasli b-ja
samega).

Razmislimo zdaj Se o vprasanju (1), torej kako poiskati najblizjega a-jevega ne-
polnega prednika b. Ce a 7e sam ni poln, vzamemo za b kar njega in smo kondali.
Ce pa je a poln, pois¢imo najprej njegovega zadnjega (najvisje lezeGega) polnega
prednika, recimo b'; star$ tega b’ je potem prvi ne-polni prednik, torej na$ iskani
b. (Lahko se tudi izkaZe, da je b’ koren jame in starsa sploh nima; tedaj je celoten
jamski sistem Ze poln in vanj sploh ni mogoce ve¢ dodajati vode.) Mozne vrednosti
b’ so le take tocke, ki so polne, nimajo pa polnega starsa; to so torej tocke, ki bi
jih bilo dobro hraniti v nekaksni podatkovni strukturi, kjer bi jih lahko dobili kot
odgovor na poizvedbe tipa (1).

Ce si mislimo neko tako togko b’ in vzamemo za a katerega koli njenega potomca,
mora biti odgovor na vprasanje ,kateri je zadnji a-jev polni prednik?*“ v vsakem
primeru ravno b'. Spomnimo se, da v naem vrstnem redu R (ki smo ga vpeljali
malo prej) vsi ti a-ji, torej vsi potomci tocke b, stojijo skupaj, kot zadnja med njimi
pa stoji ravno tocka b’. Torej so z-ji teh tock zaporedna cela $tevila, najveéji med
njimi pa je zp. Imejmo torej Se eno rdece-¢rno drevo, recimo mu P (ker vsebuje
polne tocke) in hranimo v njem z-je tistih polnih tock, ki nimajo polnega starsa.
Ko nas potem zanima najvisji polni prednik polne tocke a, moramo le poiskati v P
najmanjsi tak z, ki je > z,. Zanj potem vemo, da mora pripadati pravemu b’ (torej
vzamemo b’ := R|[z]), kajti izmed tock, ki imajo z nekje vmes med z, in 2/, nobene
nimamo v P (vse te tocke so namre¢ potomci tocke b’ in zato prav gotovo nimajo
ne-polnega starsa).

Zdaj imamo vse, kar potrebujemo, da lahko opisemo naso resitev s psevdokodo:

pripravi vrstni red R in z-je (z, = polozaj tocke u v R);
dodaj vse ne-polne tocke v N;
dodaj v P vse polne tocke, ki nimajo polnega starsa;
za vsako polnjenje (a, £):
while ¢ > 0:
if a ni polna: b:= q;
else:

if b’ je koren then break; (* jama je cisto polna *)
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b := stars tocke b’;
¢ := ne-polni potomec b-ja z najmanj$im z (poizvedba v N);
A := min{/,v.}; zmanjsaj £ in v, za A;
if A > 0 and v, = 0 then izpisi, da se je sobana ¢ zdaj zapolnila;
A := min{/, v, }; zmanjSaj £ in v, za A;
if je ¢ zdaj polna then pobrisi jo iz N, dodaj jo v P
in od tam pobrisi njene otroke;

Kaksna je ¢asovna zahtevnost te reSitve? Vsaka iteracija notranje zanke (while
¢ > 0) bodisi zapolni neko tocko ¢ bodisi zakljuéi trenutno polnjenje (ker pade ¢
na 0). Prvo se lahko zgodi le O(n)-krat (ker se vsaka tocka zapolni najvec enkrat),
drugo le k-krat (enkrat za vsako polnjenje), torej se izvede najve¢ O(n + k) iteracij
te zanke. Pri vsaki iteraciji imamo po najvec¢ eno poizvedbo v P in N, kar traja
O(logn) Casa; skupaj (po vseh iteracijah) je to O((n + k)logn). Poleg tega vsako
tocko najvec enkrat dodamo v N, pobrisemo iz N, dodamo v P in pobrisemo iz P,
kar je skupaj $e O(n) operacij na rdece-¢rnih drevesih, ki trajajo vsaka po O(logn)
Casa; skupaj O(nlogn). Poleg tega smo morali pri pripravi vrstnega reda R urediti
otroke vsake tocke po globini, kar pri tocki z n; otroki vzame O(n; logn;) Casa; ce
seStejemo to po vseh tockah, dobimo O(3 ", nilogn:) = O( >, nilogn) = O(nlogn)
Casa. Vsega skupaj je tako dasovna zahtevnost nase resitve O((n + k) logn).

Preden si ogledamo konkretno implementacijo v C+4, omenimo se eno ali dve
malenkosti, na kateri je dobro biti pozoren pri implementaciji. Pri tvorbi vrstnega
reda R smo doslej opisali rekurzivni postopek, vendar gre lahko ta rekurzija O(n)
nivojev globoko, zato je v praksi varneje, ¢e to rekurzijo predelamo v iteracijo, da
ne bo tezav s prekoracitvijo prostora na skladu. Nasa spodnja resitev vzdrzuje med
tem postopkom svoj sklad s pari (u,b), ki ji povedo, da zdaj zacenja (e je b = true)
oz. zakljucuje (&e je b = false) obdelavo poddrevesa, ki se za¢ne pri tocki u. Ko vstopi
v tako poddrevo, doda na sklad zapise za zakljucek obdelave b-jevega poddrevesa
in za zacetek obdelave b-jevih otrok; otroke mora dodati na sklad tako, da pridejo
na vrh sklada tisti, kamor voda odtece najprej. Ob zakljucku obdelave poddrevesa
pa mora nas postopek dodati trenutno tocko w v vrstni red R in tudi izracunati
2;, (v spodnji resitvi vrednosti 2’ hranimo v vektorju z1). Takrat je tudi primeren
trenutek, da izracunamo, ali je u v zacetnem stanju jame polna ali ne.

Pri izpisu rezultatov moramo paziti na to, da smo mi definirali tocko kot polno
Sele takrat, ko se zapolni tudi hodnik nad njo (med njo in starSem) — v gornji
psevdokodi je to takrat, ko padeta na 0 tako v. kot tudi v.; naloga pa zahteva, da
jo izpiSemo zZe takrat, ko se zapolni sama sobana (torej ko pade v. na 0), ¢etudi je
v hodniku nad njo morda Se kaj prostora.

#include <vector>
#include <stack>
#include <map>
F#include <set>
#include <algorithm>
#include <iostream>
using namespace std;

int main()

int n, k, koren = —1; cin >> n >> k;
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// Preberimo podatke o sobanah in pripravimo za vsako seznam otrok.
vector<int> p(n), g(n), v(n), vp(n); // vhodni podatki
vector<vector<int>> otroci(n); // seznami otrok posameznih soban
for (int u = 0; u < n; ++u) {

cin >> p[u] >> gfu] >> v[u] >> vp[u]; ——pl[u];

if (p[u] < 0) koren = u; else otroci[p[u]].push_back(u); }

// Osteviléimo sobane po vrstnem redu polnjenja; soba u = vrstniRed([i] dobi

// Stevilko z[u] = i, minimum z-ja po vseh u-jevih potomcih pa bomo shranili v z1[u].
vector<int> vrstniRed, z(n), z1(n); vrstniRed.reserve(n);

vector<bool> polna(n); // u je polna, & je v[u] = vp[u] = 0 in so vsi otroci polni

// Virstni red dolo&imo z rekurzivnim postopkom, ki ga simuliramo z iteracijo.

// Na skladu hranimo ukaze (u, b), pri éemer b pove, ali vstopamo v poddrevo u
// ali izstopamo iz njega.

stack<pair<int, bool>> sklad; sklad.emplace(koren, true);

while (! sklad.empty())

auto [u, vstop] = sklad.top(); auto &O = otroci[u];

// Ce smo vstopili v list, bomo takoj spet izstopili iz njega.
if (O.empty()) vstop = false;

// Ob vstopu v poddrevo dodamo na sklad ukaze za izstop iz njega
// in za vstop v njegove otroke. Otroke pred tem uredimo v obratnem
// vrstnem redu polnjenja (najgloblji pridejo na konec seznama in
// s tem na vrh sklada, da jih bomo obiskali kot prve).
if (vstop) {
sort(0O.begin(), O.end(),
[&] (int x, int y) { return g[x] < gly] || g[x] == gly] && x > y; });
sklad.top().second = false;
for (int t : O) sklad.emplace(t, true); }

// Ob izstopu iz poddrevesa dodamo u v vrstni red,
// izraéunamo z1[u] in preverimo, ali je u polna.
else {
sklad.pop(); z1[u] = z[u] = vrstniRed.size(); vrstniRed.push_back(u);
polnafu] = (v[u] == 0 && vp[u] == 0);
for (int t : O) {
z1[u] = min(z1[u], z1[t]);
if (! polna[t]) polnalu] = false; } }
}

// Pripravimo zaletno stanje mnoZic , polne” in , nepolne”
set<int> polne; // z-ji polnih soban, ki nimajo polnega starsa
set<int> nepolne; // z-ji ne-polnih soban
for (int u = 0; u < n; ++u)

if (! polna[u]) nepolne.emplace(z[u]);

else if (! (p[u] >= 0 && polna[p[u]])) polne.emplace(z[u]);

// Preberimo zdaj podatke o vbrizgavanju vode in simulirajmo dogajanje.
while (k—— > 0)

int a, L; cin > a>>L; ——a;
bool prvi = true; // za presledke pri izpisu
while (L > 0)

// Naj bo b najbliZji ne-poln a-jev prednik. To je kar a sam,
// & ni poln; sicer pa moramo v ,,polne* poiskati najbolj oddaljenega
// a-jevega polnega prednika in nato za b vzeti njegovega starsa.
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int b = (! polnala]) ? a : p[vrstniRed[*polne.lower_bound(z[a])]];
if (b < 0) break; // celoten jamski sistem je Ze poln

// Naj bo c tisti potomec b-ja, v katerega zdaj tede voda (morda kar b sam).
int ¢ = vrstniRed[*nepolne.lower_bound(z1[b])];

// Koliko vode odtece v c?

int dv = min(L, v[c]); v[c] —=dv; L —=dv;

if (dv > 0 && v[c] == 0) { cout << (prvi ? "" : " ") << (c + 1); prvi = false; }
// Koliko vode odteée v hodnik med c in njegovim starSem?

dv = min(L, vp[c]); vp[c] —= dv; L —= dv;

/] Ce c 3e ni polna, mora biti L zdaj 0 in lahko konc&amo.

if (v[c] > 0 || vp[c] > 0) break;

// Sicer se je c zdaj napolnila. Premaknimo jo iz , nepolne“ v, polne“,
// od tam pa pobris§imo njene otroke.

polna[c] = true; nepolne.erase(z[c]); polne.emplace(z|[c]);

for (auto u : otroci[c]) polne.erase(z[u]);

}

/] Ceje tu L > 0, je L enot vode ostalo po tistem, ko se je jamski sistem

cout << endl; // povsem zapolnil.
}
return 0;

}

19. Cenena konferenca

Vrstni red znanstvenikov v vhodnih podatkih je naceloma lahko poljuben in za
naso nalogo ni pomemben, saj bo vsota zavarovalnin enaka ne glede na vrstni red
seStevancev. Zato je koristno znanstvenike za zacetek urediti narasc¢ajoce po k;;
odslej bomo torej predpostavili, da velja k1 < k2 < ... < kyp.

Ce zdaj v mislih pregledujemo znanstvenike v tem vrstnem redu, lahko opazimo,
da (¢e za hip odmislimo morebitno omejitev b) plakate od 1 do ki obis¢ejo vsi
znanstveniki; plakate od k1 41 do k2 obiscejo vsi znanstveniki razen prvega; plakate
od k2 + 1 do k3 obiscejo vsi razen prvih dveh znanstvenikov; in tako naprej. V
splosnem za vsak ¢ velja, da plakate od vklju¢no k;—1 + 1 do vkljucno k; obiscejo le
znanstveniki ¢,7 4+ 1,...,n, torej n — ¢ + 1 znanstvenikov. Ta interval plakatov zato
k skupni zavarovalni vsoti prispeva znesek z; := (k; —ki—1)-(n—i+1). (Prii=1si
mislimo ko = 0, pa bo ta formula delovala tudi tam.) Vsi plakati od 1 do k; skupaj
pa potem prispevajo znesek Z; :=z1 + 22 + ... + 2;.

Recimo zdaj, da hoc¢emo za neki konkreten znesek s dolociti, kam postaviti mejo
b, da skupna zavarovalna vsota ne bo presegla s. Pois¢imo najvecji ¢, pri katerem
je Z; se < s; tam torej velja Z; < s < Z;4+1. To pomeni, da s plakati od 1 do k;
Se ne presezemo zneska s, pa¢ pa ga bomo presegli, ¢e jim nato dodamo Se plakate
od k; + 1 do k;+1. Plakate na tem intervalu obis¢éejo znanstveniki od ¢ + 1 do
n, torej n — ¢ znanstvenikov, torej se za vsak dodatni plakat na tem intervalu nasa
zavarovalna vsota poveca za n—i. Dodamo lahko torej Se | (s— Z;)/(n—1)| plakatov
s tega intervala, pri naslednjem pa bi zavarovalna vsota zZe presegla s. Odgovor, ki
ga iS¢emo, je torej b := k; + [(s — Z;)/(n — i) |. Pazimo Se na robni primer: é&e je
$ > Zy, dobimo i = n in zato v nasi formuli za b pride do deljenja z 0; pri tako
velikih s je denarja dovolj ne glede na to, kaksen b izberemo; zato najvecji b, po
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kakrsnem naloga sprasuje, sploh ne obstaja (spodnja implementacija resitve vrne v
takih primerih b = k).

To, pri katerem i lezi s na intervalu Z; < s < Z;11, lahko pois¢emo z bisekcijo po
Z1,. .., Zn, saj je to zaporedje narascajoce. To nam vzame pri vsakem s po O(logn)
Casa in ker moramo resiti nalogo za m takih zneskov, bo imela ta resitev ¢asovno
zahtevnost O(nlogn) za urejanje znanstvenikov po k; in nato O(mlogn) za obdelavo
vseh m zneskov, skupaj torej O((n + m)logn). Oglejmo si Se implementacijo te
resitve v C++:

#include <vector>
F#include <algorithm>
using namespace std;

vector<int> Konferenca(vector<int> k, const vector<int>& s)

{

sort(k.begin(), k.end()); // Uredimo znanstvenike po k;.
int n = k.size(); vector<int> Z(n);

// lzraéunajmo kumulativne stroske zavarovanja po intervalih.
for (int i = 0; i < n; ++i)

// Interval od k[i — 1] + 1 do k[i] obis¢ejo znanstveniki od i do n — 1.
intzi=(k[i] —(i==07?20:k[i—1])) *(n—i); // z
Z[il=(i==07?0:Z[i —1]) + z; /] Z;

// Odgovorimo na poizvedbe.

vector<int> odgovori; odgovori.reserve(s.size());

for (int sj : s)

{
// Poiséimo interval, za katerega je Z[i — 1] < sj < Z|i];
int i = upper_bound(Z.begin(), Z.end(), sj) — Z.begin();
// Koliko nam ostane po prvih i — 1 intervalih?
if (i >0)sj —=Z[i — 1];
// Do katerega posterja lahko pridemo s tem denarjem?
intb=(i>0)?k[i —1]:0; // prvih i — 1 intervalov
if i<n)b+=sj/(n—1i); // delitega intervala

odgovori.push_back(b);

return odgovori;

}

Preprostejso in malo manj ucinkovito resitev dobimo, ¢e namesto z bisekcijo iS¢emo
primeren ¢ kar z zanko po vseh ¢ od 1 do n; tako ima nasa resitev ¢asovno zahtevnost
O(n-m).

Elegantna in ucinkovita resitev je tudi ta, da zneske si,..., s, uredimo na-
ras¢ajocCe in se nato hkrati sprehodimo po obeh urejenih seznamih, Zi,..., 7, in
S1,...,Sm: ko se zatnemo ukvarjati s poizvedbo s;, ni treba iti po seznamu Z-jev
od zacetka, ampak lahko nadaljujemo kar od tam, kjer smo pri s;—1 koncali. Tako
dobimo resitev s ¢asovno zahtevnostjo O(nlogn 4+ mlogm).

Razmislimo zdaj o tezji razlicici naloge, pri kateri lahko med poizvedbami s; tudi
dodajamo nove znanstvenike k;, vendar pa so Se vedno vse poizvedbe in dodajanja
znani vnaprej. V tem primeru lahko Se vedno pripravimo (Ze na zaletku) urejen
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seznam k1 < k2 < ... < kn, v katerem naj bodo k-ji vseh znanstvenikov (dupli-
kate pobrigimo), ne le tistih, ki so prisotni Ze od zadetka, ampak tudi tistih, ki jih
bomo dodali Sele kasneje. Pravzaprav si lahko predstavljamo, da za¢nemo s pra-
zno mnozico znanstvenikov in potem ob¢asno kaksnega dodamo (nekatere morda Ze
pred prvo poizvedbo). Na§ seznam k1, ..., k, nam spet razdeli plakate na intervale
oblike P; := {ki—1 +1,...,k;}, le da se zdaj Stevilo znanstvenikov, ki obis¢ejo dolo-
Cen interval, podasi povecuje. Dolzino obmodja P; ozna¢imo z d; = |P;| = ki — ki—1;
Stevilo znanstvenikov, ki bi ga radi prehodili, pa s ¢; (sem Stejmo le tiste znanstve-
nike, ki smo jih ze dodali, ne pa tistih, ki jih morda Sele bomo!). Podobno kot pri
prvotni razlicici naloge je skupna cena zavarovanja za i-ti interval enaka z; = d; - ¢;,
skupna cena za prvih i intervalov pa Z; = z1 + z2 + ... + z;.

Tezava je zdaj v tem, da ko pride nov znanstvenik, ki bi rad obiskal recimo
prvih t intervalov, se povecajo vrednosti ci,...,c: za 1, zato se povecajo z1,..., 2t
in &isto vse vsote Zi,...,Zn. Ce bi hoteli vse te vrednosti vzdrzevati eksplicitno,
bi nam vzelo pri vsakem novem znanstveniku O(n) ¢asa, da jih popravimo, in nasa
resitev bi bila zelo neuc¢inkovita. Potrebujemo nacin, da spremembe, ki prizadenejo
po ve¢ zaporednih intervalov (kot je na primer povecanje vrednosti c1,...,¢ za 1),
zapiSemo le na enem mestu (ali vsaj na majhnem $tevilu mest) in to tako, da jih
bomo kasneje lahko pravilno upostevali pri odgovarjanju na poizvedbe.

Razdelimo v mislih intervale Pi,..., P, na dve skupini, levo (prvih nekaj in-
tervalov) in desno (vsi preostali intervali); nato vsako skupino spet na dve manjsi
skupini in tako naprej, dokler ni nazadnje vsak interval sam v svoji skupini; tako
si lahko mislimo, da smo nad intervali zgradili binarno drevo. V korenu drevesa je
vozlisce, ki predstavlja vse intervale skupaj, v listih pa je n vozlis¢, ki predstavljajo
vsako po en posamicni interval. Podrobnosti tega, kako to¢no delimo skupine inter-
valov na manjse podskupine, niti niso tako zelo pomembne, vazno je le, da drevo na
koncu ne bo globoko veé¢ kot O(logn) nivojev.?® Taksna drevesasta struktura nam
bo omogocila, da spremembe, ki vplivajo na daljse skupine intervalov, zapisemo v
visje leze¢ih vozlis¢ih (ki jih je malo), njihov vpliv na nizje lezeca (ki jih je veliko)
pa racunamo sproti med spuscanjem po drevesu.

Vsako vozlisce tega drevesa, recimo u, torej predstavlja neko strnjeno skupino
intervalov; taka strnjena skupina je zato tudi sama interval oblike P, = {r, —
du +1,...,74 — 1,74}, pri Cemer smo z r, oznaéili desni rob intervala (Stevilko
najbolj desnega posterja na njem), z d,, pa dolzino intervala (Stevilo posterjev na
njem). Naj bo ¢, Stevilo takih znanstvenikov, ki bi radi obiskali celoten interval
P,, med njimi pa naj bo v, Stevilo tistih, ki ne bi radi obiskali celotnega intervala
u-jevega starsa. V korenu, ki starSa nima, je ¢, = 7,; nize v drevesu pa, ¢e ima
u starsa p, je cy = Yu + ¢p. Vrednosti ¢, zato ne bomo hranili eksplicitno, pa¢ pa
jih bomo racunali sproti pri spuscanju po drevesu; hranili pa bomo le vrednosti ~,,.
To je prikladno zato, ker je treba, ko pride nov znanstvenik, povecati v, za 1 pri
najve¢ enem vozliS¢u na vsakem nivoju drevesa. Oglejmo si zametek tega postopka
v psevdokodi; vrednosti, ki jih hranimo eksplicitno, bomo pisali z oglatimi oklepaji,

26Elegantna moznost je na primer tale: osteviléimo v mislih nivoje drevesa od R = [logy n]
(koren drevesa) do 0 (listi); in ¢-to vozlis¢e na nivoju r naj predstavlja skupino, ki jo tvorijo
intervali Pj za (¢ — 1) - 2" < j < i-2". Potem vemo, da sta otroka tega vozlis¢a (2¢ — 1)-vo in
(24)-to vozlis¢e na nivoju r — 1. Ker ima drevo tako pravilno strukturo, ga lahko predstavimo
kar z zaporedjem R + 1 tabel, po eno za vsako plast.
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npr. r[u] namesto r,; podobno smo z levi[u] in desni[u] oznadili otroka vozliséa w.

podprogram Dopai(k): (¥ osnutek *)
(* Dodajamo znanstvenika, ki Zeli obiskati posterje od 1 do k. *)
u := koren drevesa;
while k < rful:
if k < r[levi[u]] then u := levi[u];
else: y[levi[u]] += 1; u := desni[u];
(* Tu velja k = r[u]. *)
Y[u] +=1;

Naj bo Z, skupna cena vseh prehojenih poti od zacCetka razstave do konca P,.
(Tiste, ki so krajse, se pac¢ konéajo prej; tiste, ki so daljSe, v mislih odrezemo za
posterjem r,.) Ce bi znali ra¢unati taksne Z,, bi lahko na poizvedbe odgovarjali
takole:

funkcija POIZVEDBA(s): (¥ osnutek *)
u := koren drevesa;
if s > Z[u] then
return oo; (* Denarja je dovolj za vse, omejitve b sploh ne potrebujemo. *)
while u ni list:
(* Tu velja, da je s dovolj denarja za vse intervale levo od P,
torej za prvih r, — d,, posterjev, ne pa tudi za celoten interval P,, torej
do vkljuéno ry-tega posterja; velja s < Z. *)
if s > Z[levi[u]] then u := desni[u] else u := levi[ul;
(* Tu velja gornja invarianta in u je list. *)
b := nekje na obmocju od r, — dy, do r, — 1
return b;

Ceno Z, lahko v mislih razdelimo na L, (ceno vseh prehojenih poti levo od P,) in
2y (ceno prehojenih poti znotraj P,). Torej je Zy = Ly + zu. Ce ima u otroka x
(levega) in y (desnega), je zu = 2z + 2y; poleg tega je Ly = Ly, in Ly = Ly + 2z,. Ce
poznamo vrednosti z, lahko L-je in Z-je racunamo sproti ob spusc¢anju po drevesu.
Pravkar omenjeno psevdokodo lahko zdaj zapisemo natancneje:

funkcija POIZVEDBA(s):
u := koren drevesa;
c:=~[u]; L:=0;
Zo = 2lul; (1)
if s > Z, then return oc;
while wu ni list:
(* Tuje L=1Ly inc=cy; in L, <5< Zy. *)

Zy = L + z[levi[u]; (1)
if s > Z, then u := desni[u]; L := Z, else u := levi[u];
¢i= ot aful

(* Se vedno je L = Ly, ¢ = cu, Ly < s < Zy in u je list. *)

return (ru] —d[u]) + [(s — L)/c];
Na koncu zanke vemo dovolj, da lahko izracunamo primerno mejo b: za posterje
levo od P, (ki jih je ry, —d,,) potrebujemo L enot denarja, ostane nam $e s — L enot;
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za vsak dodatni poster na obmocju P, pa potrebujemo po ¢, enot, ker se zeli po
intervalu P, sprehoditi ¢, znanstvenikov.

Opisani postopek se opira na vrednosti z,; razmislimo torej, kako jih lahko
racunamo. Znanstvenike, ki prispevajo k strosku zavarovanja z, (torej tiste, katerih
zelena pot sega vsaj delno na obmocje P,; ali Se drugace: to so tisti, katerih k je
> ry — dy), lahko razdelimo na tiste, ki hocejo obmodje P, prehoditi v celoti (torej
ki imajo k > ry; takih znanstvenikov je ¢, in torej k z, prispevajo znesek ¢, - dy), in
tiste, ki ga hocejo prehoditi le delno; prispevek teh slednjih k z, pa imenujmo S,,.

Ce je u list, pokriva en sam interval in je nemogoée, da bi ga kdo zelel prehoditi le
delno, zato je pri listih B, = 0. Ce pa je u notranje vozlisée, ima dva otroka, recimo
z (levega) in y (desnega); pot, ki pokrije del intervala u (ne pa celega), pokrije bodisi
del intervala x in ni¢ intervala y (take poti prispevajo 35) ali pa pokrije celoten z in
del intervala y (takih poti je 74, vsaka od njih prispeva strosek d, v levem delu, vse
skupaj pa Se By v desnem delu). Za notranja vozlis¢a je torej Su = Yz - de + Bz + By-

Pri dodajanju novega znanstvenika v drevo se nekaj vozlis¢em poveca +, zato
se prednikom takih vozlis¢ poveca 3. Koliko dela bomo imeli, da pregledamo vse
te prednike in popravimo njihove 87 Podprogram DoODAJ, s katerim pri dodajanju
znanstvenika poveCujemo - nekaterih vozlis¢, je do teh vozlis¢ prisel s spuscanjem
po drevesu in je torej vse njihove prednike ze obiskal. Lahko ga torej dopolnimo
tako, da ob spuscanju tudi popravlja vrednosti 3:

podprogram DopAJ(k):
u := koren drevesa;
while k < rlu]:
(* Nowvi znanstvenik Zeli prehoditi P, le delno,
od levega konca (poster §t. ry — du + 1) do vkljucno k. *)
Blu] += k — (r[u] — dlu]);
if k < r[levi[u]] then u := levi[u];
else v[levi[u]] += 1; u := desni[ul;
(* Tu velja k = r[u]. Ta znanstvenik torej Zeli prehoditi P, v celoti,
zato k By ne prispeva. *)
Y[u] +=1;

S to razli¢ico postopka DODAJ bomo imeli v drevesu vedno prave vrednosti v, in S,.
V nazadnje opisani razlic¢ici funkcije POIZVEDBA pa bi morali spremeniti le Se to, da
bo funkcija racunala vrednosti z sama po prej omenjeni formuli z,, = ¢y - duy + Bu-
Vrstica (t) tako postane:

Zy = c- dlu] + Blu];
Vrstica (1) pa postane:

o = [z] + ¢
Za 1= Cq - d[z] + Blz];
Zg = L+ zg;

Za vsako vozlis¢e u moramo eksplicitno hraniti vrednosti du, 7u, Yu, Bu (in kazalca na
otroka, ¢e nimamo drevesa predstavljenega s skladovnico tabel), ostalo pa lahko nasa
dva postopka DODAJ in POIZVEDBA racunata sproti. Videli smo, da se oba samo
spuscata po drevesu in ker je le-to globoko O(logn) nivojev, je ¢asovna zahtevnost
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vsake operacije le O(logn). Ce imamo n znanstvenikov in m poizvedb, je dasovna
zahtevnost cele resitve O((n + m)logn), ni¢ slabsa kot pri prvotni, lazji razli¢ici
naloge.

Za konec nam je ostala Se najtezja razlicica naloge, pri kateri moramo na poizvedbe
odgovarjati sproti, ko Se ne vemo, katere znanstvenike bo kasneje treba dodati v naso
podatkovno strukturo. Se vedno lahko uporabimo nago pravkar opisano resitev z
binarnim drevesom, le da zdaj intervalov ne poznamo vnaprej. Zaceti bomo morali
z drevesom, ki ima eno samo vozlis¢e, ki predstavlja neskoncen interval {1,2,...}.
Pri dodajanju novega znanstvenika se potem lahko zgodi, da je njegov k razlicen
od dosedanjih, zato bo treba enega od obstojecCih intervalov razcepiti na dva dela.
Recimo, da je bil to interval P, pri cemer je bil u doslej list drevesa; novi znanstvenik
zeli torej obiskati posterje od 1 do k za neki k z obmocja r,—d, < k < d,. Ustvarimo
mu z) naj pokriva interval od 7, — dy, + 1 do k, desni otrok (recimo mu y) pa od
k+1do ry.

Spomnimo se, da smo S, definirali kot ceno poti, prehojenih na obmocju P,,
vendar le od tistih znanstvenikov, ki nocejo prehoditi celotnega P, (torej ki imajo
k < ry). V nasem primeru, ko smo ob dodajanju novega znanstvenika razcepili
vozlisce u, je dosedanja vrednost S[u] e vedno dobra. Za u-jeva nova otroka pa nam
definicija 8 pove, da morata oba dobiti S[z] = B[y] = 0, kajti noben znanstvenik ne
zeli prehoditi njunih intervalov le delno: novi znanstvenik zeli iti to¢no do k, torej
prehoditi celoten levi interval in ni¢ od desnega; vsi dosedanji znanstveniki pa so
hoteli prehoditi ali oba v celoti ali ni¢ od njiju, saj bi drugace interval P, razcepili
7€ prej.

Glede 7, se spomnimo, da smo ga definirali kot stevilo znanstvenikov, ki bi radi
obiskali celoten P,, ne pa tudi celotnega intervala njegovega starSa. Pri razcepu
vozlis¢a v na x in y to pomeni, da je dosedanja vrednost y[u] Se vedno dobra; levi
otrok ima «[u] = 1 (pravkar dodani znanstvenik je edini, ki zeli obiskati P,, ne pa
tudi celega P,, saj vsi predhodni znanstveniki bodisi obiscejo P, v celoti bodisi ga
sploh ne obis¢ejo); desni otrok pa ima ~[y] = 0 (to je splo$na lastnost vseh desnih
otrok v drevesu — nemogoce je, da bi kdo zelel obiskati celoten interval desnega
otroka, ne pa tudi celotnega intervala starsa, saj se oba koncata z istim posterjem:
r[u] = r[desni[u]]).

Zdaj torej naceloma znamo dodajati znanstvenike tudi pri tej razli¢ici naloge in
za nova vozlis¢a v drevesu izracunati vse, kar moramo vedeti o njih. V postopku za
poizvedovanje po drevesu pa nam ni treba spreminjati nicesar.

Ta resitev je ze skoraj dobra, ne pa Se Cisto. Videli smo, da se pri dodajanju
novega znanstvenika lahko neki list v drevesu razcepi in se spremeni v notranje
vozlisce, pod seboj pa dobi dva otroka. Pri naslednjem znanstveniku bi se lahko
razcepil eden od teh dveh novih otrok in tako naprej; po n dodajanjih bi bilo lahko
drevo globoko ze O(n) nivojev in tudi cena vsakega naslednjega dodajanja, pa tudi
vsake poizvedbe, bi bila lahko O(n). Temu recemo, da se je drevo izrodilo — njegova
globina ni ve¢ O(logn), kot bi si zZeleli.

Da to preprec¢imo, moramo pri dodajanju novih znanstvenikov drevo po potrebi
malo preurediti in ga spet uravnoteziti. Za to lahko uporabljamo cisto enake pri-
jeme, kot se uporabljajo pri rdece-crnih drevesih, AviL-drevesih in drugih podobnih
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podatkovnih strukturah. V podrobnosti se tu ne bomo spuscali, saj so opisane v
stevilnih ucbenikih in na mnogih spletnih straneh. Spodobi pa se razmisliti, ali
bomo lahko ob uravnotezevanju drevesa primerno popravljali tudi podatke, ki jih
moramo vzdrzevati o vsakem vozliscu, torej dy, v, Yo in Bu. Tako pri rdece-¢rnih
kot pri AvL-drevesih je osnovna operacija uravnotezevanja tako imenovana rotacija,
pri kateri neko vozlisce pride na mesto svojega starsa, bivsi stars pa postane njegov
otrok:

Sivi liki predstavljajo poddrevesa, ki se za¢nejo pri vozliséih x, y in z ter se brez
sprememb premaknejo skupaj s temi vozlisci.

Razmislimo, kako moramo popraviti nase podatke pri rotaciji v desno (kjer bivsi
levi otrok pride na mesto svojega starsa, slednji pa postane njegov desni otrok),
primer rotacije v levo pa prepustimo bralcu za vajo. Da ne bo zmede, bomo nove
vrednosti nasih atributov oznacili s ¢rticami; tako je na primer d,, vrednost atributa
d pri vozliséu u pred rotacijo, d, pa po rotaciji.

Za desna krajisca intervalov in njihove dolzine je stvar enostavna: pri x, y in z se
ni¢ ne spremenijo; desno krajisce intervala pri nekem vozliséu je po definiciji enako
kot pri njegovem desnem otroku, dolzina pa je vsota dolzin otrok, tako da imamo
Ty =Ty =7, dy, =dy +d, in d, = d, +d,.

Naj bo N(a,b) stevilo znanstvenikov, ki imajo k na obmoéju a < k < b. Potem,
e ima t starSa t', je po definiciji 7+ = N(r¢, 7). V nasem primeru to pomeni, da je
bilo pred rotacijo vz = N(72,7y), Yy =7z =0, yu = N(ry,72) in v, = N(rz,7p), Ce
je p vozlisce, ki je bilo pred rotacijo stars v-ja, po rotaciji pa je stars u-ja. (Ce p-ja
ni, ker je bil v koren, si mislimo r, = c0.) Po rotaciji pa imamo 7, = N(r,7.) =
Yo + Yu, 71,/ = N(Ty,TZ) = Yu, 7.12 - ’7{; =01in ’Y; - N(Tmrp) = Yov-

Glede B vidimo, da se ta po definiciji nanasa le na poti znotraj intervala posame-
zne tocke (in le za tiste znanstvenike, ki tega intervala ne prehodijo v celoti); zato se
Bz, By in [, ni¢ ne spremenijo, saj se tudi intervali teh tock niso spremenili. Tocka
u ima po rotaciji enak interval, kot ga je imela v pred rotacijo, zato je B8, = Bv; za
v pa lahko izra¢unamo novi 3 po formuli, ki smo jo ze videli: 8, = v, dy + B, + 5L,
kar je naprej enako vyudy + By + B-.

Tako torej vidimo, da tudi po rotaciji lahko popravimo vse podatke, ki jih nas
postopek potrebuje. Tako lahko zagotovimo, da bo globina drevesa ostala O(logn)
in ¢asovna zahtevnost nase resitve bo na koncu Se vedno taka kot prej: po O(logn)
Casa za vsako dodajanje in za vsako poizvedbo.

20. Transakcijski rac¢uni

Najprej vpeljimo nekaj oznak: d = 6 naj bo dolzina Stevilk racunov brez kon-
trolne $tevke; Stevilke ra¢unov si bomo predstavljali kot vektorje oblike r = (r1,. ..,
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rd,Td+1); pri i-tem nakazilu v vhodnem seznamu naj bo r; ra¢un prejemnika, z; pa
znesek; ri; (za j =1,...,d+ 1) je torej j-ta stevka v r;; kontrolno vsoto celotnega
seznama imenujmo s, njeno j-to Stevko pa s;. Zapis £ = y nam bo pomenil, da
imata z in y enak ostanek po deljenju z 10 (Ce sta vektorja, pa naj velja to za
istolezne komponente obeh).

Naloga pravi, da je zadnja Stevka vsake Stevilke ra¢una v bazi (in zato tudi v
seznamu nakazil) kontrolna: torej velja r; q+1 = Zle ri; mod 10. Za kontrolno
vsoto na koncu seznama nakazil pa velja s = > r; mod 10 (pri tem zapisu z
vektorji si moramo seveda predstavljati, da sestevamo istolezne komponente vek-
torjev r; in na koncu od vsake vsote obdrzimo ostanek po deljenju z 10). Pri
j = d+1 to slednje pomeni sg+1 = Zzn:l 7i.d+1 mod 10 = Zzl ijl r;; mod 10 =
Z?:l 2111 ri; mod 10 = ijl s; mod 10. To pomeni, da Ce pri spreminjanju
seznama poskrbimo za to, da bo imela njegova kontrolna vsota enake vrednosti
S1,...,84 kot pri prvotnem seznamu, bo potem tudi vrednost sqs+1 enaka kot v pr-
votnem seznamu. To pomeni, da se nam z (d + 1)-vo Stevko pri tej nalogi sploh ni
treba ubadati, niti pri Stevilkah ra¢unov niti pri kontrolni vsoti seznama. Odslej
bomo o obojem govorili, kot da ima le po d Stevk.

Opazimo tudi, da potrebujemo Stevilke r; iz vhodnega seznama le za izracun
s-ja, po tistem pa lahko vse r; pozabimo, saj jih lahko poljubno spremenimo, dokler
ima spremenjeni seznam Se vedno kontrolno vsoto s.

Kar se ti¢e kontrolnih vsot, je vseeno, v kaksnem vrstnem redu se pojavljajo
racuni v seznamu; pomembno je le to, kolikokrat se pojavi kateri racun. V nasem
primeru je potem smiselno razporediti racune tako, da dobrodelna organizacija dobi
kako so razporejeni med nakazila. Ostane nam torej le Se vprasanje, kolikokrat naj
uporabimo kateri ra¢un, da bo na koncu kontrolna vsota seznama Se vedno s in da
bo racun dobrodelne organizacije uporabljen ¢im veckrat.

V bazi imamo n racunov, ki jih lahko uporabljamo; i-temu od njih recimo a;,
njegovi j-ti stevki pa a;;. Recimo, da racun a; uporabimo pri k; nakazilih. ReSitev
k = (k1, k2, ..., kn) je torej veljavna, Ce je Z?zl kn =m in Ce je s = Z?zl kia;.

Ce enega od k; povedamo ali zmanjsamo za 10 ali za nek veckratnik 10, se tudi
v vsoti Zl k;a; vsaka komponenta poveca ali zmanjsa za nek veckratnik stevila 10,
torej se njen ostanek po deljenju z 10 ni¢ ne spremeni; resitev ima Se vedno enako
kontrolno vsoto kot prej. To pomeni, da ¢e imamo veljavno resitev, pri kateri je
kak k; (za i > 2) vedji ali enak 10, lahko ta k; zmanjSamo za 10 in namesto tega
povecamo ki za 10; kontrolna vsota bo enaka kot prej, dobrodelna organizacija pa
bo dobila vec¢ nakazil. V nadaljevanju se torej lahko omejimo na resitve, pri katerih
je0 <k <9zavsei=2,...,n. Poleg tega iz omejitve Z?Zl kn, = m sledi, da je
k1 enoli¢no dolocen, ko enkrat izberemo ko, ..., ky,. Pri iskanju resitve pravzaprav
torej is¢emo le vrednosti (ko, ..., kn) € {0,1,...,9}" %

Takih (n — 1)-teric je veliko, 10" !; toda na sre¢o nam ni treba pregledati vseh.
Pri posamezni (n — 1)-terici, recimo k = (kq, ..., kn), je pomembno predvsem dvoje:
(1) skupno stevilo nakazil v(k) := " , ki, ki vpliva na to, koliko nakazil bo dobila
dobrodelna organizacija — namre¢ k1 = m — v(k); in (2) kontrolne vsote t(k) =
Z?:z k;a; mod 10, ki vplivajo na to, ali bo resitev sploh veljavna; ko bomo namre¢
tem nakazilom dodali Se k1 nakazil na ra¢un a;, moramo priti do kontrolne vsote s.
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Tako imamo pogoj s = t(k) + kiai.

Ce se veé resitev k ujema v v(k) in t(k), nam med njimi ni treba razlikovati,
saj so si za nase namene popolnoma enakovredne. Kaj pa, ¢e se dve resitvi ujemata
samo v kontrolni vsoti t? Ce imata razli¢no v, bosta imeli tudi razlicna k; in zato
se lahko zgodi, da bo pogoj s = t(k) + k1a; pri eni izpolnjen, pri drugi pa ne. Toda
Ce se v dveh resitev razlikuje za neki veckratnik 10, potem se bosta tudi pripadajoca
k1 razlikovala za veckratnik 10 in izraza t(k) + ki1a; se bosta v vsaki komponenti
razlikovala za veckratnik 10, torej bosta imeli obe resitvi enako kontrolno vsoto;
pogoj s = t(k) + k1a: bo zato izpolnjen ali pri obeh ali pri nobeni. Tak$ni resitvi
sta si torej s tega vidika enakovredni, za nas pa je seveda boljsa tista z manjso v(k),
ker nam bo omogocila ve¢ nakazil preusmeriti dobrodelni organizaciji.

Koristno je torej, ¢e si za vsako mozno t € {0,...,9}% in za vsak mo#ni ostanek
p od 0 do 9 zapomnimo najmanjso vrednost v(k) po vseh takih resitvah k, ki imajo
t(k) = t in v(k) mod 10 = p. To je namre¢ vse, kar moramo vedeti o taki skupini
resitev. Lepo pri tej ugotovitvi je, da je moznih kombinacij (t,p) le 10+ (v nagem
primeru je to 10 milijonov, ker imamo d = 6), kar je veliko manj od vseh moznih
resitev, ki jih je 10771

Lahko si predstavljamo, da pregledujemo prostor stanj oblike (t,p). Ce za neko
resitev k velja t(k) = t in v(k) mod 10 = p, bomo rekli, da reSitev k pripada
stanju (t,p). Ce zdaj vzamemo poljubno reSitev k, ki pripada stanju (t,p), in v
njej povecamo k; za 1 (torej preusmerimo $e eno nakazilo veé na racun a;), nastane
resitev k', ki pripada stanju ((t+a;) mod 10, (p+ 1) mod 10) — novo stanje je torej
neodvisno od tega, s katero k iz starega stanja smo zaceli.

Na zacetku vemo, da je pri k = 0 dosegljivo stanje (0,0), in sicer Ze z 0 pora-
bljenimi nakazili: v(k) = 0. Nato lahko za vsak ¢ od 2 do n devetkrat ponovimo
naslednje: v vsakem trenutno dosegljivem stanju poskusimo za 1 povecati k; in iz-
racunajmo, v katero stanje nas to pripelje; Ce tega stanja doslej Se nismo dosegli ali
pa smo ga zdaj dosegli z manj$o v(k) od najmanj$e doslej znane, si to novo resitev
zapomnimo. (ReSitve z v(k) > m lahko tudi ignoriramo, saj iz njih kasneje tako ali
tako ne bo mogoce dobiti veljavne resitve, ker bi bil k1 tam negativen.)

ODb koncu tega postopka poznamo vsa stanja, ki jih je mogoce doseci s poljubno
kombinacijo vrednosti ko, ..., kn € {0,...,9}. Za vsako od njih tudi vemo, kaksno
je najmanjSe $tevilo uporabljenih nakazil v(k), s katerim ga je mogode doseci. Za
vsako tako stanje, recimo (t,p), lahko potem izra¢unamo, koliko nakazil ostane na
voljo za dobrodelno organizacijo: k1 = n — v(k); ¢e je to > 0, je reSitev naceloma
smiselna, njena kontrolna vsota pa bo t + kia; mod 10; ¢e je to enako s, je resitev
veljavna (ustreza vsem naSim pogojem). Med tako odkritimi veljavnimi resitvami
moramo na koncu vrniti tisto z najve¢jo k1 (oz. natanéneje povedano, pri tem ki
moramo potem vrniti vsoto k1 najvisjih zneskov izmed z1, 22, ..., zm).

Zapisimo nas postopek preiskovanja prostora stanj Se s psevdokodo:

h := prazna razpr$ena tabela, v kateri bomo kot kljuce uporabljali pare (t,p),
pripadajoca vrednost pa bo najmanjsa v(k), s katero nam je doslej uspelo
doseci stanje (t, p); za pripadajoco vrednost h kljucu (t,p) bomo
uporabljali oznako h[t, p], ¢e pa tega klju¢a ni v h, si mislimo A[t, p] = oco;

dodaj v h kljué (0, p) s pripadajoco vrednostjo 0;

for i := 2 to m:
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L := seznam vseh kljucev, ki so trenutno v h;
za vsako stanje (t,p) v L:
ford:=1to 9:
t’ := (t + da;) mod 10; p’ := (p + d) mod 10;
v’ := h[t,p] + d; if v' > m then break;
if h[t’,p] < v’ then break; (%)
R[t',p] :=v'; (¥ dodaj nov kljué ali spremeni pripadajoco vrednost pri
Ze obstojecem *)
kT = 0;
za vsak klju¢ (t,p) iz h:
k1 :=m — h[t,p];
if k1 > k7 and s = (t 4+ ki1a1) mod 10 then k7 := k;
vrni vsoto ki najvedjih vrednosti izmed 21, ..., zm;

V vrstici () takoj prekinemo najbolj notranjo zanko, ¢e pridemo v stanje (t',p’), za
katero ze od prej poznamo enako dobro ali boljso resitev. Prepricajmo se, da to res
smemo narediti. (1) Ce je bila ta resitev v h e prej, preden smo se zaceli ukvarjati
s trenutnim 4, to pomeni, da imamo tisto stanje (t',p’) tudi v L in bomo prej ali
slej naredili iz njega 9 korakov naprej z racunom a; (ali pa smo to morda celo ze
naredili); mi pa bomo zdajle, ko smo do njega prisli iz (t, p) v d korakih, naredili od
njega le Se 9—d korakov naprej, torej ne bomo dosegli nicesar novega, pa tudi boljsih
resitev ne bomo dobivali, saj Ze pri (t', p’) nasa nova resitev v’ ni boljsa od dosedanje
h[t’,p]. (2) Druga moznost je, da smo resitev h[t’,p’] dosegli Sele pri trenutnem i,
vendar pri nekem drugem zacetnem stanju, recimo po d korakih iz (E,;ﬁ); imamo
torej (t',p') = (t,p) + d(a1,1) mod 10 in (t',p') = (t,p) + d(a1,1) mod 10; torej
(t,7) = (t,p) + (d — d)(a1,1) mod 10; torej sta d in d gotovo razli¢na, saj bi bili
sicer stanji (t,p) in (t,7) enaki. (2.1) Ce je d > d, to pomeni, da se iz (t,) po
d — d korakih pride v (t, p); torej so resitve, do katerih pridemo po 10 — (d — d) ali
ve¢ korakih iz (t,p), hkrati tudi reSitve, do katerih pridemo po 10 ali ve¢ korakih
iz (t,p); take resitve pa ne morejo biti optimalne, saj bi se dalo potem 10 korakov
z racunom a; izrezati in imeti enako kontrolno vsoto, vendar manjso v(k), tako da
bi ostalo ve¢ prostora za nakazila dobrodelni organizaciji. Torej nima smisla, da
sploh delamo 9 korakov iz (t,p), kajti pri stanjih, ki bi jih pri tem dosegli in ki
jih nismo dosegli ob delanju 9 korakov iz (t, ), gotovo ne bomo dobili optimalnih
resitev. (2.2) Ostane Se moznost d < d, toda ta je sploh nemogoca: ta namrec
pomeni, da smo morali, $¢ preden smo zdaj po d korakih iz (t,p) dosegli (t',p’), Ze
po d korakih doseci (t,p) in bi ze takrat opazili, da imamo v h Ze vsaj tako dobro
ali boljso resitev, torej bi zanko prekinili ze tam. g

Naloge so sestavili: zbiratelj — Urban Duh; rudarji — Tomaz Hocevar; tabela stevil —
Gregor Kikelj; predstavitve, seznama, stave — Vid Kocijan; ¢loveske ribice, cenena konfe-
renca — Filip Koprivec; pravokotnik iz kvadratov, napredovanje stevil, kodiranje besedila
— Mitja Lasi¢; studentski servis — Matija Lokar; najvecji XOR — Tim Postuvan; urnik,
film, prefiksna in postfiksna oblika, transakcijski racuni — Jure Slak; pandemija, tretji tir
— Jasna Urbanci¢; zamik — Janez Brank.
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NASVETI ZA MENTORJE O IZVEDBI SOLSKEGA
TEKMOVANJA IN OCENJEVANJU NA NJEM

[Naslednje nasvete in navodila smo poslali mentorjem, ki so na posameznih Solah
skrbeli za izvedbo in ocenjevanje Solskega tekmovanja. Njihov glavni namen je
bil zagotoviti, da bi tekmovanje potekalo na vseh Solah na priblizno enak nacin
in da bi ocenjevanje tudi na Solskem tekmovanju potekalo v priblizno enakem
duhu kot na drzavnem.—Op. ur.]

Tekmovalci naj pisejo svoje odgovore na papir ali pa jih natipkajo z racunalnikom;
ocenjevanje teh odgovorov poteka v vsakem primeru tako, da jih pregleda in oceni
mentor (in ne npr. tako, da bi se poskusalo izvorno kodo, ki so jo tekmovalci napisali
v svojih odgovorih, prevesti na racunalniku in pognati na kaksnih testnih podatkih).
Pri resevanju si lahko tekmovalci pomagajo tudi z literaturo in/ali zapiski, ni pa
misljeno, da bi imeli med resevanjem dostop do interneta ali do kaksnih datotek, ki
bi si jih pred tekmovanjem pripravili sami. Cas reSevanja je omejen na 180 minut.

Nekatere naloge kot odgovor zahtevajo program ali podprogram v kaksnem kon-
kretnem programskem jeziku, nekatere naloge pa so tipa ,,0pisi postopek® Pri sle-
dnjih je naceloma vseeno, v kaksni obliki je postopek opisan (naravni jezik, psevdo-
koda, diagram poteka, izvorna koda v kak$nem programskem jeziku, ipd.), samo da
je ta opis dovolj jasen in podroben in je iz njega razvidno, da tekmovalec razume
resitev problema.

Glede tega, katere programske jezike tekmovalci uporabljajo, nase tekmovanje
ne postavlja posebnih omejitev, niti pri nalogah, pri katerih je resitev v nekaterih
jezikih znatno krajSa in enostavnejSa kot v drugih (npr. uporaba perla ali pythona
pri problemih na temo obdelave nizov).

Kjer se v tekmoval¢evem odgovoru pojavlja izvorna koda, naj bo pri ocenjevanju
poudarek predvsem na vsebinski pravilnosti, ne pa na sintakti¢ni. Pri ocenjevanju na
drzavnem tekmovanju zaradi manjkajoc¢ih podpicij in podobnih sintakti¢nih napak
odbijemo mogoce kveCjemu eno tocko od dvajsetih; glavno vprasanje pri izvorni
kodi je, ali se v njej skriva pravilen postopek za resitev problema. Ravno tako
ni ni¢ hudega, ¢e npr. tekmovalec v resitvi v C-ju pozabi na zacetku #includeati
kaksnega od standardnih headerjev, ki bi jih sicer njegov program potreboval; ali
pa ¢e podprogram main() napise tako, da vraca void namesto int.

Pri vsaki nalogi je mozno dose¢i od 0 do 20 tock. Od resitve pricakujemo pred-
vsem to, da je pravilna (= da predlagani postopek ali podprogram vraca pravilne
rezultate), poleg tega pa je zazeleno tudi, da je uéinkovita (manj uéinkovite resitve
dobijo manj tock).

Ce tekmovalec pri neki nalogi ni uspel sestaviti cele resitve, paé¢ pa je prehodil
vsaj del poti do nje in so v njegovem odgovoru razvidne vsaj nekatere od idej, ki jih
resitev tiste naloge potrebuje, naj vendarle dobi delez tock, ki je priblizno v skladu
s tem, koliksen delez resitve je nasel.

Ce v besedilu naloge ni drugade navedeno, lahko tekmovaléeva resitev vedno
predpostavi, da so vhodni podatki, s katerimi dela, podani v taksni obliki in v
okviru taksnih omejitev, kot jih zagotavlja naloga. Tekmovalcem torej naceloma ni
treba pisati resitev, ki bi bile odporne na razne napake v vhodnih podatkih.

Ce oblika vhodnih podatkov ni natanéno dolo¢ena, si lahko podrobnosti tek-
movalec izbere sam. Na primer, ¢e naloga pravi, da dobimo seznam parov, je to
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lahko v praksi tabela (array), vektor, linked list ali Se kaj drugega, pari pa so lahko
bodisi strukture, ki jih je deklarirala tekmovalCeva resitev, ali pa kaj iz standardne
knjiznice (kot je pair v C++ ali tuple v pythonu).

V nadaljevanju podajamo Se nekaj nasvetov za ocenjevanje pri posameznih na-
logah.

1. KriZci in kroZci

¢ Neucinkovite resitve, ki bi za niz dolzine n porabile ve¢ kot O(n) Casa, naj
dobijo najvec¢ 13 tock, Ce so drugace pravilne.

o V nasi resitvi smo za preverjanje tega, ali je Stevilo krizcev v nizu enako Stevilu
krozcev, uporabili eno spremenljivko, ki racuna razliko med obema steviloma.
Za enako dobro naj steje tudi resitev, ki Steje krizce posebej in krozce posebej,
vsake v svoji spremenljivki, in ju na koncu primerja med seboj.

e V nasi resitvi smo si pri pregledovanju niza zapomnili prejSnja dva znaka v
spremenljivkah, za enako dobro pa naj Steje tudi resitev, ki vsaki¢ znova po-
gleda v prejs$nja dva elementa niza (ali pa enega prej$njega in enega naslednjega
ipd.). Ce pride na zacetku ali koncu niza do kaksnih napak pri indeksih (npr.
v C++ branje znaka na indeksu —1 ali kaj podobnega), naj se resitvi zaradi
tega odsteje dve tocki.

o Trije pogoji, navedeni v besedilu naloge, so misljeni kot priblizno enakovredni
in preverjanje vsakega od njih je vredno eno tretjino tock.

o Naloga ne predpisuje posebej, kaj naj funkcija naredi z rezultatom; lahko ga
vrne (npr. kot logi¢no vrednost tipa bool ali kaj podobnega), lahko ga izpise
na zaslon ipd. — vse te moznosti naj stejejo za enako dobre, glavno je, da je iz
resitve razvidno, da je do (pravilnega) rezultata v nekem trenutku res prisla.

2. Kovanci

o Besedilo naloge pravi, da je kupckov lahko veliko. Resitve, ki imajo ekspo-
nentno casovno zahtevnost, npr. ker delajo z rekurzijo in si ne shranjujejo ze
izra¢unanih rezultatov, naj dobijo najvec¢ 10 tock, ¢e so sicer pravilne.

o Nasa reSitev pri racunanju funkcije f poleg trenutne vrednosti hrani le dve
prejsnji, tako da porabi le O(1) pomnilnika. Za enako dobre naj se Stejejo
tudi resitve, ki porabijo O(n) pomnilnika, ker shranjujejo vse Ze izracunane
rezultate, cetudi veCine izmed njih ne bodo ve¢ potrebovale.

3. Taksi

o Pri tej nalogi pricakujemo ve¢inoma resitve s ¢asovno zahtevnostjo O(n - m);
take naj dobijo najve¢ 12 tock, Ce so sicer pravilne. Resitve z manjso casovno
zahtevnostjo, kot sta na primer resitvi v ¢asu O(nlogn + mlogm) ali O((n +
m)logn), naj dobijo vse tocke, e so sicer pravilne.
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o Naloga pravi, da je mreza lahko velika. Ce bi kaksna resitev sluéajno imela
¢asovno zahtevnost, ki je odvisna od velikosti mreze (za kar sicer ni kak$nega
posebej dobrega razloga) namesto le od n in m, naj dobi najveé¢ 6 tock.

o Besedilo naloge ne daje nobenih zagotovil glede tega, da so vsi mozni polozaji
central v vhodnih podatkih razli¢ni, toda ¢e tekmovalceva resitev predpostavi,
da so razli¢ni, naj se ji zaradi tega ne odsteva tock (Ce je drugace pravilna).

o Lahko se zgodi, da lezita kaksna stranka in kakSen od moznih polozajev cen-
trale na isti tocki (z,y); ali pa, da lezi na isti tocki ve¢ strank. Ce bi kaksna
reSitev predpostavila, da se to ne more zgoditi, in bi zato v takih primerih
vracala napacne rezultate, naj se ji zaradi tega odsteje dve tocki.

. Preusmerjanje

o Resitve, ki porabijo O(nz) Casa, npr. ker na vsakem koraku znova pregledajo
celoten vhodni seznam, da ugotovijo, ali s trenutne strani vodi kaksna preu-
smeritev (in kam), naj dobijo najve¢ 10 tock, ¢e so drugace pravilne.

e V nasih reSitvah smo objavili dve razli¢ici, eno s tabelo (oz. vektorjem) in eno
z razprieno tabelo (oz. slovarjem). Pri toc¢kovanju naj se oboje $teje za enako
dobro, ravno tako tudi resitve, ki bi namesto razprsenih tabel uporabile ka-
ks$ne uravnotezene drevesaste strukture (npr. map in set iz C++ove standardne
knjiznice).

o Resitvam, ki ne shranjujejo podatkov o zZe obiskanih straneh, pa¢ pa v primeru
cikla vedno naredijo n ali ve¢ korakov, preden ugotovijo, da obstaja cikel, naj
se zaradi te neucinkovitosti odsteje dve tocki.

« Ce resitev sploh ne ugotovi obstoja cikla, pa¢ pa se na njem tudi sama zacikla
v neskon¢ni zanki, naj se ji zaradi tega odsteje polovico tock, kolikor bi jih
sicer dobila glede na ¢asovno zahtevnost postopka.

e Za morebitne drobne napake pri indeksiranju (npr. povezane s tem, ali so
Stevilke strani od 1 do n ali od 0 do n — 1) naj se odsteje najve¢ dve tocki.

o Naloga ne predpisuje podrobnosti tega, v kaksni obliki nas podprogram dobi
vhodne podatke, zato lahko tekmovalceva resSitev podrobnosti tega doloci sa-
ma. V nasih primerih smo na primer enkrat imeli vektor struktur, enkrat smo
uporabili pythonov tip tuple, dalo bi se imeti tudi dva seznama (recimo s in
na, ki bi nam povedala, da obstaja preusmeritev s strani s[i] na stran nali]) in
podobno.

. Odstranjevanje ¢rk

o Pri tej nalogi je poudarek predvsem na opazanju, da je koristno besede pregle-
dovati od krajsih proti daljsim. Resitve, ki tega ne poc¢no in poskusajo mogoce
z rekurzijo na vse mozne nacine brisati znake enega za drugim ter imajo zaradi
tega eksponentno ¢asovno zahtevnost, naj dobijo najvec 5 tock, ce so drugace
pravilne.
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Nasa resitev shranjuje ugodne besede v razprseno tabelo; za enako dobro naj
velja tudi, e tekmovalceva resitev uporabi kaksno uravnotezeno drevesasto
strukturo (npr. razred set iz C++ove standardne knjiznice). Ce pa bi kaksna
resitev hranila ugodne besede v navadnem seznamu ali tabeli ali ¢em podob-
nem, kjer bi torej vsako preverjanje, ali je neka beseda ugodna, trajalo O(n)
Casa, naj se ji zaradi tega odsteje 4 tocke.

Nasa reSitev porabi pri nizu s dolzine k naceloma O(k?) ¢asa, da sestavi vse
mozne nize, ki nastanejo iz s z brisanjem ene ¢rke. To bi se dalo z nekaj
pazljivosti zmanjSati na O(k), enako tudi pri poizvedbah v razprseno tabelo,
Ce bi npr. uporabili Rabin-Karpove hash kode; vendar ni misljeno, da bi se
resitve tekmovalcev ukvarjale s ¢im takim.

Lahko se zgodi, da v vhodnem seznamu ni nobene ugodne besede. Naloga
ne predpisuje natancno, kaj naj resitev naredi v takem primeru, zato naj se
za pravilno Steje karksno koli obnasanje, iz katerega je razvidno, da resitev
ni nasla ugodne besede. Lahko na primer vrne prazen niz, vrednost None (v
pythonu) ali null (v javi ipd.), indeks —1 (¢e vra¢a indeks niza v vhodnem
seznamu), lahko izpiSe, da niza ni, lahko sprozi izjemo in podobno.

V nasi resitvi v C++ smo vektor besede prenasali po vrednosti namesto po
referenci, tako da dobimo svojo kopijo vektorja in lahko besede v njem uredimo
(naraséajoce po dolzini), ne da bi se to pri klicatelju kaj poznalo. Resitvam,
ki namesto tega prenasajo vektor po referenci in ga morebiti spremenijo tako,
da to spremembo vidi tudi klicatelj, naj se tega ne steje v slabo in naj se jim
zaradi tega ne odsteva tock.

Tezavnost nalog

Drzavno tekmovanje ACM v znanju racunalniStva poteka v treh tezavnostnih skupi-
nah (prva je najlazja, tretja pa najtezja); na tem Solskem tekmovanju pa je skupina
ena sama, vendar naloge v njej pokrivajo razmeroma Sirok razpon zahtevnosti. Za
obcutek povejmo, s katero skupino drzavnega tekmovanja so po svoji tezavnosti
primerljive posamezne naloge letosnjega Solskega tekmovanja:

Kam bi sodila po tezavnosti
Naloga na drzavnem tekmovanju ACM
1. Krizci in krozci lazja naloga v prvi skupini
2. Kovanci srednje tezka naloga v prvi ali lazja v drugi skupini
3. Taksi tezka naloga v prvi ali srednje tezka v drugi skupini®”
4. Preusmerjanje srednje tezka naloga v prvi ali lazja v drugi skupini
5. Odstranjevanje ¢rk | tezja naloga v prvi ali lazja v drugi skupini

27Opomba: tezavnost te naloge je zelo odvisna od tega, kako tockujemo resitve odvisno od
njihove ucinkovitosti. ReSitev s éasovno zahtevnostjo O(nm) je zelo preprosta, do u¢inkovitejsih
reSitev pa je znatno tezje priti. Ker smo predvideli 12 toc¢k (od dvajsetih) Ze za resitev v casu
O(nm), lahko Stejemo to nalogo za srednje tezko.
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Ce torej na primer nek tekmovalec resi le eno ali dve laZji nalogi, pri ostalih pa ne
naredi (skoraj) ni¢esar, to Se ne pomeni, da ni primeren za udelezbo na drzavnem
tekmovanju; pac¢ pa je najbrz pametno, ¢e na drzavnem tekmovanju ne gre v drugo
ali tretjo skupino, pac pa v prvo.

Podobno kot prejsnja leta si tudi letos zelimo, da bi ¢im ve¢ tekmovalcev s Sol-
skega tekmovanja prislo tudi na drzavno tekmovanje in da bi bilo Solsko tekmovanje
predvsem v pomoc¢ tekmovalcem in mentorjem pri razmisljanju o tem, v kateri te-
zavnostni skupini drzavnega tekmovanja naj kdo tekmuje.

Zadnja leta na drzavnem tekmovanju opazamo, da je v prvi skupini izrazito veliko
tekmovalcev v primerjavi z drugo in tretjo, med njimi pa je tudi veliko takih z zelo
dobrimi rezultati, ki bi prav lahko tekmovali tudi v kaksni tezji skupini. Mentorjem
zato priporoc¢amo, naj tekmovalce, ce se jim zdi to primerno, spodbudijo k udelezbi
v zahtevnejsih skupinah.
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Tabele na naslednjih straneh prikazujejo vrstni red vseh tekmovalcev, ki so sodelovali
na letosnjem tekmovanju. Poleg skupnega Stevila dosezenih tock je za vsakega
tekmovalca navedeno tudi Stevilo tock, ki jih je dosegel pri posamezni nalogi. V
prvi in drugi skupini je mogoce pri vsaki nalogi doseCi najve¢ 20 tock, v tretji
skupini pa najvec¢ 100 tock.

Naceloma se v vsaki skupini podeli dve prvi, dve drugi in dve tretji nagradi in
letos so se rezultati izsli tako, da od tega ni bilo treba odstopati. Poleg nagrad
na drzavnem tekmovanju v skladu s pravilnikom podeljujemo tudi zlata in srebrna
priznanja. Stevilo zlatih priznanj je omejeno na eno priznanje na vsakih 25 ude-
lezencev Solskega tekmovanja (teh je bilo letos 230) in smo jih letos podelili osem.
Srebrna priznanja pa se podeljujejo po podobnih kriterijih kot pred leti pohvale;
prejmejo jih tekmovalci, ki ustrezajo naslednjim trem pogojem: (1) tekmovalec ni
dobil zlatega priznanja; (2) je boljsi od vsaj polovice tekmovalcev v svoji skupini;
in (3) je tekmoval v prvi ali drugi skupini in dobil vsaj 20 toc¢k ali pa je tekmoval
v tretji skupini in dobil vsaj 80 tock. Namen srebrnih priznanj je, da izkazemo
priznanje in spodbudo vsem, ki se po rezultatu prebijejo v zgornjo polovico svoje
skupine. Podobno prakso poznajo tudi na nekaterih mednarodnih tekmovanjih; na
primer, na mednarodni racunalniski olimpijadi (101) prejme medalje kar polovica
vseh udelezencev. Poleg zlatih in srebrnih priznanj obstajajo tudi bronasta, ta pa
so dobili najboljsi tekmovalci v okviru Solskih tekmovanj (letos smo podelili 126
bronastih priznanj).

V tabelah na naslednjih straneh so prejemniki nagrad oznaceni z ,, 1%, ,2“ in ,,3%
v prvem stolpcu, prejemniki priznanj pa z ,,Z% (zlato) in ,S“ (srebrno).
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PRVA SKUPINA
<
T o x Tocke
Efj 15 ‘E (po nalogah in skupaj)
Z 2 TIme = Sola 1 2 3 4 5
17 1 Anton Luka Sijanec 2  Gimnazija Bezigrad 20 20 20 20 17 97
1Z 2 Luka Persolja 4  Gimnazija Vi¢ 17 20 18 20 18 93
28 3 Tilen Jurican 2 ZRI 19 20 20 10 19 88
2S Tim Thuma 2 Vegova Ljubljana 20 20 12 18 18 88
3S 5 Jasa Knap 4 Gimnazija Bezigrad 20 20 20 10 16 86
38 Luka Strazisar 3  Gimnazija Vi¢ 19 20 19 10 18 &6
S 7  Adrian Sebastian Siska 2  Vegova Ljubljana 16 20 20 10 18 84
S 8 Gabrijel Pflaum 4 Gimnazija Bezigrad 20 15 20 10 17 82
S 9 Luka Leskovsek 2 Vegova Ljubljana 20 17 20 9 15 81
S Nikola Brkovié 3  Gimnazija Bezigrad 20 15 20 10 16 81
S 11 Galileo Pellizer 4  STS Koper 20 16 20 7 17 80
S 12  Gasper Dobrovoljc 2  Vegova Ljubljana 15 19 20 10 15 79
S Zan Ambrozi¢ 2  Gimnazija Kranj 20 18 18 8 15 79
S 14 Lan Bajzelj 1 Vegova Ljubljana 20 18 11 10 18 77
S 15 Luka Papez 3  Gimnazija Vic 20 20 17 0 17 74
S 16  Gorazd Kotnik 1 SC Velenje, ERS 18 20 19 0 16 73
S Tine Zaletelj 2  Gimnazija Vic 20 18 10 9 16 73
S 18 Anja Laharnar 4  STPS Trbovlje 20 13 10 9 20 72
S 19 Filip Gerdina 4 SC Celje, Gim. Lava 20 15 7 9 19 70
S Tim Nahtigal 2 SC N. mesto, SESTG 18 20 8 8 16 70
S 21 Rene Klement 4 II. gimnazija Maribor 20 15 18 0 16 69
S 22 Jaka Kovac 1 Vegova Ljubljana 18 15 20 0 15 68
S 23 Aljaz Travnik 3  Vegova Ljubljana 15 10 20 5 17 67
S 24 Domen Lisjak 3  Gimnazija Bezigrad 20 20 14 0 12 66
S Tomo Testen 4 SC N. mesto, SESTG 14 9 15 17 11 66
S 26  Ozbej Pavc 4 Skof. klas. gimn. Lj. 19 18 10 0 18 65
S 27 Samo Hribar 4  Gimnazija Bezigrad 20 9 20 0 13 62
S Spela Gaénik 1 Gimnazija Bezigrad 15 18 20 0 9 62
S 29 Aljaz Kokol 4 SERS Maribor 20 18 10 0 12 60
S Tim Rezelj 4 SC N. mesto, SESTG 7 18 8 10 17 60
S 31 Gregor Graénar 4 SC Celje, SS za KER 13 14 12 0 17 56
S 32 Urban Krepel 1 SC Velenje, ERS 17 18 17 0 3 55
S 33 Matevz Bizjak 3 SC Nova Corica 17 12 20 0 5 54
S 34 Matjaz Pogacnik 3  Gimnazija Bezigrad 18 15 6 0 14 53
S 35 Gasper Lukman 3 SERS Maribor 10 10 18 0 14 52
S Leon Sovié 4 SERS Maribor 18 18 2 9 5 52
S Matic Bernot 3 STPS Trbovlje 15 10 10 0 17 52
S Rebeka Stres 3 Skof. klas. gimn. Lj. 19 13 10 0 10 52
S 39 Martin Jereb 3  Gimnazija Vic 20 16 0 0 15 51
S Teo Lah 4 SERS Maribor 16 10 9 0 16 51
S Peter Jereb 9 ZRI 12 10 20 9 0 51

(nadaljevanje na naslednji strani)
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PRVA SKUPINA (nadaljevanje)
3
3 1) = Tocke
% ‘g % (po nalogah in skupaj)
Z =2 Ime = Sola 1 2 3 4 5
S 42 Zan Stara$ini¢ 4 SC Novo mesto, SESTG 15 10 10 0 15 50
S 43 Goro Modic 3  Gimnazija Vi¢ 18 20 0 9 0 47
S Tit Sober 3 SC Novo mesto, SESTG 18 10 5 0 14 47
S Tjas Paradiz 3  SC Celje, Gimnazija Lava 18 12 17 0 0 47
S 46 Luka Logar 3 SC Celje, Gimnazija Lava 20 0 0 10 16 46
S Tim Hrovat 2  Vegova Ljubljana 16 8 0 9 13 46
48 Matija Pilko 4 1. gimnazija v Celju 17 15 0 0 13 45
Tomi Bozak 3 SC Celje, Gimnazija Lava 0 18 18 9 0 45
Ziga Terbovc 3 SC Celje, Gimnazija Lava 15 18 0 0 12 45
51 Dejan Pajsar 5 SC Kranj, STS Kranj 17 10 17 0 0 44
Urban Dopudja 3 SC Kranj, STS Kranj 15 10 2 0 17 44
Zan Skopec 4 SSTS Siska 7 19 18 0 0 44
54  Tian Kljucanin 3  Gimnazija Vic 9 3 13 0 16 41
55  Lucijan Skof 9 ZRI 0 17 15 0 8 40
56 Marino Vuk 3 SERS Maribor 20 2 2 0 15 39
57  Anze Prevodnik 4 STS Koper 15 10 10 0 3 38
Domen Brcar 3 SC Novo mesto, SESTG 15 10 0 0 13 38
Zan Hribar 2 STPS Trbovlje 14 5 7 0 12 38
60 Andraz Veluscek 8 ZRI 0 20 0 o 17 37
Kevin Poredos 4 SC Novo mesto, SESTG 18 0 1 0 18 37
Tevz Pece 1 ZRI + Gimnazija Vic 19 18 0 0 0o 37
Tilen Gaspari¢ 2 STPS Trbovlje 15 14 0 0 8 37
Tit Podhraski 3 SC Celje, Gimnazija Lava 17 0 0 20 0o 37
Vid Kranjec 4  Gimnazija Murska Sobota 10 1 8 10 8 37
66 Mark Skof 1 SSTS Sigka 18 18 0 0 0 36
67 Nik Javor 1 Gimnazija Bezigrad 20 0 0 0 15 35
68 Vanja Ivacié 3 Vegova Ljubljana 14 14 5 0 0 33
69 Domen Korenini 1  Gimnazija Vic 19 10 0 0 3 32
Miha Mirt 3 SC Nova Gorica 17 0 5 10 0 32
71  Arja Ela Hvala 1  Gimnazija Vi¢ 14 9 0 0 8 31
Nejc Zalokar 8 ZRI 11 0 20 0 0 31
73 Nik Vodovnik 2 ZRI 0 20 0 10 0 30
74 Hana Perman 9 ZRI 15 14 0 0 0 29
Luka Wernig 4  Skof. klas. gimn. Lj. 20 9 0 0 0 29
76  Zan Senicar 4  SC Celje, SS za KER 11 1 4 0 12 28
77 Anze Kejzar 1 Vegova Ljubljana 8 10 3 0 4 25
Barbara Kastelic 4 SC Novo mesto, SESTG 15 0 10 0 0 25
Kevin Jerebica 1 STS Koper 12 13 0 0 0 25
80 Danijel Tomié 2 STPS Trbovlje 10 10 3 0 1 24
81 Enej Breskvar 9 ZRI 2 3 17 0 0 22
Jan Music 4 STS Koper 7 0 15 0 0 22

(nadaljevanje na naslednji strani)
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PRVA SKUPINA (nadaljevanje)

o =~ Tocke
% % (po nalogah in skupaj)
=  Ime = Sola 2 3 4 5
83  Vid Jurkovic 1 Gimnazija Vi¢ 7 10 1 0 2 20
84 Niko Pozderec 2 SPTS Murska Sobota 16 3 0 0 0 19
85 Marko Dukic 1 SC Novo mesto, SESTG 1 10 4 3 0 18
86 Matevz Terziev 3 SC Kranj, STS Kranj 0 0 0 0 14 14
Monika Simicak 2  Gimnazija Vi¢ 8 2 0 O 4 14
88  Gregor Span 3 SC Celje, Gimnazija Lava 0 1 0 0 12 13
Klaudija Jakse 3 SC Novo mesto, SESTG 3 8 2 0 0 13
Robi Mudri 3 SC Nova Gorica 12 0o 1 0 0 13
91 Ela Ros 3  Gimnazija Murska Sobota 5 1 6 0 0 12
92 Blaz Osredkar 1 SC Velenje, ERS 4 0O 1 0 1 6
Enej Tinauer 1 ZRI 6 0O 0 O 0 6
Filip Lupscha 2 SPTS Murska Sobota 6 0 0 0 0 6
95 Martin Murko 1 ZRI 4+ Gimnazija Vi¢ 0 0o 3 0 0 3
96 Enej Fonda 2 ZRI 0 0o 0 O 0 0
Jakob Fir 4 Vegova Ljubljana 0 0O 0 o 0 0
Tim Strnad 1 ZRI + Gimnazija Vi¢ 0 0O 0 O 0 0
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DRUGA SKUPINA
@
T o = Tocke
Efj E % (po nalogah in skupaj)
Z = Ime = Sola 1 2 3 4 5
1Z 1 Jakob Kralj 2 Gimnazija Vié 19 20 18 5 20 82
17 Jakob Zorz, 1 ZRI 12 20 15 15 20 82
28 3 Jost Smrtnik 2  Gimnazija Vi¢ 20 20 5 17 12 74
25 4 Anze Hocevar 3  Gimnazija Vic 10 19 18 5 20 72
3S 5 Janez Ignacij Jereb 4 ZRI 14 8 17 18 10 67
38 6 Tim Tisak 3 Vegova Ljubljana 16 9 18 12 7 62
S 7  Petja Furlan 5 SC Kranj, STS Kranj 12 20 15 12 0 59
S 8 Bor Pangersic 4 Vegova Ljubljana 11 18 13 15 0 57
S 9 Lara Stamad 1 ZRI 4 6 10 16 17 53
S 10  Jure Pospisil 4 II. gimnazija Maribor 15 15 10 12 0 52
S Ziga Bradag 5 SSTS Siska 17 20 10 5 0 52
S Ziga Kralj 3 Vegova Ljubljana 14 9 10 16 3 52
S 13 Aljosa Vertot 4  SPTS Murska Sobota 14 20 5 11 0 50
S Oskar Rotar 1 ZRI 14 19 0 17 0 50
S 15  Jaka Velkaverh 4  Gimnazija Vié 10 9 13 14 0 46
S Lovro Lotri¢ 2  Gimnazija Kranj + ZRI 15 5 8 18 0 46
S 17  Eva Juvanc 4 ZRI 16 8 2 18 0 44
S Luka Urbanc 1 ZRI 9 20 15 0 0 44
S 19 Andrej Matos 3 Vegova Ljubljana 10 9 5 16 0 40
20 Filip Trplan 3  Gimnazija Vi¢ 11 20 8 0 0 39
Kristjan Komlosi 4  SC Kranj, Str. gimn. 13 12 2 12 0 39
Matic Kovac 2 ZRI 10 12 3 14 0 39
Vida Mlinar 2 Zavod sv. Franciska Saleskega,
Gimnazija Zelimlje 8 9 5 12 5 39
24  Nejc Mihelcic 2 Gimnazija Vic 12 9 2 14 0 37
25  Denis Balant 2 SC Velenje, Gimnazija 5 5 5 10 3 28
Miha Govedic 3 II. gimnazija Maribor 3 6 0 0o 19 28
27  Anej Repnik 3 SC Ravne na Kor., SS 10 0 2 15 0 27
Lenart Frankovic¢ 2 SC Velenje, Gimnazija 9 8 10 0 0 27
29 David Krajnc 3 SC Ravne na Kor., SS 7 1 2 14 0 24
30 Aljaz Marn 2 ZRI 10 3 0 8 0 21
31 Dominik Brezovéek 1 SC Celje, SS za KER 10 4 3 2 0 19
32 Grega Potoc¢nik 4  SC Ravne na Kor., SS 10 5 2 0 0 17
Ziga Kovadi¢ 3 II. gimnazija Maribor 10 0 7 0 0 17
34 Maj Zabukovnik 1 SC Celje, SS za KER 12 1 2 0 0 15
35 Peter Lekse 3 Skof. klas. gimn. Lj. 9 0 0 0 0 9
Vid Osep 1 ZRI + Gimnazija Vié 0 9 0 0 0 9
37 Matic Dremelj 2 ZRI 0 7 0 0 0 7
38 Matija Pajenk 3 SC Ravne na Kor., SS 3 1 1 1 0 6
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TRETJA SKUPINA
@
T o9 4 Tocke
& 2 % (po nalogah in skupaj)
Z 2 Ime = Sola 1 2 3 4 5
1Z 1 Benjamin Bajd 3 ZRI 97 100 100 100 97 494
17 2 Matija Likar 3 II. gimn. Maribor 97 54 89 69 50 359
27 3 Jakob Schrader 4 ZRI 100 100 20 79 299
27 4  Patrik Znidarsic¢ 4  Gimnazija Vi¢ 94 91 17 24 226
3S 5 Lan Sev¢nikar 4 II. gimn. Maribor 65 30 17 57 27 196
38 6 Domen Hocevar 4 Gimn. Novo mesto 97 47 14 30 188
S 7  Lovro Sikosek 3 Gimnazija Brezice 100 57 0 157
S 8 Brest Lenarcic 1 SC Rogaska Slatina 60 94 154
S 9 Mihael Golob 4 Vegova Ljubljana 11 100 14 0 125
S 10 Domen Kastelic 4 ZRI 20 97 117
S 11  Matej Kralj 3  Gimnazija Vic 88 20 0 108
S 12 Nadezhda Komarova 3 ZRI 60 20 27 107
S 13 Luka Lonec 4 II. gimn. Maribor 60 0 8 17 85
S 14 Tadej Tomazic 4 Vegova Ljubljana 60 0 20 80
15 Tjaz Valentincic¢ 4 SC Nova Gorica 4 54 20 78
16 Klemen Klopcic 1 Gimn. Bezigrad 14 20 30 64
17  Ella Potisek 4 ZRI 57 5 62
18 Daniel Blazi¢ 4 ZRI 51 51
19  Tilen Tomsic 4 SC Nova Gorica 20 7 20 47
20 Lan Vrckovnik 3 SC Velenje, Gimn. 17 0 10 0 7 34
21  Aljaz Vetrih 3 SC Velenje, Gimn. 17 0 10 27
22  Filip Stamcar 2 ZRI 17 2 0 19
23 Alen Leban 4 SC Nova Gorica 17 0 17
24 Bor Brudar 2 SC N. mesto, SESTG 0 4 10 0 14
25 Blaz Spacapan 4 SC Nova Gorica 0 0 0
Daniel Bartoli¢ 4 SC Nova Gorica 0 0
Miha Lazié 4 SC Nova Gorica 0 0 0
Tim Cvetko 3 Gimnazija Brezice 0 0 0 0
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VRSTNI RED SOL

Da bi spodbudili sole k ¢im vecji udelezbi in ¢im boljsim rezultatom v vseh treh
skupinah, smo zaceli leta 2018 objavljati tudi vrstni red Sol v neke vrste skupnem
sestevku. Posamezni Soli prinesejo tocke najboljsi stirje tekmovalci iz te Sole v
prvi skupini, najboljsi trije v drugi in najboljsa dva v tretji skupini. Tocke Sole so
enake vsoti tock njenih tekmovalcev. Tocke, ki jih prispeva tekmovalec k vsoti, se
izrac¢una tako, da se delez tock (od vseh moznih tock), ki jih je ta tekmovalec dosegel
na tekmovanju, pomnozi z utezjo za skupino, v kateri je tekmoval. Utez za prvo
skupino je 100, za drugo skupino 200 in za tretjo skupino 300.

Mesto Sola Tocke
1 Gimnazija Vi¢ 982,4
2 Vegova Ljubljana 797
3 II. gimnazija Maribor 596
4 Gimnazija Bezigrad 384,4
5 SC Novo mesto, SESTG 2544
6 SC Kranj, STS Kranj 220
7 SERS Maribor 215
8 SC Celje, Gimnazija Lava 208
9 STPS Trbovlje 199

10 SSTS Sigka 184
11 SC Nova Gorica 174
12 Gimnazija Kranj 171
13 STS Koper 165
14 Skofijska klasi¢na gimnazija Ljubljana 164
15 SC Celje, SS za KER 152
16 SC Velenje, Gimnazija 146,6
17 SC Ravne na Koroskem, Srednja ola, 136
18 SC Velenje, ERS 134
19 SPTS Murska Sobota 125
20 Gimnazija Novo mesto 1128
21 Gimnazija Brezice 94,2
22 SC Rogaska Slatina 92,4
23 SC Kranj, Strokovna gimnazija 78
Zavod sv. Franéiska Saleskega, Gimnazija Zelimlje 78
25 Gimnazija Murska Sobota 49

26 I. gimnazija v Celju 45
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Za nagrado so najboljsi tekmovalci vsake skupine prejeli naslednjo strojno opremo
in knjizne nagrade:

@ oo}

¢ g

= 0

v <

%) Z. Nagrajenec Nagrade

1 1 Anton Luka Sijanec  telefon Samsung Galaxy S20FE

1 1 Luka Persolja telefon Samsung Galaxy S20FE

1 2 Tilen Jurican telefon Realme 7 Pro

1 2 Tim Thuma telefon Samsung Galaxy A12

1 3 Jasa Knap telefon Samsung Galaxy A12

1 3 Luka Strazisar miska Razer DeathAdder V2

2 1 Jakob Kralj telefon Samsung Galaxy S20FE
Dasgupta et al.: Algorithms

2 1 Jakob Zorz telefon Samsung Galaxy S20FE
Dasgupta et al.: Algorithms

2 2 Jost Smrtnik telefon Realme 7 Pro
Dasgupta et al.: Algorithms

2 2 Anze Hocevar telefon Realme 7 Pro

2 3 Janez Ignacij Jereb telefon Samsung Galaxy Al2

2 3 Tim Tisak miska Razer DeathAdder V2

3 1 Benjamin Bajd telefon Samsung Galaxy S20FE
Raspberry Pi 4 model B
Steven S. Skiena: The Algorithm Design Manual

3 1 Matija Likar telefon Samsung Galaxy S20FE
Raspberry Pi 4 model B
Steven S. Skiena: The Algorithm Design Manual

3 2 Jakob Schrader telefon Realme 7 Pro
Steven S. Skiena: The Algorithm Design Manual

3 2 Patrik Znidarsi¢ telefon Realme 7 Pro

3 3 Lan Sevcnikar telefon Samsung Galaxy Al12

3 3 Domen Hocevar telefon Samsung Galaxy Al12

Off-line naloga — Pokrajina iz kock

2 Domen Hocevar Raspberry Pi 4 model B
4 Gregor Kikelj Raspberry Pi 4 model B
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SODELUJOCE SOLE IN MENTORJI

II. gimnazija Maribor

Gimnazija Bezigrad
Gimnazija Brezice
Gimnazija Kranj
Gimnazija Murska Sobota
Gimnazija Novo mesto

Gimnazija Vic¢

I. gimnazija v Celju

Srednja elektro-racunalniska sola
Maribor (SERS)

Srednja poklicna in tehniska Sola
Murska Sobota (SPTS)

Srednja $ola tehnigkih strok Sigka

Srednja tehnigka in poklicna
$ola Trbovlje (STPS)

Srednja tehniska sola Koper
Solski center Celje, Gimnazija Lava

Solski center Celje, Srednja ola
za kemijo, elektrotehniko in
racunalnistvo (KER)

Solski center Kranj,
Srednja tehniska Sola

Solski center Kranj,
Strokovna gimnazija

Solski center Nova Gorica

Luka Lonec, Mitja Osojnik,
Lan Sev¢nikar

Andrej Sustarsic
Tea Habinc
Mateja Zepié
Romana Zver
Barbara Strnad

Dusan Bajec, Klemen Bajec,
Marina Trost

Luka Zlatecan

Slavko Nekrep, Manja Sovi¢ Potisk
Simon Horvat, Dominik Letnar

Tom Kamin

Uros Ocepek

Andrej Florjanci¢, Senka Sabotin
Karmen Kotnik

Bostjan Lubej, Timej Pirs,
Davor Zupanc
Miha Baloh

Gasper Strnisa

Aljaz Gec, Marko Marcetié,
Tomaz Mavri, Barbara Pusnar

Solski center Novo mesto, Srednja elektro $ola in

tehniska gimnazija (SESTQ)
Solski center Ptuj

Solski center Ravne na Koroskem,
Srednja Sola Ravne

Simon Vovko, Albert Zorko
Franc Vrbanci¢

Gorazd Geé
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Solski center Rogaska Slatina

Solski center Velenje, Elektro in
racunalniska Sola (ERS)

Solski center Velenje, Gimnazija
Skofijska klasi¢na gimnazija Sentvid

Vegova Ljubljana

Zavod sv. Franciska Saleskega,
Gimnazija Zelimlje

Joze Vajdic

Miran Zevnik

Ivan Jovan
Helena Starc Grlj, Gasper Zajdela

Marko Kastelic, Melita Kompolsek,
Natasa Makarovi¢, Ales Vol¢ini,
Darjan Toth

Benjamin Tomazic

Zavod za racunalnisko izobrazevanje (ZRI), Ljubljana
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REZULTATI CERC 2021

Ker smo letos organizirali srednjeevropsko studentsko tekmovanje v racunalnistvu
(cERC 2021) pri nas v Ljubljani, objavljamo v nasem biltenu Se rezultate tega tek-
movanja. Naloge so na str. 28-44, resitve pa na str. 116-156.

St. resenih

Ekipa nalog Cas
1 Marcin Martowicz, Adam Goérkiewicz,
Anadi Agrawal (U. v Wroctawu) 8 16:08:50
2 Krzysztof Potepa, Bartosz Podkanowicz, Krzysztof Piéro (Jag. u.) 8 21:42:44
3 Krzysztof Ziobro, Jacek Salata, Grzegorz Gawryal (Jag. u.) 8 22:35:06
4  Rafal Lyzwa, Kacper Kluk, Jakub Kadziotka (U. v Varsavi) 7 20:36:35
5 Arkadiusz Czarkowski, Michal Staniewski,
Tomasz Nowak (U. v Varsavi) 6 10:14:48
6 Rafal Pyzik, Jan Klimczak, Justyna Jaworska (Jag. u.) 6 13:13:44
7  Kacper Topolski, Maksym Zub, Andrii Orap (Jag. u.) 6 13:33:06
8  Adam Zyzik, Marcin Knapik, Krzysztof Boryczka (U. v Wroctawu) 6 13:38:57
9  Attila Gaspar, Péter Gyimesi, Péter Varga (ELTE) 6 14:08:40
10 Michat Maras, Dominik Kowalczyk, Michal Kepa (U. v Wroclawu) 6 14:22:59
11 Josef Minafik, Eldar Urmanov, Adam Rajsky (Karlova u.) [§ 15:08:05
12 MA4té Busa, Bence Dedk, Aron Noszaly (ELTE) 6 16:10:55
13 Jan Wankowicz, Lukasz Pluta, Hubert Obrzut (U. v Wroclawu) 6 16:29:08
14  Katzper Michno, Tomasz Mazur, Hubert Zieba (Jag. u.) 6 18:15:13
15  Josip Klepec, Marin Kisi¢, Jurica Horvat (U. v Zagrebu) 6 19:50:54
16  Marcel Szelwiga, Mateusz Orda, Oskar Fiuk (U. v Wroctawu) 5 8:48:12
17  Bojan Stetié¢, Leon Jurié¢, Dominik Fistri¢ (U. v Zagrebu) 5 10:53:17
18  Mateusz Opala, Aleksander Pogoda,
Krzysztof Lukasiewicz (U. v Wroctawu) 5 10:58:33
19  Marko Khasin, Andrii Kovryhin, Maksym Tur (Jag. u.) 5 11:13:44
20  Vilim Lendvaj, Martin Josip Kocijan, Leonard Inkret (U. v Zagrebu) 5 12:10:54
21  Bartol Markovinovié, Pavel Kliska, Gabrijel Jambrosi¢ (U. v Zagrebu) 5 12:14:04
22 Andrés Csertdn, Péter Szente, Bélint Horcsin (ELTE) 5 13:09:41
23  Piotr Kepezynski, Andrzej Radziminski,
Antoni Wiéniewski (U. v Varsavi) 5 14:00:44
24 Gregor Kikelj, Job Petrovéi¢, Domen Hocevar (U. v Ljubljani) 5 14:37:06
25  Jiff Kalvoda, Vaclav Janacek, Magdaléna Misinova (Karlova u.) 5 15:14:12
26  Marko Hostnik, Urban Duh, Ziga Zeljko (U. v Ljubljani) 5 15:46:36
27  Aleksejs Naumovs, Roberts Leonars Svarinskis,
Ingus Janis Pretkalnins (Latvijska u.) 4 8:44:38
28 Jan Kwiatkowski, Juliusz Korab-Karpowicz,
Kamil Zwierzchowski (U. v Varsavi) 4 9:04:53
29  Sandra Silina, Aleksejs Jelisejevs, Aleksandrs Zajakins (Latvijska u.) 4 11:17:24
30  Adam Pawlowski, Kamil Piechowiak, Pawel Wozniak (PUT) 4 11:48:49
31  Pawel Sankin, Andrei Mishchanka, Nazarii Denha (Jag. u.) 3 2:41:52
32 Mitko Nikov, Mitja Zalik, Vid Kersi¢ (U. v Mariboru) 3 5:42:15
33  Daniel Sami Blazi¢, Jakob Schrader,
Patrik Znidar$i¢ (U. v Ljubljani) 3 6:28:50
34  Dominik Farhan, Ondfej Sladky, Jonds Havelka (Karlova u.) 3 6:48:29
35  Jakub Podolak, Pawel Putra, Dawid Sula (U. v Varsavi) 3 6:53:13
36 Kacper Karoni, Jakub Szczugiel, Arkadiusz Kraus (AGH) 3 7:07:24
37 Marcin Mordecki, Jakub Zarzycki,
Kacper Harasimowicz (U. v Varsavi) 3 7:09:38

(nadaljevanje na nasledngi strani)
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REZULTATI CERC 2021 (nadaljevanje)
St. resenih
Ekipa nalog Cas

38  Lucija Zuzi¢, Marina Banov, Jakov Tomasié¢ (U. na Reki) 3 8:00:17
39  Krzysztof Jaworski, Rafal Szubert, Marcin Zatorski (PUT) 3 9:26:45
40  Nguyen Xuan Thang, Martin Prokopi¢, Jan Pokorny (CTU) 3 11:11:13
41 TIllés Iles, Istvan Megyeri (U. v Szegedu) 2 1:35:25
42  Luka Tomié¢, Luka Jovanovié¢, Mislav Brnetié¢ (U. v Zagrebu) 2 1:57:28
43 Karlo Ileti¢, Filip Kadak, Tomislav Prusina (U. v Osijeku) 2 2:03:00
44 Mateusz Kaminski, Patryk Kisielewski,

Marcin Wojdat (U. N. Kopernika) 2 2:45:04
45  Bor Groselj Simi¢, Matevz Mis¢i¢, Jon Mikos (U. v Ljubljani) 2 3:03:50
46  Timo Zikeli, Otto Winter, Sebastian Schulze (Tuw) 2 3:12:57
47  Jakub Kaminski, Artur Krzyzynski,

Adam Cigzkowski (U. v Wroctawu) 2 3:14:20
48 Pawel Aniszewski, Pawel Czarkowski,

Lukasz Skabowski (U. N. Kopernika) 2 4:49:12
49  Piotr Aksamit, Jan Izydorczyk, Jan Chyczynski (AGH) 2 4:57:49
50  Klaus KraBnitzer, Christian Stippel, Sebastian Steiner (TUw) 2 7:03:49
51  Daniel Koren, Adam Barla, Jozef Koleda (cTU) 1 0:33:26
52  Jan Luka$, Linda Sindeldfova, Vit Bfichnaé (cTu) 1 0:35:31
53  Katefina Kubecova, Anna Ibatullina, Leonid Golovyrin (CTU) 1 0:39:22
54  Petr Stastny, Marie Kalouskova, Filip Danielsson (cTU) 1 0:43:08
55  Martin Domajnko, Jakob Kordez (U. v Mariboru) 1 0:51:09
56  Daniel Kréal, Martin Koutensky, Adam Prochazka (cTU) 1 1:00:37
57 Jézsué Majthényi-Wass, Lorenzo Fiorini,

Miklés Bartos-Elekes (BUTE) 1 1:32:43
58 Alex Krizsan, Daniel Kaposvari, Andras Balogh (U. v Szegedu) 1 2:17:42
59  Barna Kirchhof, Adém Horvath, Abdelrahman Desoki (BUTE) 1 2:30:07
60  Ajla Sehovié, Jelena Glisi¢, Ina Basié (U. na Primorskem) 1 3:49:31
61 Wojciech Holf, Tomasz Rahn,

Dawid Stopczynski (U. N. Kopernika) 1 4:01:53

Sodelovale so ekipe z naslednjih univerz:

Ceska tehniéna univerza (cTU) (Praga, Ceska)

Jagielonska univerza (Krakow, Poljska)

Karlova univerza (Praga, Ceska)

Latvijska univerza (Riga, Latvija)

Poznanjska tehni¢na univerza (pUT) (Poznanj, Poljska)
Tehni¢na univerza na Dunaju (TUw) (Avstrija)

Univerza Josipa Juraja Strossmayerja v Osijeku (Hrvaska)
Univerza Lordnda Eétvosa (ELTE) (Budimpesta, Madzarska)
Univerza na Primorskem (Slovenija)

Univerza na Reki (Hrvaska)

Univerza Nikolaja Kopernika (Torunj, Poljska)

Univerza v Ljubljani (Slovenija)

Univerza v Mariboru (Slovenija)

Univerza v Szegedu (Madzarska)

Univerza v Varsavi (Poljska)

Univerza v Wroctawu (Poljska)

Univerza v Zagrebu (Hrvaska)

Univerza za tehnologijo in ekonomiko (BUTE) (Budimpesta, Madzarska)
Znanstveno-tehni¢na univerza AGH (Krakow, Poljska)
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OFF-LINE NALOGA — POKRAJINA IZ KOCK

Na racunalniskih tekmovanjih, kot je nase, je Cas resevanja nalog precej omejen
in tekmovalci imajo za eno nalogo v povprecju le slabo uro casa. To med drugim
pomeni, da je marsikak zanimiv problem s podroc¢ja racunalnistva tezko zastaviti v
obliki, ki bi bila primerna za nalogo na tekmovanju; pa tudi tekmovalec si ne more
privosciti, da bi se v nalogo poglobil tako temeljito, kot bi se mogoce lahko, saj mu
za to preprosto zmanjka casa.

Off-line naloga je poskus, da se tovrstnim omejitvam malo izognemo: besedilo
naloge in testni primeri zanjo so objavljeni ve¢ mesecev vnaprej, tekmovalci pa ne
oddajajo programa, ki resuje nalogo, pa¢ pa oddajajo resitve tistih vnaprej obja-
vljenih testnih primerov. Pri tem imajo torej veliko ¢asa in priloznosti, da dobro
razmislijo o nalogi, preizkusijo ve¢ moznih pristopov k resevanju, pocasi izboljsu-
jejo svojo resitev in podobno. Opis naloge in testne primere smo objavili decembra
2020, nekaj mesecev po razpisu za tekmovanje v znanju; tekmovalci so imeli ¢as do
26. marca 2021 (dan pred tekmovanjem), da posljejo svoje resitve.

Opis naloge

Iz kock, podobnih lego kockam, bi radi sestavili trodimenzionalni model pokrajine.
Pokrajina je opisana z visinskim zemljevidom oz. tlorisom; obmocje, ki nas zanima,
ima v tlorisu obliko pravokotnika, ki ga v mislih razdelimo na karirasto mrezo enot-
skih kvadratov. Ta mreza ima w stolpcev in h vrstic. Za vsako celico mreze je
podana viSina pokrajine v tej celici, recimo v[z, y] za celico na preseku stolpca z in
vrstice y. Vse te visine so cela stevila, ve¢ja ali enaka 0.

Primer visinskega zemljevida (w = 4, h = 3) in pripadajoce pokrajine:

»2Kocke“, iz katerih sestavljamo nas model pokrajine, so v resnici kvadri razlicnih
velikosti. Mozne velikosti kvadrov so podane, za vsako velikost pa imamo na voljo
neomejeno stevilo kvadrov tiste velikosti. Kvadre moramo zlagati tako, da se med
seboj ne prekrivajo, da ne strlijo ven iz pokrajine in da pokrijejo celotno pokrajino.
Kvadre smemo vrteti v korakih po 90° okrog navpi¢ne osi (torej osi z), tako da
lahko na primer kvader velikosti a, X ay X a. uporabimo tudi kot kvader velikosti
Gy X Qg X Q.

Tvoja naloga je sestaviti tak model pokrajine, ki ustreza tem omejitvam in pri
tem porabi ¢im manj kvadrov.

Primer: recimo, da imamo visinski zemljevid z zgornje slike in da so na voljo kvadri
naslednjih velikosti: 1 x1x1,2x1x1,3x1x1,1x1x2.
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Naslednji dve sliki kazeta dva izmed moznih nacinov, kako lahko iz kvadrov
takih velikosti sestavimo pokrajino s tega viSinskega zemljevida (kvadre na slikah
smo pobarvali z razlicnimi odtenki sive, vendar le zato, da se jih laze razloci, drugace
pa odtenki ne pomenijo nicesar posebnega).

Resitev na levi sliki sestavlja 6 kvadrov, resitev na desni sliki pa 7 kvadrov, zato je
leva resitev boljsa od desne.

Rezultati

Sistem tockovanja je bil tak kot pri off-line nalogah v prejsnjih letih. Pripravili smo
26 testnih primerov, pri vsakem testnem primeru smo razvrstili tekmovalce po oceni
njegove resitve, nato pa je prvi tekmovalec (tisti, ¢igar resitev je imela najmanjso
oceno) dobil 10 tock, drugi 8, tretji 7 in tako naprej po eno totko manj za vsako
naslednje mesto (osmi dobi dve tocki, vsi nadaljnji pa po eno). Na koncu smo za
vsakega tekmovalca sesteli njegove tocke po vseh 26 testnih primerih.

Pokrajine v testnih primerih so bile razli¢nih oblik, nekatere v resnici bolj eno- ali
dvo- kot trodimenzionalne, njihova prostornina pa je segala od nekaj sto do priblizno
milijona enotskih kockic. Kvadri so bili pri vecini testnih primerov majhni; njihove
stranice niso presegale dolzine 5 enot.

Letos so svoje resitve pri off-line nalogi poslali stirje tekmovalci, od tega dva
srednjesolca in en student. Koncna razvrstitev je naslednja:

Mesto Ime Letnik Sola Tocke
1 Samo Kralj 258
2 Domen Hocevar 4 Gimn. Novo mesto 213
3 Jost Smrtnik 3 Gimnazija Vi¢ 182
4 Gregor Kikelj 3 FMF 170

Resitev

Prva dva testna primera sta bila v resnici enodimenzionalna (pri enem je bilo w =
h =1, torej je bil tloris en sam enotski kvadrat; pri enem pa je bil h = 1 in visina
pokrajine je bila povsod < 1); takrat je torej pri kvadrih, s katerimi imamo opraviti,
pomembna ena sama dimenzija — recimo, da je to dolzina, torej da so oblike dx1x 1.
Pokrajina je sestavljena iz enega ali ve¢ takih kvadrov (lo¢enih med sabo, tako da
lahko resujemo problem za vsakega posebej), pa tudi nasi kvadri, iz katerih skusamo
pokrajino sestaviti, so take oblike. Mnozico dolzin nasih kvadrov oznacimo z A;
potem smo torej pred vprasanjem, kako s ¢im manj kvadri iz A sestaviti kvader neke
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zelene dolzine d (ki predstavlja enega od kosov ciljne pokrajine). To lahko resujemo
z dinami¢nim programiranjem: naj bo f(d) najmanjse Stevilo kvadrov, potrebnih
za kos dolzine d; potem je f(0) =01in f(d) =1+ min{f(d—a):a € A, a < d}. To
lahko resujemo po narascajocih d in tako v O(d) ¢asa pridemo do optimalne resitve.
Spotoma si pri vsakem d Se zapomnimo, pri katerem a je bil doseZen minimum, da
bomo lahko na koncu rekonstruirali tudi konkreten nabor a-jev, ki se sestejejo v d.

Naslednjih Sest testnih primerov je bilo v resnici dvodimenzionalnih: bodisi je
imela pokrajina tloris oblike w X b in visino najve¢ 1 bodisi je imela tloris oblike
w X 1 in visino najve¢ b; in pri tem je bila dolzina w sicer velika, druga dimenzija
b pa majhna. Poleg tega so bili majhni tudi kvadri (stranice so imeli dolge najvec
a). V tem primeru lahko nalogo Se vedno resujemo z dinami¢nim programiranjem.
Recimo, da postavljamo kvadre v pokrajino od leve proti desni, po narascajocih x.
To pomeni, da preden pokrijemo kaksno kockico pri z = d, mora biti v pokrajini vse
na z < d — a ze popolnoma pokrito, saj so kvadri v vsako smer dolgi najvec a enot,
tako da noben kvader, ki je prisoten v stolpcu x = d, ne more hkrati segati tudi v
z = d — a, kaj Sele na manjSe . Naj bo torej f(d, A) najmanjse Stevilo kvadrov, s
katerimi lahko pokrijemo prvih d stolpcev nase pokrajine (torej x < d), pri ¢emer naj
bodo v prvih d—a stolpcih pokrite vse kockice nase pokrajine, v zadnjih a stolpcih pa
le tiste iz mnozice A. Te vrednosti lahko ra¢unamo po narascajocih d in pri vsakem
d narascajoce po |A|: e v A ni nobene kockice z x = d, je f(d,A) = f(d—1,A"),
pri ¢emer A’ dobimo tako, da v A dodamo vse kockice, ki pripadajo nasi pokrajini
pri = d — a. Sicer pa je f(d,A) = 1 + ming f(d, A — K), pri ¢emer moZzne K
dobimo tako, da na vse mozne nacine postavimo en kvader v mrezo, pri cemer mora
biti prisoten v stolpcu x = d, ne pa tudi desno od njega in pokrivati mora le take
kockice, ki so prisotne v A. Ker pokriva A le a stolpcev in ker je druga dimenzija
nase mreze enaka b, imamo 2% moznih vrednosti A-ja, torej moramo resiti vsega
skupaj O(w - 2‘“’) podproblemov. Pri nasih dvodimenzionalnih testnih primerih je
bilo a - b < 20, dolzina w pa do 10°.

Za primere, ki so res trodimenzionalni, lahko naso nalogo zapisemo kot optimi-
zacijski problem. Pokrajino si lahko predstavljamo kot mnozico enotskih kockic;
recimo ji P. Vsak kvader, ki ga postavimo v prostor, pokrije neko podmnozico teh
kockic, recimo K. Pri tem se omejimo seveda le na kvadre takih oblik, ki so nam
pri nasem testnem primeru na voljo, in le na take polozaje teh kvadrov, pri katerih
noben del kvadra ne strli ven iz pokrajine P. Tako dobimo nek nabor moznih K-jev,
ki ga oznacimo s IC.

Vpeljimo zdaj za vsak K € K po eno neznanko ug, ki nam pove, ali smo tak
kvader na takem polozaju res uporabili (uxg = 1) ali ne (uxg = 0); imamo torej
omejitev 0 < urg < 1.

Za vsako kockico p € P naSe pokrajine pa vpeljimo pogoj

Z uKzl;

KekK : peK

z drugimi besedami, vsako kockico mora pokriti natanko eden izmed uporabljenih
kvadrov. S tem poskrbimo, da se kvadri ne smejo prekrivati in da ne sme noben del
pokrajine ostati nepokrit.

V okviru teh omejitev moramo zdaj najti tak nabor vrednosti ux (za vse K € K),
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pri katerem je vsota ZKEIC ux ¢im manjSa — to je namrec stevilo uporabljenih kva-
drov in naloga zahteva, da jih uporabimo ¢im manj. Optimizacijskim problemom te
oblike (neznanke so celostevilske, omejitve so linearne (ne)enacbe, pa tudi kriterij-
ska funkcija, ki jo minimiziramo, je linearna funkcija; in koeficienti v omejitvah in
kriterijski funkciji so cela Stevila) pravimo celostevilsko linearno programiranje. To
je sicer NP-tezak problem, vendar obstajajo zanj razne knjiznice in programi, ki pri
marsikaterem manjSem primeru tega problema vendarle najdejo optimalno resitev
v obvladljivo majhnem casu. Tako lahko resimo srednje velike primere nase naloge
(recimo naslednjih deset primerov; pokrajina ni v nobeno dimenzijo merila ve¢ kot
50 enot, posamezni kvadri pa so imeli stranice do 4 enote in prostornino najvec¢ 16
kockic).

Zadnjih osem primerov je prevelikih, da bi jih resevali optimalno v enem zamahu
(velikosti kvadrov so bile kot pri srednje velikih primerih, vendar so bile dimenzije
pokrajine do 300 enot), lahko pa na primer razdelimo tloris pokrajine na manjsa
pravokotna obmo¢ja (npr. do 15 x 15) in zlagamo kvadre nad vsakim od teh obmo-
Cij posebej. S tem seveda resitev na koncu ni ve¢ nujno optimalna, ker izgubimo
priloznost, da bi kakSen od kvadrov segal prek meje med dvema takima obmocjema.
Nazadnje lahko poskusimo resitev izboljSati Se z neke vrste lokalno optimizacijo:
izberimo si neko kocko v prostoru (npr. do velikosti 15 x 15 x 15), pobri§imo v mi-
slih tiste kvadre, ki v celoti lezijo znotraj nje, in poskusimo optimalno pokriti tako
izpraznjene dele pokrajine; ce se stevilo uporabljenih kvadrov s tem zmanjsa, resitev
obdrzimo. To ponavljamo, dokler se resitev se kaj izboljsuje.
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UNIVERZITETNI PROGRAMERSKI MARATON

Drustvo AcM Slovenija sodeluje tudi pri pripravi Studenskih tekmovanj v programi-
ranju, ki v zadnjih letih potekajo pod imenom Univerzitetni programerski maraton
(UPM, tekmovanja.acm.si/upm) in so odskoéna deska za udelezbo na ACMovih med-
narodnih $tudentskih tekmovanjih v programiranju (International Collegiate Pro-
gramming Contest, ICPC). Ker UPM ne izdaja samostojnega biltena, bomo na tem
mestu na kratko predstavili to tekmovanje in njegove letosnje rezultate.

Na studentskih tekmovanjih ACM v programiranju tekmovalci ne nastopajo kot
posamezniki, pa¢ pa kot ekipe, ki jih sestavljajo po najvec trije ¢lani. Vsaka ekipa
ima med tekmovanjem na voljo samo en racunalnik. Naloge so podobne tistim iz
tretje skupine nasega srednjesolskega tekmovanja, le da so v¢asih malo tezje oz.
predvsem predpostavljajo, da imajo reSevalci Ze nekaj veC znanja matematike in
algoritmov, ker so to stvari, ki so jih vecinoma slisali v prvem letu ali dveh studija.
Casa za tekmovanje je pet ur, nalog pa je praviloma 6 do 8, kar je veé, kot jih
je obicajna ekipa zmozna v tem casu resiti. Za razliko od nasega srednjesolskega
tekmovanja pri Studentskem tekmovanju niso priznane delno resene naloge; naloga
velja za reseno sSele, ¢e program pravilno resi vse njene testne primere. Ekipe se
razvrsti po Stevilu resenih nalog, ¢e pa jih ima vec¢ enako Stevilo resenih nalog,
se jih razvrsti po casu oddaje. Za vsako uspesno reSeno nalogo se steje cas od
zacetka tekmovanja do uspesne oddaje pri tej nalogi, pristeje pa se Se po 20 minut
za vsako neuspesno oddajo pri tej nalogi. Tako dobljeni casi se seStejejo po vseh
uspesno resenih nalogah in ekipe z istim stevilom resenih nalog se potem razvrsti
po skupnem ¢asu (manjsi ko je skupni ¢as, boljsa je uvrstitev).

UPM poteka v $tirih krogih (dva spomladi in dva jeseni), pri ¢emer se za koncno
razvrstitev pri vsaki ekipi zavrze najslabsi rezultat iz prvih treh krogov, Cetrti (fi-
nalni) krog pa se Steje dvojno. Najboljse ekipe se uvrstijo na srednjeevropsko re-
gijsko tekmovanje (CERC, ki bi bilo v normalnih razmerah verjetno novembra 2021,
vendar je bilo zaradi epidemije in zamika prejsnjega CERCa prelozeno na 23.-24.
april 2022, potekalo pa je prek interneta), najboljSe ekipe s tega pa na zakljuéno
svetovno tekmovanje (ki bi moralo v normalnih razmerah potekati spomladi 2022,
vendar je bilo zaradi zakasnitev, povezanih z epidemijo v prej$njih letih, prelozeno
in bo predvidoma izvedeno novembra 2023).

Na letosnjem UPM je sodelovalo 41 ekip s skupno 118 tekmovalci, ki so prisli s
treh slovenskih univerz, nekaj pa je bilo celo srednjesolcev. Tabela na naslednjih
dveh straneh prikazuje vse ekipe, ki so se pojavile na vsaj enem krogu tekmovanja.
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St. resenih
Ekipa nalog* Cas
1  Benjamin Bajd (Gim. Kranj), Domen Hocevar (Gim. N. mesto),
Job Petrov¢ié (FMF) 26 22:51:40
2 Ziga Zeljko, Marko Hostnik (FRI 4+ FMF), Urban Duh (FMF) 23 31:24:21
3 Jakob Schrader, Patrik Znidarsi¢, Daniel Sami Blazi¢ (Gim. Vi¢) 20 31:40:07
4  Mitja Zalik, Vid Kersi¢, Matic Rasl (FERI) 19 34:24:56
5 M. Besher Massri, Nemanja Torbica, Mirza RedZzi¢ (FAMNIT) 18 29:52:44
6 Matevz Misci¢, Jakob Zmrzlikar, Jon Mikos (FMF) 18 30:49:04
7 Gregor Kikelj (FMF) 17 20:54:56
8  Vid Drobni¢, Matej Marinko (FRI + FMF),
Ziga Patacko Koderman (FRI) 17 22:41:46
9  Lan Sevénikar, Matija Likar, Luka Lonec (II. gimn. Maribor) 16 20:47:47
10  Iija Tavchioski, Josif Tepegjozov (FRI), Boshko Koloski (MPSJS) 16 25:47:22
11 Jakob Kordez, Martin Domajnko, Tilen Koren (FERI) 15 29:17:59
12 Filip Stamcar, Jakob Kralj, Jost Smrtnik (Gim. Vi) 14 18:39:51
13 Tadej Tomazi¢ (Vegova Lj.), Tomaz Tomazi¢, Blaz Blokar 11 20:10:11
14  Urban Cér, Mark Zakelj (FRI 4 FMF), Domen Grzin (FRI) 11 25:34:51
15  Matija Kocbek, Luka Horjak (FMF),
Lovro Drofenik (I. gim. v Celju) 10 7:57:50
16  Jaka Vrhovec, Adrijan Rogan (FRI + FMF) 9 11:26:27
17 Bor Groselj Simi¢ (FMF), Ella Potisek (Gim. Vi¢) 9 11:49:42
18  Mitko Nikov, Kristijan Mitrov, Stefan Srnjakov (FERI) 9 12:11:56
19  Anna Sidorova, Aljaz Zel, Alen Granda (FERI) 6 14:49:00
20 Tjaz Silovsek (FMF), Tim Vuéina, Marcel Tori (FRI) 5 7:16:33
21  Sara Veber, Tim Postuvan (FRI + FMF), Tina Postuvan (FRI) 5 10:30:17
22 Tijan Veingerl, Gregor Sraj (FRI + FMF), Vid Rebol (FRI) 5 14:24:57
23 Nejc Zajc, Tadej Petri¢, Zan Bajuk (FMF) 4 3:10:56
24  Ina Basi¢, Jelena Glisi¢, Ajla Sehovié (FAMNIT) 4 13:49:44
25  Nik Pangersi¢, Gasper Pisek, Aleksandar Georgiev (FRI) 3 1:41:17
26  Miha Rajter (FRI + FMF), Domen Vres,
Timen Stepisnik Perdih (FRI) 3 2:43:48
27  Matic Sutar, Enei Sluga, Ana Strmiénik (FRI) 3 2:49:53
28  Miha Bastl, Urban Kocmut (FRI), Jan GerSak (FRI + FMF) 3 4:22:06
29  Bor Brecelj (FRI 4+ FMF), Zala Eri¢, Miha Ben¢ina (FRI) 3 5:22:26
30  Vili PerSe (FAMNIT), Jani Bangiev, Ales Speh (FRI) 3 9:24:11

* Opomba: naloge z najslabsega od prvih treh krogov se ne stejejo, naloge z zadnjega kroga
pa se stejejo dvojno. Enako je tudi pri casu, le da se cas zadnjega kroga ne Steje dvojno.

(nadaljevanje na naslednji strani)
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St. resenih
Ekipa nalog* Cas

31 Davor Ornik, Urban Knuples, Janko Gruden (FERI) 2 2:08:18

32 Andraz Pauko, Primoz Jozi¢ (FMF), Jasa Dimi¢ (FNM) 2 8:58:07
33  Ziga Kovagdié¢, Erik Cervek Rogkaric,

Adam Janko Koleznik (II. gimn. Maribor) 1 0:39:12

34  Ziga Ivansek, Anja Krleza, Brin Psunder (FERI) 1 0:43:41

35 David Seruga, Anze Kocjancié, Jakob Dorn (FRI) 1 0:59:41

36  Milan Milivojéevié¢, Jana Ristovska, DuSan Bjelica (FAMNIT) 1 1:09:58

37  Mateja Zvegler, Gasper Funda Povse, Marko Simunovié (FERI) 1 1:28:30

38  Marko Kri¢ej, Andraz Valentinci¢, Kristjan Suligoj (FERI) 1 3:53:05

39  Andrej Perkovié¢, Amir Hadzipasi¢ (FAMNIT) 0 0:00:00

Ema Leila Groselj, Nina Sangawa Hmeljak, Iztok Bajcar (FRI) 0 0:00:00

Inga Rai¢, Nedeljko Boskovié, Marko Jankovié¢ (FAMNIT) 0 0:00:00

* Opomba: naloge z najslabsega od prvih treh krogov se ne stejejo, naloge z zadnjega kroga

pa se stejejo dvojno. Enako je tudi pri casu, le da se cas zadnjega kroga ne Steje dvojno.

Na srednjeevropskem tekmovanju CERC 2021 so (z nekaterimi spremembami v se-
stavi) nastopile ekipe 1, 2, 3 in 6 kot predstavnice Univerze v Ljubljani, ekipi 4 in
11 kot predstavnici Univerze v Mariboru in ekipa 24 kot predstavnica Univerze na
Primorskem. V konkurenci 61 ekip z 19 univerz iz 7 drzav so slovenske ekipe dosegle

naslednje rezultate:

St. resenih

Mesto Ekipa nalog Cas
24 Gregor Kikelj, Job Petrov¢i¢, Domen Hocevar 5 14:37:06
26 Marko Hostnik, Urban Duh, Ziga Zeljko 5 15:46:36
32 Mitko Nikov, Mitja Zalik, Vid Kersi¢ 3 5:42:15
33 Daniel Sami Blazi¢, Jakob Schrader, Patrik Znidarsi¢ 3 6:28:50
45 Bor Groselj Simié¢, Matevz Misci¢, Jon Mikos 2 3:03:50
55 Martin Domajnko, Jakob Kordez 1 0:51:09
60 Ajla Sehovié, Jelena Glisié, Ina Bagié 1 3:49:31

Na srednjeevropskem tekmovanju je bilo 12 nalog, od tega so jih najboljse ekipe

resile po osem.



231
ANKETA

Ker je letosnje tekmovanje v celoti potekalo prek interneta, smo na ta nacin izvedli
tudi anketo (prek spletne strani 1ka.si). VpraSanja na anketi so prikazana spodaj
in so bila priblizno enaka kot prejsnja leta, ko je bila anketa na papirju. Rezultati
ankete so predstavljeni na str. 235-242.

Letnik: 08.r. 08 09.r.0S 01 02 03 04 O5

Kako si izvedel(a) za tekmovanje?
O od mentorja O na spletni strani (kateri? )
O od prijatelja/soSolca O drugace (kako?
Kolikokrat si se ze udelezil(a) kaksnega tekmovanja iz ra¢unalnistva pred
tem tekmovanjem?
Katerega leta si se udelezil(a) prvega tekmovanja iz ra¢unalnistva?
Najboljsa dosedanja uvrstitev na tekmovanjih iz racunalnistva (kje in kdaj)?

Koliko casa ze programiras?
Kje si se naucil(a)? O sam(a) O v $oli pri pouku 0O na krozkih O na tec¢ajih
O poletna sola O drugje:

Za programske jezike, ki jih obvlada$, napiSi (za¢ni s tistimi, ki jih obvladas najbolje):

Jezik:
Koliko programov si ze napisal(a) v tem jeziku: 0 do 10 O od 11 do 50 O nad 50
Dolzina najdaljSega programa v tem jeziku:

O do 20 vrstic [ od 21 do 100 vrstic [ nad 100
[Gornje rubrike za opis izkuSenj v posameznem programskem jeziku so se nato Se dvakrat
ponovile, tako da lahko resevalec opise do tri jezike.]

Ali si programiral(a) Se v katerem programskem jeziku poleg zgoraj navedenih? V katerih?

Kako vpliva tvoje znanje matematike na programiranje in ucenje racunalnistva?
O zados¢a mojim potrebam

[0 obc¢utim pomanjkljivosti, a se znajdem

[ je preskromno, da bi koristilo

Kako vpliva tvoje znanje angles¢ine na programiranje in ucenje racunalnistva?
[0 zados¢a mojim potrebam

[0 obcutim pomanjkljivosti, a se znajdem

[ je preskromno, da bi koristilo

Ali bi znal(a) v programu uporabiti naslednje podatkovne strukture:

Drevo Oda One
Hash tabela (razprSena / asociativna tabela) Oda One
S kazalci povezan seznam (linked list) Oda One
Sklad (stack) Oda One

Vrsta (queue) Oda One
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Ali bi znal(a) v programu uporabiti naslednje algoritme:

Evklidov algoritem (za najveéji skupni delitelj) Oda One

Eratostenovo reseto (za iskanje prastevil) Oda One
Poznas formulo za vektorski produkt Oda One
Rekurzivni sestop Oda One
Iskanje v Sirino (po grafu) Oda One
Dinamicno programiranje Oda One

[¢e mislis, da to pomeni uporabo new, GetMem, malloc ipd., potem obkrozi ,ne*

Katerega od algoritmov za urejanje Oda One
Katere(ga)? [ bubble sort (urejanje z mehurcki)
O insertion sort (urejanje z vstavljanjem)
O selection sort (urejanje z izbiranjem)
O quicksort
[0 kaksnega drugega:

Ali poznas zapis z velikim O za ¢asovno zahtevnost algoritmov?
[npr. O(n?), O(nlogn) ipd.] Oda One

[Le pri 1. in 2. skupini.] V besedilu nalog trenutno objavljamo deklaracije tipov in podpro-
gramov v pascalu, C/C++, C#, pythonu in javi.

— Ali razumes kaksnega od teh jezikov dovolj dobro, da razumes te deklaracije v besedilu
nasih nalog? O da O ne

— So ti prisle deklaracije v pythonu kaj prav? O da O ne

— Ali bi raje videl(a), da bi objavljali deklaracije (tudi) v kak$nem drugem programskem
jeziku? Ce da, v katerem?

V resitvah nalog trenutno objavljamo izvorno kodo v C++ (v 1. skupini pa tudi v pythonu).
— Ali razume$ C++ (oz. python) dovolj dobro, da si lahko kaj pomaga$ z izvorno kodo v
nasih resitvah? [0 da O ne

— Ali bi raje videl(a), da bi izvorno kodo resitev pisali v kaksnem drugem jeziku? Ce da,
v katerem?

Kaksno je tvoje mnenje o sistemu za oddajanje odgovorov prek rac¢unalnika?

Katere od naslednjih jezikovnih konstruktov in programerskih prijemov g °
zna$ uporabljati? g 2 B3
2 2
2 § 4
Ali bi znal(a) prebrati kaksno celo Stevilo in kakSen niz iz standardnega
vhoda ali pa ju zapisati na standardni izhod? Ooodo
Ali bi znal(a) prebrati kaksno celo Stevilo in kakSen niz iz datoteke
ali pa ju zapisati v datoteko? Ooogoo
Tabele (array):
— enodimenzionalne ooao
— dvodimenzionalne Oooo
— vec¢dimenzionalne Oooao
Zna$ napisati svoj podprogram (procedure, function) Ooo0do
Poznas rekurzijo oogo
Kazalce, dinami¢no alokacijo pomnilnika (New/Dispose,
GetMem/FreeMem, malloc/free, new/delete, . ..) oogao
Zanka for ooao
Zanka while ooano



Anketa

Gnezdenje zank (ena zanka znotraj druge)
Nastevni tipi (enumerated types — type ImeTipa = (Ena, Dve, Tri) v
pascalu, typedef enum v C/C++)
Strukture (record v pascalu, struct/class v C/C++)
and, or, xor, not kot aritmeti¢ni operatorji (nad biti celostevilskih
operandov namesto nad logi¢nimi vrednostmi tipa boolean)
(v C/C++/CHjavic , |, ~, -)
Operatorja shl in shr (v C/C++/C#/javi: <<, >>)
Znas uporabiti kaksnega od naslednjih razredov iz standardnih knjiznic:
— razprseno tabelo: hash_map, hash_set, unordered_map, unordered_set (v C++),
Hashtable, HashSet (v javi/C#), Dictionary (v C#), dict, set (v pythonu)
— iskalna drevesa: map, set (v C++), TreeMap, TreeSet (v javi),
SortedDictionary (v C#)
— kopico oz. prioritetno vrsto: priority_queue (v C++), PriorityQueue (v javi),
heapq (v pythonu)

[Naslednja skupina vprasanj se je ponovila za vsako nalogo po enkrat.]

oag
oag

oag
oag
0oag

Zahtevnost naloge: O prelahka [J lahka [0 primerna [J tezka [J pretezka [J ne vem

Naloga je (ali: bi) vzela preveé ¢asa: 0 da O ne O ne vem

Mnenje o besedilu naloge:

— dolzina besedila: O prekratko [J primerno [ predolgo

— razumljivost besedila: O razumljivo O tezko razumljivo O nerazumljivo
Naloga je bila: [0 zanimiva [J dolgoc¢asna [J Ze znana [] povprecna

Si jo resil(a)?

nisem resil(a), ker mi je zmanjkalo Casa za reSevanje

nisem resil(a), ker mi je zmanjkalo volje za reSevanje

nisem resil(a), ker mi je zmanjkalo znanja za resevanje

resil(a) sem jo le delno, ker mi je zmanjkalo ¢asa za resevanje

resil(a) sem jo le delno, ker mi je zmanjkalo volje za reSevanje

resil(a) sem jo le delno, ker mi je zmanjkalo znanja za reSevanje

resil(a) sem celo

Ostali komentarji o tej nalogi:

oooooog
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oo o

Katera naloga ti je bila najbolj vséec? 0102030405

Zakaj?

Katera naloga ti je bila najmanj véec? 0102030405

Zakaj?

Na letoSnjem tekmovanju ste imeli tri ure / pet ur ¢asa za pet nalog.
Bi imel(a) raje: O ve¢ ¢asa O manj ¢asa O ¢asa je bilo ravno prav
Bi imel(a) raje: O ve¢ nalog O manj nalog [J nalog je bilo ravno prav
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Kakrsne koli druge pripombe in predlogi. Kaj bi spremenil(a), popravil(a), odpravil(a),
ipd., da bi postalo tekmovanje zanimivejse in bolj privla¢no?

Kaj ti je bilo pri tekmovanju vsec?

Kaj te je najbolj motilo?

Ce ima$ kaj vrstnikov, ki se tudi zanimajo za programiranje, pa se tega tekmovanja niso
udelezili, kaj bi bilo po tvojem mnenju treba spremeniti, da bi jih prepricali k udelezbi?

Ali si pri izpolnjevanju ankete prisel/la do sem? [ da O ne

Hvala za sodelovanje in lep pozdrav! Tekmovalna komisija
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REZULTATI ANKETE

Anketo je izpolnilo 68 tekmovalcev prve skupine, 25 tekmovalcev druge skupine in
16 tekmovalcev tretje skupine.

Mnenje tekmovalcev o nalogah

Tekmovalce smo sprasevali: kako zahtevna se jim zdi posamezna naloga; ali se jim
zdi, da jim vzame preveC Casa; ali je besedilo primerno dolgo in razumljivo; ali se
jim zdi naloga zanimiva; ali so jo resili (oz. zakaj ne); in katera naloga jim je bila
najbolj/najmanj vsed.

Rezultate vprasanj o zahtevnosti nalog kazejo grafi na str. 236. Tam so tudi
podatki o povpreénem stevilu tock, dosezenem pri posamezni nalogi, tako da lahko
primerjamo mnenje tekmovalcev o zahtevnosti naloge in to, kako dobro so jo zares
resevali.

V povprecju so se zdele tekmovalcem v vseh skupinah naloge priblizno tako tezke
kot ponavadi, v drugi skupini mogoce malce tezje. Zanimivo je, da ¢eprav smo dali
letos v tretji skupini lazje naloge kot lani, v anketah tekmovalci niso dajali vtisa,
da bi se jim zdele naloge kaj dosti lazje kot v lanski anketi. Ce pri vsaki nalogi
pogledamo povpreéje mnenj o zahtevnosti te naloge (1 = prelahka, 3 = primerna,
5 = pretezka) in vzamemo povpreéje tega po vseh petih nalogah, dobimo: 3,27
v prvi skupini (v prejsnjih letih 2,97, 3,47, 3,32, 3,11, 3,31), 3,55 v drugi skupini
(prejsnja leta 3,38, 3,17, 3,19, 3,51, 3,65) in 3,63 v tretji skupini (prej$nja leta 3,67,
3,52, 3,59, 3,73, 3,43).

Med tem, kako tezka se je naloga zdela tekmovalcem, in tem, kako dobro so jo
zares reSevali (npr. merjeno s povpreénim $tevilom tock pri tej nalogi), je ponavadi
(5ibka) negativna korelacija; letos je bila Sibkejsa kot v prejsnjih nekaj letih (R* =
0,42; v prej$njih letih 0,68, 0,71, 0,67, 0,70, 0,39).

V prvi skupini so tekmovalci kot tezjo ocenili predvsem nalogo 1.3 (rekonstrukcija
poti), ki sicer ni posebej tezka, je pa malo neobic¢ajna in zahteva nekaj razmisleka.
V drugi skupini je izstopala naloga 2.5 (tetris), ki se je ve€ini ljudi zdela pretezka,
resitev te naloge je sicer zelo Solski primer rekurzije, vendar le-ta tekmovalcem v
drugi skupini mogoce Se ni tako domaca. V tretji skupini se jim je zdela najtezja
naloga 3.4 (virus v Timaniji), ki se je veéini ljudi zdela tezka ali pretezka. Kon-
ceptualno sicer ni tako tezka, je pa z njo precej dela, ker moramo dve vrsti testnih
primerov reSevati na dva precej razli¢na nacina (pri tej nalogi je veliko tekmovalcev
tudi reklo, da bi vzela preveé ¢asa).

Kot najlazjo so tekmovalci v prvi skupini ocenili nalogo 1.1 (gesla), v drugi
skupini 2.1 (sredinec) in v tretji 3.1 (kapniki). To se ujema z naSimi pri¢akovanji,
saj se naceloma trudimo naloge v posamezni skupini ostevilciti priblizno od lazjih
proti tezjim.

Rezultate ostalih vprasanj o nalogah pa kazejo grafi na str. 237. Nad razumlji-
vostjo besedil ni veliko pripomb, podobno kot prejsnja leta, v drugi skupini Se malo
manj. Kot tezje razumljive so ocenili predvsem naloge 1.2 (marsovci), 1.4 (kako
dobri so virusni testi?), 2.5 (tetris) in 3.4 (virus v Timaniji). Pri tem Se zlasti
izstopa 1.4, ki je redek primer naloge, pri kateri je ve¢ ljudi reklo, da je tezko ra-
zumljiva ali celo nerazumljiva, kot pa, da je razumljiva. To se je pokazalo ze med
tekmovanjem, ko je bilo ravno o tej nalogi najve¢ vprasanj (predvsem o pomenu
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Mnenje tekmovalcev o nalogah

Visina stolpcev pove, koliko tekmovalcev je dalo doloc¢en odgovor na neko vprasanje.
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Prva skupina Druga skupina Tretja skupina
priority_queue v C++ ipd. 11% REH ] 20% XX ] 56%
map v C++ ipd. 9% N ] 12% N ] 69 %
unordered_map v C++ ipd. 29% KX ] 32 % = ] 69 %
zamikanje s shl, shr 23 % RKNEH ] 36 %0 RXXSH ] 5%
operatorji na bitih 68 % X N 76 % K =] 81%
strukture 36 % RN ] 64% K N—_1 81%
nastevni tipi 21 % N 28 RXSEH ] 56%
gnezdenje zank 89% R NH]  96% R H 100 %
zanka while 95% R NI 92% R H 100%
zanka for 95% R NI 96% X H 100%
kazalci 15 % REH 128 RXSEH ] 44%
rekurzija 43% R = ] 68% QR =L ] 94%
podprogrami 95 % R NI 92% R NH 100 %
veé-d tabele (array) 48 % X N=| ] 61% K N—=1 100%
2-d tabele (array) 69 % R N= | 84% R NH ] 100 %0 XXX
1-d tabele (array) 80% R NE 92% K N 100 % R
delo z datotekami 62 % R N=H 72% R N 94 % RXXXXXXXXXXXXH
std. vhod/izhod 88 % R NH] 96 % R NH 100 %0 Y

Tabela kaze, kako so tekmovalci odgovarjali na vprasanje, ali poznajo in bi znali uporabiti
doloéen konstrukt ali prijem: ,da, dobro“ (poSevne érte), ,da, slabo“ (vodoravne ¢rte) ali
,ne“ (nesrafirani del stolpca). Ob vsakem stolpcu je Se delez odgovorov ,da, dobro“ v
odstotkih.

parametra n; precej tekmovalcev ga je Cisto ignoriralo in iskalo najdaljSo strnjeno
skupino ujemanyj).

Tudi z dolzino besedil so tekmovalci ve¢inoma zadovoljni; ocene so podobne kot
prejsnja leta. Po komentarjih, da je naloga predolga, Se najbolj izstopajo naloge
1.5 (zlaganje loncev), 2.5 (tetris), 3.2 (socialno omrezje) in 3.4 (virus v Timaniji).
Mnenj, da je besedilo prekratko, je bilo malo, Se najve¢ pri nalogi 1.4 (kako dolgi so
virusni testi?).

Naloge se jim ve¢inoma zdijo zanimive; ocene so pri tem vprasanju podobne kot
prej$nja leta. Kot bolj zanimive izstopajo 1.3 (rekonstrukcija poti), 2.5 (tetris) in
3.3 (proizvodnja cepiva), kot manj zanimivi pa 1.4 (kako dobri so virusni testi?)
in 2.3 (pletenje puloverja). Pripomb, da jim je neka naloga Ze znana, je bilo letos
skoraj pol manj kot lani; najvec¢ jih je bilo pri nalogi 1.5 (zlaganje loncev).

Pripomb, da bi naloga vzela prevec casa, je bilo malo, vendar ve¢ kot ponavadi.
Najveé¢ takih pripomb je bilo pri nalogah 1.3 (rekonstrukcija poti), 2.5 (tetris) in
3.4 (virus v Timaniji). Se posebej izstopa slednja, kjer je resitev res nekoliko daljsa
kot obic¢ajno. Verjetno ni nakljucje, da so se jim zdele veCinoma iste naloge tudi
najzahtevnejse.

Pri vprasanjih, katera naloga je tekmovalcu najbolj in katera najmanj vsec, so
bili glasovi letos precej razprseni med naloge, veckrat pa se je tudi zgodilo, da je ista
naloga dobila veliko glasov pri obeh vprasanjih (npr. nekaj nalog v prvi skupini).
Kot nepriljubljene izstopajo naloge 1.4 (kako dobri so virusni testi?), 2.5 (Tetris) in
3.4 (virus v Timaniji), kar so ve¢inoma tudi tiste naloge, ki so se jim zdele tezke in
tezko razumljive. Kot bolj priljubljene pa izstopajo naloge 1.3 (rekonstrukcija poti),
2.1 (sredinec) in 3.1 (kapniki).
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Prva skupina Druga skupina Tretja skupina
drevo 38 % N ] 52% K NN ] 88%
hash tabela 31 9% XY I 449 XY ] 81%
seznam (linked list) 41 % XY ] 56% K \\ ] 5%
sklad (stack) 40 %0 RXXXXY ] 48% R N ] 5%
vrsta (queue) 43 % XY ] 52% R NN ] 94%
Evklidov algoritem 75 % R L] 83% K L] 100%
Eratostenovo reseto 66 % K N I 68% \\ ] 88%
vektorski produkt 28 % RXXY ] 52% R \\| ] 63% XXX |
rekurzija 46 7% XXX | N\ ] 81%
dinamiéno prog. 29 % R ] 28 XX ] 81%
iskanje v Sirino 20 % XY ] 36 %0 XY ] 69%
O-zapis 45 7% XXX ] 67% N\ ] 88%
urejanje 74% K L] 80% _] 100%
bubble sort 40 70 XY ] 64% \N| ] 83%
insertion sort 26 %0 XY ] 36 %0 KXY ] 5670 XY ]
selection sort 25 % XY 200 Y ] 50%
quicksort 26 %0 KXY ] 36 %0 XY ] 7297 RXXXXXXXY ]

Tabela kaze, kako so tekmovalci odgovarjali na vprasanje, ali poznajo nekatere algoritme
in podatkovne strukture. Ob vsakem stolpcu je Se odstotek pritrdilnih odgovorov.

Programersko znanje, algoritmi in podatkovne strukture

Ko sestavljamo naloge, Se posebej tiste za prvo skupino, nas pogosto skrbi, ce tek-
movalci poznajo ta ali oni jezikovni konstrukt, programerski prijem, algoritem ali
podatkovno strukturo. Zato jih v anketah zadnjih nekaj let sprasujemo, ce te reci
poznajo in bi jih znali uporabiti v svojih programih.

Rezultati pri vprasanjih o programerskem znanju so podobni tistim iz prejsnjih
let. V prvi skupini pravijo, da znajo malo manj kot tisti v lanski anketi. Stvari, ki
jih tekmovalci poznajo slabse, so na splosno priblizno iste kot prejsnja leta: kazalci,
nastevni tipi in operatorji na bitih, v prvi in drugi skupini tudi strukture in rekurzija.
Kazalce pozna letos e manj ljudi kot lani (kar sicer najbrz ni ¢udno, saj jih veliko
dela v jezikih, kjer s kazalci nimajo veliko opravka).

Uporaba programskih jezikov
Na splosno so razmerja med razlicnimi jeziki podobna kot v prejsnjih letih. V prvi
skupini je tudi letos python dale¢ najpogostejsi, na drugem mestu pa je tokrat java;
sledita jima C++ in C (tudi med uporabniki C++ je nekaj takih, katerih C++ je
skoraj C), C# pa je letos redkejsi. Tudi v drugi skupini je python najpogostejsi,
sledi pa mu C++, ki letos zaostaja manj kot lani; nekaj tekmovalcev je uporabljalo
Se C in C#, nihce pa letos ni v drugi skupini uporabljal jave. V tretji skupini je se
vedno najpogostejsi C++, ve¢ tekmovalcev kot obi¢ajno je uporabljalo javo, nekaj
pa tudi python. Basica ni letos uporabljal nihce, pascal pa Stirje v prvi skupini.
Edini jezik, ki se je Se pojavil poleg doslej omenjenih, je javascript, ki so ga letos
uporabljali trije tekmovalci.

Podobno kot prejsnja leta se je tudi letos pojavilo nekaj tekmovalcev, ki oddajajo
le resitve v psevdokodi ali pa celo naravnem jeziku, tudi tam, kjer naloga sicer
zahteva izvorno kodo v kaksnem konkretnem programskem jeziku. 1z tega bi clovek
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Leto in skupina

2021 2020 2019 2018 2017 2016
Jezik 1 2 3|1 2 3|1 2 3|1 2 3[1 2 3|1 23
pascal 4 2 2 4 % 3
C 8 5 L1 ]3% 3 10 4 L5 214 3 23|43 1 2
C++ 13 113 183|263 8 14|213 75 18|18% 13 11|23 10 154| 28 8 9
java 17 5 |15 4 3|15 5 12148} 4283 2 |24 6 5
PHP - |1 - - - - -
C# 6 4 6 3 12 2 1 6 76 12 5 1
python 43 154 4 |48 20 3 (363 265 61|38 11 4|42 11 — |29% 12 —
javascript 1 2 — 2 — — % — — —
julia — — — -1 — —
swift — 1 — — - — —
psevdokoda| 3 — 2 1 —| 5 1 - 3 1 —|5 — 5 —
ni¢ 3 2 3 2 1 2 3

Stevilo tekmovalcev, ki so uporabljali posamezni programski jezik.
Nekateri uporabljajo po veé¢ razliénih jezikov (pri razlicnih nalogah) in se stejejo delno k
vsakemu jeziku. (V letu 2021 je en tekmovalec uporabljal C in C++, eden pa python in
C++.) ,Ni¢“ pomeni, da tekmovalec ni napisal ni¢ izvorne kode (niti psevdokode, pa¢ pa
morda resitve v naravnem jeziku). Znak ,—“ oznacuje jezike, ki se jih tisto leto v tretji
skupini ni dalo uporabljati. Psevdokoda steje tekmovalce, ki so pisali le psevdokodo, tudi
pri nalogah tipa ,napisi (pod)program®

mogoce sklepal, da bi bilo dobro dati ve¢ nalog tipa ,opisi postopek* (namesto
»hapisi podprogram®), vendar se v praksi obi¢ajno izkaze, da so taksne naloge med
tekmovalci precej manj priljubljene in da si vecinoma ne predstavljajo preve¢ dobro,
kako bi opisali postopek (pogosto v resnici oddajo dolgovezne opise izvorne kode v
stilu ,nato bi s stavkom if preveril, ali je spremenljivka x veéja od spremenljivke y*).
Podobno kot prejsnja leta smo tudi letos pri nalogah tipa ,,opisi postopek® pripisali
»ali napisi podprogram (kar ti je lazje)“ (kjer je bilo to primerno).

Podrobno stevilo tekmovalcev, ki so uporabljali posamezne jezike, kaze gornja
tabela. Glede stetja C in C++ v tej tabeli je treba pripomniti, da je razlika med
njima majhna in véasih pri kakSnem krajSem kosu izvorne kode ze tezko recemo,
za katerega od obeh jezikov gre. Je pa po drugi strani videti, da se raba stvari,
po katerih se C++ loci od C-ja, s¢asoma povecuje; zdaj ze veliko tekmovalcev na
primer uporablja string namesto char * in tip vector namesto tradicionalnih tabel
(arrays). Novosti, po katerih se zadnje razli¢ice C++ (od vkljuéno C++11 naprej)
razlikujejo od C+498, je letos uporabljalo kar precej tekmovalcev, Se posebej v tretji
skupini (npr. ranged for, auto v novem pomenu, metoda emplace_back; pri enem tudi
structured bindings iz C++17).

Pri pythonu zdaj prakti¢no vsi uporabljajo python 3 in ne python 2; je pa res, da
je pri tako preprostih programih, s kakrsnimi se srecujemo na nasem tekmovanju,
razlika vec¢inoma le v tem, ali print uporabljajo kot stavek ali kot funkcijo.

V besedilu nalog za 1. in 2. skupino objavljamo deklaracije tipov, spremenljivk,
podprogramov ipd. v pascalu, C/C++, C#, pythonu in javi. Delez tekmovalcev, ki
pravijo, da deklaracije razumejo, je letos podoben kot lani (61/65 v prvi skupini in
25/25 v drugi). Kot obi¢ajno so pri vprasanju, ali bi zeleli deklaracije e v kaksnem
jeziku, nekateri tekmovalci navedli jezike, v katerih deklaracije ze imamo, na primer
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javo ali C#; najpogostejsi originalni predlog je bil javascript. V vsakem primeru
pa se poskusamo zadnja leta v besedilih nalog izogibati deklaracijam v konkretnih
programskih jezikih in jih zapisati bolj na splosno, na primer ,napisi funkcijo foo(x,
y)“ namesto ,napisi funkcijo bool foo(int x, int y)“

V resitvah nalog objavljamo od 2017 izvorno kodo v C++, pri prvi skupini pa
tudi v pythonu. Tekmovalce smo v anketi vprasali, ¢e razumejo C++ (ali, v prvi
skupini, python) dovolj, da si lahko kaj pomagajo s izvorno kodo v resitvah, in ce
bi radi videli izvorno kodo resitev Se v kaksnem drugem jeziku. Vecina je s C++
(0z. pythonom) zadovoljna (50/63 v prvi skupini, 23/25 v drugi, 14/16 v tretji); ta
delez je podoben kot lani. Zanimivo vprasanje je, ali bi s kaksnim drugim jezikom
dosegli vedji delez tekmovalcev (koliko tekmovalcev ne bi razumelo resitev v javi?
ali v pythonu?). Med jeziki, ki bi jih radi videli namesto (ali poleg) C++, jih najvec
omenja javo (predvsem v prvi skupini) ter python in C# (predvsem v drugi skupini).
Vendar je s pripravo resitev v dveh jezikih precej dela, zato bomo do nadaljnjega
objavljali resitve v pythonu (poleg v C++) Se vedno le v prvi skupini.

Letnik

Obicajno so tekmovalci zahtevnejsih skupin vecinoma v visjih letnikih kot tisti iz
lazjih skupin. Razmerja so podobna kot prejsnja leta; v prvi in drugi skupini so
tekmovalci v povpre¢ju malo mlajsi kot lani, v tretji pa malo starejsi. Letos je
nastopilo tudi nekaj osnovnosolcev, in sicer vsi v prvi skupini.

St. tekmovalcev
po letnikih Povprecni
Skupina | 8 9 1 2 3 4 5 letnik
prva 2 4 18 18 29 26 1 2,6
druga 7 10 11 8 2 2,8
tretja 2 2 8 16 3,4

Druga vprasanja

Podobno kot prejsnja leta je velikanska vecina tekmovalcev za tekmovanje izvedela
prek svojih mentorjev (hvala mentorjem!), je pa bilo letos malo veé¢ kot ponavadi
takih tekmovalcev, ki so za tekmovanje izvedeli od prijateljev. V smislu Siritve
zanimanja za tekmovanje in vecanja stevila tekmovalcev se zelo dobro obnese Solsko
tekmovanje, ki ga izvajamo zadnjih nekaj let, saj se odtlej v tekmovanje vkljucuje
tudi nekaj Sol, ki prej na nasem drzavnem tekmovanju niso sodelovale.

Pri vprasanju, kje so se naucili programirati, je podobno kot prejsnja leta najpo-
gostejsi odgovor, da so se naudili programirati sami (takih so priblizno tri ¢etrtine);
sledijo tisti, ki so se tega naudili v Soli pri pouku (takih je slaba polovica). Priblizno
dve petini tekmovalcev pa sta se nauéili programirati (tudi) na krozkih in tecajih.

Pri casu resevanja in Stevilu nalog je najve¢ takih, ki so s sedanjo ureditvijo
zadovoljni, vendar je njihov delez letos manjsi kot prejsnja leta. Med ostalimi so
mnenja precej razdeljena, najpogostejsi kombinaciji pa sta ,ve¢ Casa, enako (ali
manj) nalog® in (redkeje) ,enako ¢asa, manj nalog®.

Z organizacijo tekmovanja je drugace velika vecina tekmovalcev zadovoljna in
nimajo posebnih pripomb; tudi posebnih tehni¢nih tezav letos ni bilo. Pri sistemu
za oddajo odgovorov v prvi in drugi skupini je precej tekmovalcev zelelo, da bi
bilo okno za vnos besedila vecje in da bi podpiralo avtomatsko zamikanje vrstic
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Kje si Kje si se Cas Stevilo
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ter oznacCevanje sintakse z barvami; toda tem tezavam se je najlaze izogniti tako,
da piSemo odgovore v svojem priljubljenem urejevalniku ali razvojnem okolju (to
je bilo letos Se toliko lazje, ker so tekmovalci resevali naloge doma), nato pa jih le
skopiramo in prilepimo v spletni obrazec za oddajo odgovorov.

V preteklosti si je veliko tekmovalcev zelelo tudi, da bi imeli v prvi in drugi
skupini na ra¢unalnikih prevajalnike in podobna razvojna orodja. Razlog, zakaj smo
se v teh dveh skupinah izogibali prevajalnikom, je bil predvsem ta, da hoc¢emo s tem
obdrzati poudarek tekmovanja na snovanju algoritmov, ne pa toliko na lovljenju
drobnih napak; in radi bi tekmovalce tudi spodbudili k temu, da se lotijo vseh
nalog, ne pa da se zakopljejo v eno ali dve najlazji in potem vecino ¢asa porabijo
za testiranje in odpravljanje napak v svojih resitvah pri tistih dveh nalogah. Toda
letosnje (in tudi lansko) tekmovanje, ko so vsi reSevali naloge doma in torej dostop
do prevajalnikov in razvojnih orodij imeli, je pokazalo, da te tezave vendarle niso
nastopile; tekmovalci so se vec¢inoma lotili vseh nalog in rezultati v prvi skupini so bili
Se boljsi kot ponavadi. Zato bomo predvidoma tudi v prihodnje, ko bo tekmovanje
spet potekalo v zivo namesto prek interneta, omogocili tekmovalcem prve in druge
skupine tudi uporabo prevajalnikov.
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V tem razdelku je zbranih nekaj zabavnih odlomkov iz resitev, ki so jih napisali
tekmovalci. V oklepajih pred vsakim odlomkom sta skupina in Stevilka naloge.

(1.1) Za ljubitelje nepotrebnih pretvorb: naslednja resitev kar naprej pretvarja nize
v tabele znakov, tudi za operacije, ki bi jih ¢isto lahko naredila kar na samem nizu.

foreach (string g in geslo) {
for (int y = 0; y < g.ToCharArray().Count(); y++) {
char ¢ = g.ToCharArray()[y];

(1.1) Zanimivost: nekdo v C++ uporablja alternativno predstavitev operatorja &&,
torej besedo and. Morda je na C++ preklopil iz pythona.

if (v[i] > 64 and v[i] < 123) {
v[i] = v[i] — 32;

(1.1) Namen je bil dober, ampak zakaj vendar ni na levi strani preprosto sfi]?

(Chr(Ord(s[i]))) := Chr(Ord(s[i] — 32)); // 32 = Ord(a) — Ord(A), spremeni male érke
/] v velike &rke

(1.1) Zakaj bi napisal pika = '.', ée pa lahko pokazes svoje poznavanje ASCIIja:
char pika = 46; // 46 je ASCII vrednost pike
(1.1) Bole¢ nadin za preverjanje, ali je trenutni znak gesla ¢rka:

if (geslol.charAt(i) != '."' && geslol.charAt(i

(i) = '0" && geslol.charAt(i) I= '1' &&
geslol.charAt(i) |= '2' && geslol.charAt(i

(

(

= '3" && geslol.charAt(i) |= '4' &&
= '6' && geslol.charAt(i) I='7"' &&
1= |9|)

i
geslol.charAt(i) |= '8' && geslol.charAt(i

geslol.charAt(i) = '5' && geslol.charAt(i

P e Nab Nl

Pohvalno pa je, da je bil dovolj zvit, da je preverjal teh 11 pogojev, kaj znak ne sme
biti, namesto 26 pogojev, katera ¢rka je lahko :)

(1.1) Se en neugoden nagin za preverjanje, ali je trenutni znak niza ¢érkas:
case izpis[n] of

a,bc,d efgijkl,mnonprstvuzw,.y x daNe :=1;
end;

Bolj kot pomanjkanje narekovajev nas lahko moti diskriminacija ¢rk h, ¢ in ¢. To je
Se toliko bolj obzalovanja vredno, ker je v pascalu za take reci na voljo zelo elegantna
sintaksa oblike 'a'..'z'.

(1.1) Resitev s pomisleki glede vracanja iz podprogramov:

return 1; /* vrnemo se iz podprograma, po Zelji zamenjaj z while(1); & se
bojis vraanja iz podprogramov */

(1.2) Zakaj bi uporabili obicajno zanko for, ¢e lahko uporabimo list comprehension
in spotoma pridelamo $e popolnoma nekoristen seznam samih vrednosti None:

enaplusenajekurapecena = [c.append(int(y)) for y in u]
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(1.2) Prispevek na temo ,zavajanje sovraznika“:
// Array 100 opravil, z 0 marsovci, ki jih opravljajo

// pomoje da je hitrejSe kot s slovarjem (opravilo — Stevilo marsovcev)
HashMap<Integer, Integer> opravila = new HashMap<>();

Array bi bil najbrz res hitrejsi; zakaj je potem vendarle uporabil slovar?
(1.2) Ne gre in ne gre:

datoteka = [] # ustavrimo listo

opravila = [] # ustravimo listo

(1.2) Presenetljivo: nekdo v pythonu ne ve za operator in, pa¢ pa ve za metodo
__contains__ (ali pa ve za oboje in vendarle raje uporablja slednjo?).

if not seznam.__contains__(opravilo):
(1.2) Ob deklaraciji bufferja, v katerega bo prebral Stevilo marsovecev:

char buf[100]; /* vhodni niz ne more biti ve&ji od 100, razen e je marsovcev ve¢
kot 1e100, v tem primeru imamo vecje probleme */

(1.2) Za ljubitelje umazanih trikov:

with open("marsovci.txt") as datoteka: # odpremo datoteko, iz katere beremo
next(datoteka) # grd trik v pythonu, ki nam omogo¢i, da spustimo 1. vrstico,
# ker je nepotrebna

Lepse bi se sicer enak ucinek dalo doseci z ,datoteka.readline()“
(1.3) Tale direktorijem pravi ,direktorji“:

if (st — prejsnji) > 1: # &e je med zaporednima steviloma razlika ve¢ kot 1, pomeni,
# da en direktor manjka in je to napaka, ker je prvi v seznamu
# dikretor, lahko prejsnji naprej pustimo na 0

Tudi naslednji tekmovalec o¢itno ni bil zadovoljen z zgodbico o direktorijih in na-
mesto tega govori o zaposlenih in njihovih Sefih:

# imena si shranimo, ce rabimo kasneje dostopati
employee = boss + '/' + imenali]
output.write(employee + '\n')
employees.append(employee)

(1.3) Zanimiva sintakti¢na inovacija: operator —= za brisanje stvari s konca niza.
boss —= '/
boss —= imenal[n]

(1.3) Odli¢na tipkarska napaka:
Tukaj je tudi zanka za ugotavljanje narobe zapisane hirarhije.

Lahko si predstavljamo hirajoc¢o hierarhijo :)
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(1.3) Bole¢e neroden nadin ra¢unanja poti:

if (nivo[i] == 1) ime[1] = "/" + pot][i];
else if (nivo[i] == 2) ime[2] = ime[1] + "/" + pot][i];
else if (nivo[i] == 3) ime[3] = ime[2] + "/" + pot]i];

;alse if (nivol[i] ) ime[9] = ime[8] + "/" + pot]i];
else if (nivoli] 0) ime[10] = ime[9] + "/" + pot][i];

= ©

To je se toliko bolj presenetljivo, ker drugod v svoji resitvi ¢isto lepo uporablja
konstrukte oblike ime[nivol[i]].

(1.3) Neka resitev porabi najprej skoraj celo stran kode za branje vhodnih podatkov,
potem pa se zakljuci takole. .. antiklimakti¢no:

ofstream write("izhod.txt");
for (int i = 0; i < stVrstic; i++) {
for (int j=0; j < vhod[i].st; j++) {
// tukaj bi dal kodo, ki vpisuje po pravem zaporedju + preverja

write << "\n";
write.close();

(1.4) Naslednja resitev gre v zanki po znakih niza in jih skusa primerjati z istoleznimi
znaki drugega niza. Ker pa ima v spremenljivki i trenutni znak, ne pa njegovega
indeksa, poskusa indeks dolociti tako, da trenutni znak is¢e v prvem nizu:

foriins:
if i != t[s.index(i)]:
To seveda odpove, e je v nizu s ve¢ enakih znakov, in ker imamo pri tej nalogi nize
samih nicel in enic, se bo to zgodilo skoraj vedno.
(1.4) Resitev z nepotrebno aritmetiko:
for (inti = 0; i <d;i++) r[i] = (s[li] — '0') — (t[i] — '0");
(1.4) Prijetno dekadenten nadin za primerjanje istoleznih znakov obeh vhodnih ni-

zov: pretvoril ju je v celi Stevili, xoral in nato pretvoril nazaj v niz nicel in enic.

def Primerjava(s, t, n):
# lista xoramo
errors = bin(int(s, 2) ~ int(t, 2))[2:]

(1.4) Tole je napisano tako, kot da bi obstajala Se kaksna tretja moznost poleg tega,
da se znaka razlikujeta ali ujemata:

if (s.charAt(i) != t.charAt(i))
tab[j]++;

else if (s.charAt(i) == t.charAt(i))
j++

(1.4) Impresivne komplikacije pri preverjanju, ali sta s[i] in t[i] razli¢na:

if len(set([s[i], t[i]])) == 2:



246 16. tekmovanje ACM v znanju racunalnistva

(1.5) Eden od bolj nekoherentnih opisov postopka letos:

Najprej bi iz tabele vzel ven tri najvecCje vrednosti in jih dal v tri tabele.
Nato bi vsaki vrednosti pripisal vse vrednosti iz glavne tabele, ki so ji
najblizje. Ko najde vsaka tabela vse vrednosti, ki so vec¢je od mediane
(sredine) vseh vrednosti, bi vsaki tabeli pripisal Se vrednosti, ki so manjse
od mediane. Vse tri tabele bi sestel in ven dobil rezultat.

(1.5) Tezava nalog z zgodbico (kot je na primer tale z lonci) je, da se jih nekateri
ljudje lotevajo preve¢ zdravorazumsko:

Program poskusa spraviti lonce v najveé $tiri razlicne kupe (odvisno od
Stevila in viSine loncev). Pri tem poskusa razdeliti lonce v enako visoke
kupe in iz vecjih loncev v manjsSe. Torej sproti racuna, kateri so najvecji
lonci, in iz teh izbere 4 najvedje itd. Ce viSina kupa ni velika (mogoce
manj kot 30 cm visine), nato program poskusa spraviti lonce v 3 kupe.
Ce gre $e manj, v 2 in nato v 1.

(1.5) Nekateri pa si navodilo ,,opisi postopek“ razlagajo tako, da opisejo, kako bi
napisali program:

Napisal bi program, ki bi najprej prebral vse vnose od uporabnika. Nato
bi se lotil pisati program, ki bi preveril vse moznosti zlaganja posod
(gnezdenje zank), nato bi napisal pogoj v zanke, ki bi izpisoval najboljse
moznosti na ponujene velikosti posod.

(1.5) Kratko in jedrnato... in popolnoma neuporabno:

Uredimo lonce po premerih.

Po velikosti padajoce premere sestevamo.
Vsoto primerjamo z najmanjSo mozno vsoto.
Dobimo optimalne sklade.

(2.1) Hudo pesimisti¢en pogled na hitrost izvajanja:

Tak program bi pri 100 ucencih potreboval nekaj sekund, da bi izpisal
visine vseh ucencev, ki so bili na sredini |...]

Opisal je resitev, ki bi po prihodu n-tega ucenca potrebovala O(n) ¢asa, da bi
ugotovila, kdo je zdaj sredinec — neucinkovito, ampak tako zelo pa spet ne.

(2.1) Pri tej nalogi veliko resitev vzdrzuje urejen seznam visin vseh ucencev. Mnogi
tekmovalci so se pri dodajanju novega ucenca domislili, da bi mesto, kamor ga je
treba vriniti, poiskali z bisekcijo in tako prihranili ¢as. Cvetka je v tem, da ni
skoraj nihée od njih pomislil, da potem $e vedno porabimo O(n) ¢asa za premikanje
ostalih u¢encev za eno mesto naprej po tabeli, torej z bisekcijo v resnici nismo nicesar
bistvenega pridobili.

(2.1) Iz psevdokode, ki dodaja novega ucenca v urejen seznam (spodnji vrstici se
nanaSata na primer, ko ga je treba dodati na konec):

ucencu, ki smo ga zadnjega gledali, odvzamemo prestizen naslov
zadnjega v seznamu;
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(2.1) Prispevek na temo “technically correct, the best kind of correct”:
// Resitev je O(n™)
V resnici je bila O(n?), kar je seveda obenem res tudi O(n™).

(2.1) Presenetljivo veliko tekmovalcev se je pri racunanju indeksa, na katerem se
v urejenem zaporedju pojavlja srednji element, zateklo h kompliciranju z ne-celimi
stevili, na primer:

printf("%d\n", visina[(int) ceil((double) i / 2)]); // uporabim ceil za zaokroZevanje navzgor
// ter (int) in (double) za pravilno delovanje

Enak ucinek bi dosegli z ,visina[(i + 1)/2]“, pri ¢emer smo izkoristili dejstvo, da
operator / na celih Stevilih zaokroza proti 0.

(2.1) Prispevek na temo ,ima se, moze se“. Dodajanje v urejen seznam je za Sleve,
pravi frajerji urejajo celo zaporedje vsaki¢ znova:

Na konec arraya dodajam visine, potem pa s pomocjo gsorta sortiram
vsakic¢, ko se doda nova visina.

(2.1) Resitev z velikimi pricakovanji do stavkov if:

Program je sestavljen samo iz vgnezdnjenih if stavkov, kar samo po sebi
ne bi smelo biti zahtevno, kakor ¢e bi uporabljali zanke.

Primer enega od njegovih stavkov if:

— Ce je novi dijak vecji od sredinskega in hkrati vecji od prvega vecjega od
sredinskega — takrat je dijak, ki je bil prvi po vrsti vecji od sredinskega,
novi sredinski

S tem, kako bo vzdrzeval vrstni red dijakov po visinah in koliko ¢asa mu bo to vzelo,
pa se ni ukvarjal :)

(2.2) Zanimiv primer eksoti¢ne sintakse: while namesto if.

# ko je z enak 0, se ,,z" zvisa za 1 in vrne vrednost True
while (z == 0):
z+=1
return True
# drugace, vrne vrednost False
else:
return False

To deluje pravilno — ¢e/ko pogoj v while ni izpolnjen, se izvede blok else.

(2.2) Ena od resitev je imela v funkciji Tipka neskon¢no zanko, tezave s tem pa je
prelozila kar na neznanega programerja:

while (true) { // ponavijano utripanje lu&i, dokler ne pritisnemo ponovno na tipko,
// predpostavimo, da je programer, ki bo uporabil to funkcijo, dovolj ves¢, da
// bo ob ponovnem klicu Tipka(pritisnjena) uredil, da se ta while preneha izvajati
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(2.2) Posebno nagrado za vprasljive prispevke h kozmologiji dobi:

// timer bo deloval priblizno pol miljarde let, kar je veé kot starost vesolja,
// dokler ne pride spet na 0 in bo sigurno dovolj

Tisti timer je bil sicer spremenljivka tipa unsigned long long, ki ga njegova resitev v
funkciji TikTak poveca za 1. Tako bo prisel na 0 po 264/10 sekundah, kar je priblizno
58 milijard let.
(2.4) Tale podnizom pravi ,permutacije“:
# dobimo vse permutacije
for i in range(len(s)):
for j in range(i + 1, len(s) + 1):
if j — i >= min_st_znakov:
permutacije.append(s[i:j])
(2.4) Nekateri ne vedo dobro, koliko ¢rk ima abeceda:

# Recimo, da imamo znake slovenske abecede shranjene v neki tabeli z dolZino 24 znakov

In nekdo drug:
const int da = 30; // velikost abecede
(2.4) Vec tekmovalcev namesto ,pangram® piSe ,panagram®:
int panagram(char* s, int k)
Lahko si predstavljamo pangram, ki si je odprl slamnato podjetje v Panami, da se
bo izmikal placevanju davkov :)
(2.4) Zakaj bi odstevali 'a' (torej 97), ¢e lahko odStevamo 2 * '0' (torej 2-48 = 96):
shrt = s[i] — 2 * '0'; // crke pretvorim v v vrednosti od 1 do 25
(2.4) Resitev z udarjanjem po tipkovnici:

// malo sem udarjal po tipkovnici, zdi se mi, da razumete, kaj je to
let test = "dfahdlkfhadbfjajdsncladjtfgvjbgnaoimejtelepdanmnfoaisnvbfaoisnfbvi
asnfboiajsnfbaijnfaojsnfvoiasnfbas";

Je pa impresivno, da je z udarjanjem po tipkovnici med drugim napisal ,,imejte lep
dan‘ ..

(2.4) Nekdo res ne mara besede ,,pregledovanje®:

Program bi lahko Se dalje optimizirali z omejevanjem pregledevanja za-
dnjih 26 - k — 1 znakov (angleska abeceda ima 26 znakov in vsak se mora
pajaviti k-krat, kar pomeni da moramo pri k£ = 2 preveriti vsaj 52 zna-
kov, zato je preglejevanje zaceti na 51. indexu pred koncem pri k = 2
nepotrebno).

(2.5) Eden od tekmovalcev je najprej preucil vse oblike plosckov (postavljal je v
mrezo po en ploscek in s funkcijo JePokrita gledal, katera polja so pokrita). Po
tem zanimivem, vendar povsem nekoristnem delu (koristno bi bilo le, ¢e bi hotel
sam implementirati funkciji PreveriPloscek in PostaviPloscek) pa se program zakljuci
takole:
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// zdaj ko ima program vse mozne informacije, zacne z neznanim algoritmom
// postavljati oblike

(3.1) Nagrado za prispevke k speleologiji dobi:

// M raste iz tal
// T razste iz zraka

Ce rastejo kapniki iz zraka, zakaj jih moramo hoditi potem gledat v jame, namesto
da bi jih gojili lepo nad zemljo. ..

(3.1) Prispevek na temo ,zavajanje sovraznika“. Ko v reSitvi (napisani v C++)
vidimo

sort(all(pairs));

reverse(all(pairs));

bomo najprej morda pomislili, da uporablja std::ranges::sort in std::views::all iz C+420,
in bomo prijetno preseneceni, da tekmovalci to ze poznajo in da prevajalnik to ze
podpira. Toda izkazalo se je, da je na zacetku programa definiran makro:

#define all(n) n.begin(),n.end()

(3.1) Danasnja mladina je res razvajena; naslednja reSitev pric¢akuje skoraj 7 eksa-
bytov pomnilnika:

int t{1000000000000000002], m[1000000000000000002];

Zaradi te deklaracije se program sploh ne prevede, zato je nekaj minut kasneje prisla
na ocenjevalni streznik Se popravljena verzija, ki zahteva le dobrih 700 terabytov:

int t[100000000000002], m[100000000000002];

Seveda se tudi ta ni prevedla. Bodisi uporabljajo nekateri doma zelo ¢udne preva-
jalnike ali pa oddajajo kodo, ki je niso niti poskusali prevesti. ..

(3.4) Pri tej nalogi smo dobili najdaljso oddajo letos, dolgo kar 308 vrstic (8.9 KB);
druga najdaljsa je skoraj polovico krajsa od nje.

(3.5) Naslednja resitev poskusa do ¢asovne omejitve generirati nakljuéne razporede
in na koncu vrniti najboljSega:

while time.time() — start < 1.9:
random.shuffle(coords)
sum = all(coords)
if sum < best:
best = sum
else:
pass

Zal je pri vecini primerov ¢asovno omejitev (2 sekundi) vseeno prekoradila; oéitno
so ostale stvari (predvsem branje vhodnih podatkov) trajale ve¢ kot 0,1 sekunde.

(3.5) Zanimiv primer povsem zgresene resitve. Ena od resitev pri tej nalogi sestavi
pot tako, da uredi tocke po orientaciji glede na najbolj levo in jih obis¢e v tem
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vrstnem redu. Toda v tem vrstnem redu si lahko med seboj sledijo tocke na zelo
razli¢nih oddaljenostih od zacetne, tako da lahko pot precej cikcaka, namesto da bi
sla najprej le v desno in odtlej le v levo, kot zahteva naloga.

(3.5) Tale hobit pa je bil malo bolj temeljit: na poti tja je obiskal prav vse tocke
(po naraséajoCem z), nato pa vse Se enkrat na poti nazaj. Seveda so bili zato vsi
odgovori napacni:

tocke = sorted(tocke, key = lambda x: x[0])
for i in range(n — 1):
pot += math.sqrt((tocke[i + 1][0] — tocke[i][0
(tocke[i + 1][1] — tocke[i][0

1) **2)

print(pot * 2)

Kmalu zatem je isti tekmovalec poslal popravljeno razli¢ico, pri kateri se hobit iz
najbolj desne tocke vrne naravnost v zadetno (najbolj levo), kar je sicer Se vedno
narobe.

(3.5) Prispevek na temo ,ziher je ziher“:

#tinclude <math.h>
#include <cmath>

Resitev je sicer kasneje uporabljala le stvari iz std, tako da je prvi #include odvec.
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Institut Jozef Stefan

Institut je najvecji javni raziskovalni zavod v Sloveniji s skoraj 800 "
zaposlenimi, od katerih ima priblizno polovica doktorat znanosti. "

Vec¢ kot 150 nasih doktorjev je habilitiranih na slovenskih univer-

zah in sodeluje v visokosSolskem izobrazevalnem procesu. V zadnjih ’ '
desetih letih je na Institutu opravilo svoja magistrska in doktorska

dela vec kot 550 raziskovalcev. Institut sodeluje tudi s srednjimi So- ‘
lami, za katere organizira delovno prakso in jih vkljucuje v aktivno

raziskovalno delo. Glavna raziskovalna podrocja Instituta so fizika, kemija, moleku-
larna biologija in biotehnologija, informacijske tehnologije, reaktorstvo in energetika
ter okolje.

Poslanstvo Instituta je v ustvarjanju, Sirjenju in prenosu znanja na podrocju
naravoslovnih in tehniskih znanosti za blagostanje slovenske druzbe in clovestva
nasploh. Institut zagotavlja vrhunsko izobrazbo kadrom ter raziskave in razvoj
tehnologij na najvisji mednarodni ravni.

Institut namenja veliko pozornost mednarodnemu sodelovanju. Sodeluje z mno-
gimi uglednimi institucijami po svetu, organizira mednarodne konference, sodeluje
na mednarodnih razstavah. Poleg tega pa po najboljsih moceh skrbi za mednarodno
izmenjavo strokovnjakov. Mnogi raziskovalni dosezki so bili delezni mednarodnih
priznanj, veliko sodelavcev 1JS pa je mednarodno priznanih znanstvenikov.

Tekmovanje sta podprla naslednja odseka 1JS:

CT3 — Center za prenos znanja na podrocju informacijskih tehnologij
Center za prenos znanja na podroc¢ju informacijskih tehnologij izvaja izobrazevalne,
promocijske in infrastrukturne dejavnosti, ki povezujejo raziskovalce in uporabnike
njihovih rezultatov. Z uspesnim vkljucevanjem v evropske raziskovalne projekte se
Center 8iri tudi na raziskovalne in razvojne aktivnosti, predvsem s podrocja uprav-
ljanja z znanjem v tradicionalnih, mreznih ter virtualnih organizacijah. Center je
partner v ve¢ EU projektih.

Center razvija in pripravlja skrbno nacrtovane izobrazevalne dogodke kot so se-
minarji, delavnice, konference in poletne Sole za strokovnjake s podrodij inteligentne
analize podatkov, rudarjenja s podatki, upravljanja z znanjem, mreznih organiza-
cij, ekologije, medicine, avtomatizacije proizvodnje, poslovnega odlocanja in Se kaj.
Vsi dogodki so namenjeni prenosu osnovnih, dodatnih in vrhunskih specialisti¢nih
znanj v podjetja ter raziskovalne in izobrazevalne organizacije. V ta namen smo
postavili vrsto izobrazevalnih portalov, ki ponujajo ze za ve¢ kot 500 ur posnetih
izobrazevalnih seminarjev z razli¢nih podrocij.

Center postaja pomemben dejavnik na podrocju prenosa in promocije vrhunskih
naravoslovno-tehniskih znanj. S povezovanjem vrhunskih znanj in dosezkov razli¢nih
podrocij, povezovanjem s centri odlicnosti v Evropi in svetu, izkoris¢anjem razli¢nih
metod in sodobnih tehnologij pri prenosu znanj zelimo zgraditi virtualno uceco se
skupnost in pripomoci k uc¢inkovitejsemu povezovanju znanosti in industrije ter vecji
prepoznavnosti domacega znanja v slovenskem, evropskem in SirSem okolju.
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E3 — Laboratorij za umetno inteligenco

Podrocje dela Laboratorija za umetno inteligenco so informacijske tehnologije s po-
udarkom na tehnologijah umetne inteligence. Najpomembnejsa podrocja raziskav
in razvoja so: (a) analiza podatkov s poudarkom na tekstovnih, spletnih, veépred-
stavnih in dinamiénih podatkih, (b) tehnike za analizo velikih koli¢in podatkov v
realnem Casu, (¢) vizualizacija kompleksnih podatkov, (d) semanti¢ne tehnologije,
(e) jezikovne tehnologije.

Laboratorij za umetno inteligenco posveca posebno pozornost promociji znanosti,
posebej med mladimi, kjer v sodelovanju s Centrom za prenos znanja na podroc¢ju
informacijskih tehnologij (CT3) razvija izobrazevalni portal VideoLectures.NET in
vrsto let organizira tekmovanja ACM v znanju racunalnistva.

Laboratorij tesno sodeluje s Stanford University, University College London,
Mednarodno podiplomsko Solo Jozefa Stefana ter podjetji Quintelligence, Cycorp
Europe, LifeNetLive, Modro Oko in Envigence.

Fakulteta za matematiko in fiziko
Fakulteta za matematiko in fiziko je ¢lanica Univerze v Ljubljani. Se-
stavljata jo Oddelek za matematiko in Oddelek za fiziko. Izvaja dodi-
plomske univerzitetne studijske programe matematike, racunalnistva in
informatike ter fizike na razlicnih smereh od pedagoskih do raziskoval-
nih.

Prav tako izvaja tudi podiplomski specialisti¢ni, magistrski in doktor-
ski $tudij matematike, fizike, mehanike, meteorologije in jedrske tehnike.

Poleg rednega pedagoskega in raziskovalnega dela na fakulteti poteka se vrsta
obstudijskih dejavnosti v sodelovanju z razlicnimi institucijami od Drustva mate-
matikov, fizikov in astronomov do Instituta za matematiko, fiziko in mehaniko ter
Instituta Jozef Stefan. Med njimi so tudi tekmovanja iz programiranja, kot sta
Programerski izziv in Univerzitetni programerski maraton.

Fakulteta za rac¢unalnistvo in informatiko

Glavna dejavnost Fakultete za racunalnistvo in informatiko Univerze v
Ljubljani je vzgoja racunalniskih strokovnjakov razli¢nih profilov. Oblike
izobrazevanja se razlikujejo med seboj po obsegu, zahtevnosti, nacinu
izvajanja in Stevilu udelezencev. Poleg rednega izobrazevanja skrbi fa-
kulteta se za dopolnilno izobrazevanje racunalniskih strokovnjakov, kot
tudi strokovnjakov drugih strok, ki potrebujejo znanje informatike. Prav
posebna in zelo osebna pa je vzgoja mladih raziskovalcev, ki se med podiplomskim
studijem pod mentorstvom univerzitetnih profesorjev uvajajo v raziskovalno in znan-
stveno delo.
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Fakulteta za elektrotehniko, racunalnistvo in informatiko
Fakulteta za elektrotehniko, ra¢unalnistvo in informatiko (FERI)
je znanstveno-izobrazevalna institucija z izrazenim regionalnim,
. .. . . — I~ D)

nacionalnim in mednarodnim pomenom. Regionalnost se od- —
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raza v tesni povezanosti z industrijo v mestu Maribor in okolici,
kjer se zaposluje pretezni del diplomantov dodiplomskih in po-
diplomskih studijskih programov. Nacionalnega pomena so predvsem instituti kot
sestavni deli FERI ter centri znanja, ki opravljajo prenos temeljnih in aplikativnih
znanj v celoten prostor Republike Slovenije. Mednarodni pomen izkazuje fakulteta
7 vpetostjo v mednarodne raziskovalne tokove s stevilnimi mednarodnimi projekti,
izmenjavo Studentov in profesorjev, objavami v uglednih znanstvenih revijah, na-
stopih na mednarodnih konferencah in organizacijo le-teh.

Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije
Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske teh-
nologije Univerze na Primorskem (UP FAMNIT) je prvo ge-
neracijo $tudentov vpisala v $tudijskem letu 2007/08, pod
okriljem UP PEF pa so se ze v Studijskem letu 2006/07 izva- p
jali podiplomski studijski programi Matemati¢ne znanosti
in Racunalni$tvo in informatika (magistrska in doktorska
programa).

Z ustanovitvijo UP FAMNIT je v letu 2006 je Univerza na Primorskem pridobila
svoje naravoslovno uravnotezenje. Sodobne tehnologije v naravoslovju predstavljajo
na zacCetku tretjega tisocCletja poseben izziv, saj morajo izpolniti interese hitrega
razvoja druzbe, kakor tudi skrb za kakovostno ohranjanje naravnega in druzbe-
nega ravnovesja. V tem matematicna znanja, podrocje informacijske tehnologije
in druga naravoslovna znanja predstavljajo klju¢ do odgovora pri vprasanjih mo-
deliranja druzbeno ekonomskih procesov, njihove logike in zakonitosti racionalnega
razmisljanja.
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ACM Slovenija
ACM je najvecje racunalnisko zdruzenje na svetu Association for
s preko 80000 ¢lani. ACM organizira vplivna sre- Computing Machinery
canja in konference, objavlja izvirne publikacije in
vizije razvoja racunalnistva in informatike.
ACM Slovenija smo ustanovili leta 2001 kot slovensko podruznico ACM. Nas
namen je vzdigniti slovensko racunalnistvo in informatiko korak naprej v bodocnost.
Drustvo se ukvarja z:

e Sodelovanjem pri izdaji mednarodno priznane revije Informatica — za dokto-
rande je Se posebej zanimiva moznost objaviti 2 strani porocila iz doktorata.

e Urejanjem slovensko-angleskega slovarcka — slovarcek je narejen po vzoru Wi-
kipedije, torej lahko vsi vanj vpisujemo svoje predloge za nove termine, glavni
uredniki pa pregledujejo korektnost vpisov.

e ACM predavanja sodelujejo s Solomonovimi seminarji.

e Sodelovanjem pri organizaciji Studentskih in dijaskih tekmovanj iz ra¢unalni-
Stva.
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ACM Slovenija vsako leto oktobra izvede konferenco Informacijska druzba in na njej
skupscino AcM Slovenija, kjer volimo predstavnike.

IEEE Slovenija

Institut inzenirjev elektrotehnike in elektronike, znan

tudi pod anglesko kratico IEEE (Institute of Electrical @ I E E E
and Electronics Engineers) je svetovno zdruzenje inze- °

nirjev omenjenih strok, ki promovira inzenirstvo, ustvarjanje, razvoj, integracijo in

pridobivanje znanja na podroc¢ju elektronskih in informacijskih tehnologij ter zna-
nosti.

REPUBLIKA SLOVENIJA
MINISTRSTVO ZA IZOBRAZEVANJE,
ZNANOST IN SPORT

Ministrstvo za izobrazevanje, znanost in Sport

Ministrstvo za izobrazevanje, znanost in Sport opravlja upravne in strokovne naloge
na podrocjih predsolske vzgoje, osnovnosolskega izobrazevanja, osnovnega glasbe-
nega izobrazevanja, nizjega in srednjega poklicnega ter srednjega strokovnega izo-
brazevanja, srednjega sploSnega izobrazevanja, visjega strokovnega izobrazevanja,
izobrazevanja otrok in mladostnikov s posebnimi potrebami, izobrazevanja odraslih,
visokosolskega izobrazevanja, znanosti, ter sporta.

®)

Zavod
Republike
Slovenije
za Solstvo

Zavod Republike Slovenije za Solstvo

Zavod Republike Slovenije za Solstvo je osrednji nacionalni razvojno-raziskovalni
in svetovalni zavod na podrocju predsolske vzgoje, osnovnega Solstva in splosnega
srednjesolskega izobrazevanja.
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QUINTELLIGENCE d.o.o.

Inteligentno upravijanje z znanjem

Quintelligence

Obstojeci informacijski sistemi podpirajo predvsem procesni in organizacijski nivo
pretoka podatkov in informacij. Biti lastnik informacij in podatkov pa ne pomeni
imeti in obvladati znanja in s tem zagotavljati konkuren¢ne prednosti. Obvladova-
nje znanja je v razumevanju, sledenju, pridobivanju in uporabi novega znanja. IKT
(informacijsko-komunikacijska tehnologija) je postavila temelje za nemoten pretok
in hranjenje podatkov in informacij. S primernimi metodami je potrebno na osnovi
teh informacij izpeljati ustrezne analize in odloc¢itve. Nivo upravljanja in delova-
nja se tako seli iz informacijske logistike na mnogo bolj kompleksen in predvsem
nedeterministicen nivo razvoja in uporabe metodologij. Tako postajata razvoj in
uporaba metod za podporo obvladovanja znanja (knowledge management, KM) ve-
dno pomembnejsi segment razvoja.

Podjetje Quintelligence je in bo usmerjeno predvsem v razvoj in izvedbo metod
in sistemov za pridobivanje, analizo, hranjenje in prenos znanja. S kombiniranjem
delnih — problemsko usmerjenih resitev, gradimo kompleksen in fleksibilen sistem
za podporo KM, ki bo predstavljal osnovo globalnega informacijskega centra znanja.

Obvladovanje znanja je v razumevanju, sledenju, pridobivanju in uporabi novega
znanja.






