16. tekmovanje ACM v znanju ra¢unalnistva
za srednjesolce

27. marca 2021

NASVETTI ZA 1. IN 2. SKUPINO

Nekatere naloge so tipa napisi program (ali napisi podprogram), nekatere pa tipa
opisi postopek. Pri slednjih ti ni treba pisati programa ali podprograma v kaksnem
konkretnem programskem jeziku, ampak lahko postopek opiges tudi kako drugace: z
besedami (v naravnem jeziku), psevdokodo (glej spodaj), diagramom poteka itd. Glavno
je, da je tvoj opis dovolj natancen, jasen in razumljiv, tako da je iz njega razvidno, da
si dejansko nagel in razumel pot do resitve naloge.

Psevdokodi pravijo v€asih tudi strukturirani naravni jezik. Postopek opiSemo v
naravnem jeziku, vendar opis strukturiramo na podoben nacin kot pri programskih
jezikih, tako da se jasno vidi strukturo vejitev, zank in drugih programskih elementov.

Primer opisa postopka v psevdokodi: recimo, da imamo zaporedje besed in bi ga
radi razbili na ve¢ vrstic tako, da ne bo nobena vrstica presiroka.

naj bo trenutna vrstica prazen niz;
pregleduj besede po vrsti od prve do zadnje:
e bi trenutna vrstica z dodano trenutno besedo (in presledkom
pred njo) postala predolga,
izpiSi trenutno vrstico in jo potem postavi na prazen niz;
dodaj trenutno besedo na konec trenutne vrstice;
¢e trenutna vrstica ni prazen niz, jo izpisi;

(Opomba: samo zato, ker je tu primer psevdokode, to Se ne pomeni, da moras tudi ti
pisati svoje odgovore v psevdokodi.)

Ce pa v okviru neke resitve piSes izvorno kodo programa ali podprograma, obvezno
poleg te izvorne kode v nekaj stavkih opisi, kako deluje (oz. naj bi delovala) tvoja resitev
in na kaksni ideji temelji.

Pri ocenjevanju so vse naloge vredne enako Stevilo tock. Svoje odgovore dobro utemelji.
Prizadevaj si predvsem, da bi bile tvoje resitve pravilne, ob tem pa je zaZeleno, da so
tudi ¢im bolj u¢inkovite; take dobijo ve¢ tock kot manj ucinkovite (s tem je misljeno
predvsem, naj ima resitev ucinkovit algoritem; drobne tehni¢ne optimizacije niso tako
pomembne). Za manjSe sintakti¢ne napake se ne odbije veliko tock. Priporoc¢ljivo in
zazeleno je, da so tvoje resitve napisane pregledno in ¢itljivo.

Ce naloga zahteva branje ali obdelavo vhodnih podatkov, lahko tvoja resitev (¢e v nalogi
ni drugace napisano) predpostavi, da v vhodnih podatkih ni napak (torej da je njihova
vsebina in oblika skladna s tem, kar piSe v nalogi).

Nekatere naloge zahtevajo branje podatkov s standardnega vhoda in pisanje na standar-
dni izhod. Za pomo¢ je tu nekaj primerov programov, ki delajo s standardnim vhodom
in izhodom:

e Program, ki prebere s standardnega vhoda dve Stevili in izpiSe na standardni izhod
njuno vsoto:

program BranjeStevil; #include <stdio.h>

var i, j: integer; int main() {

begin int i, j; scanf("%d %d", &i, &j);
ReadLn(i, j); printf("%d + %d = %d\n", i, j, i + j);
Writeln(i, > + 2,j, 7 = 2, i+ ]); return O;

end. {BranjeStevil} }
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e Program, ki bere s standardnega vhoda po vrsticah, jih Steje in prepisuje na standar-
dni izhod, na koncu pa izpiSe e skupno dolZino:

program BranjeVrstic;
var s: string; i, d: integer;

begin
i:=0;d:=0;
while not Eof do begin
ReadLn(s);
i:=i+4+1;d:=d + Length(s);
WriteLn(i, >. vrstica: "’,s, *"?);
end; {while}

Writeln(i, * vrstic, ’, d, ’ znakov.’);
end. {BranjeVrstic}

#include <stdio.h>
#£include <string.h>
int main() {
char s[201]; inti =0,d = 0;
while (gets(s)) {
i++; d += strlen(s);
printf("%d. vrstica: \"%s\"\n", i, s);

printf("%d vrstic, %d znakov.\n", i, d);
return 0;

¥

Opomba: C-jevska razliGica gornjega programa predpostavlja, da ni nobena vrstica vhodnega
besedila daljsa od dvesto znakov. Funkciji gets se je v praksi bolje izogibati, ker pri njej nimamo
zasCite pred primeri, ko je vrstica daljSa od naSe tabele s. Namesto gets bi bilo bolje uporabiti
fgets; vendar pa za reSitev nasih tekmovalnih nalog v prvi in drugi skupini zadosc¢a tudi gets.

e Program, ki bere s standardnega vhoda po znakih, jih prepisuje na standardni izhod,
na koncu pa izpiSe 8e Stevilo prebranih znakov (ne vstevsi znakov za konec vrstice):

program BranjeZnakov;
var i: integer; c: char;
begin
i:=0;
while not Eof do begin
while not Eoln do
begin Read(c); Write(c); i :=i + 1 end;

if not Eof then begin ReadlLn; WriteLn end,;

end; {while}
WriteLn(?Skupaj ’, i, > znakov.’);
end. {BranjeZnakov}

Se isti trije primeri v pythonu:

# Branje dveh stevil in izpis vsote:

import sys

a, b = sys.stdin.readline().split()

a = int(a); b = int(b)

print(f"{a} + {b} = {a + D}"

# Branje standardnega vhoda po vrsticah:
import sys

i=d=0

for s in sys.stdin:

#include <stdio.h>

int main() {
inti =0, ¢
while ((c = getchar()) != EOF) {
putchar(c); if (i '= >\n?) i++;

printf("Skupaj %d znakov.\n", i);
return 0;

s = s.rstrip(’\n’) # odrezemo znak za konec vrstice

i+=1;d += len(s)
print(f"{i}. vrstica: \"{s}\"")
print(f"{i} vrstic, {d} znakov.")

# Branje standardnega vhoda znak po znak:
import sys

i=0
while True:
¢ = sys.stdin.read(1)
if c == "": break # EOF

sys.stdout.write(c)
ifcl="\n:i+=1
print(f"Skupaj {i} znakov.")
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Se isti trije primeri v javi:

/] Branje dveh stevil in izpis vsote:
import java.io.*;
import java.util.Scanner;

public class Primerl

{

public static void main(String[] args) throws |OException
{
Scanner fi = new Scanner(System.in);
int i = fi.nextInt(); int j = fi.nextInt();
System.out.println(i + " + "+ j+ " ="+ (i +j));
}
}

// Branje standardnega vhoda po vrsticah:
import java.io.*;

public class Primer2

{

public static void main(String[] args) throws |OException

BufferedReader fi = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));
inti =0, d=0; String s;
while ((s = fi.readLine()) != null) {
i++; d += s.length();
System.out.println(i + ". vrstica: \"" 4+ s+ "\""); }
System.out.printIn(i + " vrstic, "+ d 4+ " znakov.");
¥
}

// Branje standardnega vhoda znak po znak:
import java.io.*;

public class Primer3

{

public static void main(String[] args) throws |OException

{
InputStreamReader fi = new InputStreamReader(System.in);
inti =0, ¢
while ((c = fi.read()) >=0) {

System.out.print((char) c); if (c != ’\n’ && c != ’\r’) i++; }

System.out.printIn("Skupaj " + i + " znakov.");

¥

by
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16. tekmovanje ACM v znanju ra¢unalnistva
za srednjesolce

27. marca 2021

NALOGE ZA PRVO SKUPINO

Naloge resuj samostojno; ne sprasuj drugih ljudi za nasvete ali pomo¢ pri reSevanju
(niti v Zivo niti prek interneta ali kako drugace), ne kopiraj v svoje odgovore tuje izvorne
kode in podobno. Tekmovalna komisija si pridrzuje pravico, da tekmovalca diskvalificira,
¢e bi se kasneje izkazalo, da nalog ni reSeval sam. Internet lahko uporablja$, ¢e ni v
nasprotju s prej§njimi omejitvami (npr. za branje dokumentacije), vendar za reSevanje
nalog ni nujno potreben. Tvoje odgovore bomo pregledali in ocenili ro¢no, zato manjse
napake v sintaksi ali pri klicih funkcij standardne knjiznice niso tako pomembne, kot bi
bile na tekmovanjih z avtomatskim ocenjevanjem.

Tekmovanje bo potekalo na strezniku https://rtk.fri.uni-1j.si/, kjer dobi$ naloge
in oddajas svoje odgovore. Uporabniska imena in gesla (bo)ste dobili po elektronski
posti. Pri oddaji preko rac¢unalnika reSitev natipkaS neposredno v brskalniku. Med
tipkanjem se resSitev na priblizno dve minuti samodejno shrani. Poleg tega lahko sam
med pisanjem resitve izrecno zahtevas shranjevanje resitve s pritiskom na gumb ,,Shrani
spremembe®. Ker je vgrajeni urejevalnik dokaj preprost in ne omogoca oznacCevanja
kode z barvami, predlagamo, da resitev pripravi§ v urejevalniku na svojem rac¢unalniku
in jo nato prekopiras v okno spletnega urejevalnika. Naj te ne moti, da se bodo barvne
oznake kode pri kopiranju izgubile.

Ko si bodisi zadovoljen z resitvijo ter si zakljucil nalogo ali ko Zeli§ za¢asno prekiniti
pisanje reSitve naloge ter se lotiti druge naloge, uporabi gumb ,,Shrani in zapri* in nato
klikni na ,,Nazaj na seznam nalog“, da se vrne§ v glavni meni. (Oddano resitev lahko
kasneje e spreminjas.) Za vsak slu¢aj priporo¢amo, da pred oddajo shranis svoj odgovor
tudi v datoteko na svojem lokalnem rac¢unalniku.

Med reSevanjem lahko vpraSanja za tekmovalno komisijo postavljas prek zasebnih
sporo¢il na tekmovalnem strezniku (ikona oblacka zgoraj desno), izjemoma pa tudi po
elektronski po$ti na rtk-info@ijs.si. Prek zasebnih sporocil bomo posiljali tudi more-
bitna pojasnila in popravke, ¢e bi se izkazalo, da so v besedilu nalog kaksne nejasnosti
ali napake. Zato med reSevanjem redno preverjaj, ¢e so se pojavila kak$na nova zasebna
sporodila.

Ce imas pri oddaji odgovorov prek spletnega streznika kaksne tezave, lahko izjemoma
posljes svoje odgovore po elektronski posti na rtk-info@ijs.si, vendar nas morajo doseci
pred koncem tekmovanja; odgovorov, prejetih po koncu tekmovanja, ne bomo upostevali.

Svoje odgovore dobro utemelji. Ce pises izvorno kodo programa ali podprograma,
OBVEZNO tudi v nekaj stavkih z besedami opisi idejo, na kateri temelji tvoja resi-
tev. Ceni v nalogi drugace napisano, lahko tvoje resitve predpostavljajo, da so vhodni
podatki brez napak (da ustrezajo formatu in omejitvam, kot jih podaja naloga). Zaze-
leno je, da so tvoje reSitve poleg tega, da so pravilne, tudi u¢inkovite; bolj u¢inkovite
reitve dobijo ve¢ tock (s tem je misljeno predvsem, naj ima resitev uc¢inkovit algoritem;
drobne tehni¢ne optimizacije niso tako pomembne). Nalog je pet in pri vsaki nalogi
lahko dobis od 0 do 20 tock.

Resitve bodo objavljene nahttp://rtk.ijs.si/. Predvidoma nekaj dni po tekmovanju
bodo tam objavljeni tudi rezultati.
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1. Gesla

Marjan je pozabil geslo za Apple ID in se ga ne spomni. Kot mnogi drugi ljudje ima
tudi on nekaj razli¢cnih gesel, ki jih ponavadi uporablja za vse moZne storitve (Gmail,
Facebook, Instagram itd.). Ta gesla vsebujejo samo male ¢rke angleske abecede in
Stevke (na primer: ,iecdoovi®,  eipe9thu” in podobno); vsako geslo vsebuje vsaj eno
¢rko. Marjan ni prepri¢an, katero geslo je sprva nameraval uporabiti za Apple ID,
spomni pa se, da je geslo moralo biti ,,varno*, kar pomeni, da je moral Marjan v svojem
geslu uporabiti tudi en znak, ki ni ¢rka ali Stevka in pa vsaj eno veliko ¢rko. Spomni
se le Se tega, da je nekje znotraj gesla (mogoce celo Cisto na zacetku ali na koncu)
dodal piko in spremenil eno od obstojecih ¢rk v veliko, ne spomni pa se natancno,
kje je dodal piko in katero &rko je spremenil v veliko. Napisi podprogram (funkcijo)
MoznaGesla(geslo), ki kot parameter dobi niz geslo z Marjanovim prvotnim geslom iz samih
malih ¢rk in Stevk ter izpiSe vse moZne nize, ki bi lahko bili Marjanovo geslo za Apple
ID. (Na primer: iz eipe9thu lahko dobimo eip.E9thu ali e.ipe9tHu ali .eiPe9thu ali
Se marsikaj drugega.)

Naloge za I. skupino, stran 2/6



2. Marsovci

Vsak marsovec se specializira za natanko 5 opravil. Ce je za izvedbo naloge treba veé kot
5 opravil, se povezejo v skupine. Imamo skupino m marsovcev in za vsakega marsovca
imamo podatke o tem, katerih 5 opravil zna opravljati. Opravila so predstavljena s celimi
$tevili od 1 do 100. Napisi program, ki za podano skupino marsovcev ugotovi, ali so
vsa tista opravila, ki jih opravlja vsaj en marsovec v skupini, pribliZzno enako zastopana;
natan¢neje povedano, preveriti mora$, ali se Stevilo marsovcev, ki so specializirani za
posamezno opravilo, od enega opravila do drugega razlikuje najve¢ za 1. Podatke naj
tvoj program prebere s standardnega vhoda ali pa iz datoteke marsovci.txt (karkoli
ti je laZje); v prvi vrstici je Stevilo marsovcev m, v vsaki od naslednjih m vrstic pa je
po 5 Stevil, ki povedo, katera opravila obvlada posamezni marsovec. Ce so vsa opravila
priblizno enako zastopana, naj izpiSe da, sicer pa ne.

Primer vhodnih podatkov: Pripadajo¢i izhod:

4 da
75 12 96 57 28
96 28 12 75 9
96 9 57 28 75
12 57 9 28 75

Se en primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:

4 ne
75 12 96 57 28
96 28 12 75 9
96 9 57 28 75
12 57 96 28 75

Komentar: v prvem primeru se vsako opravilo pojavlja pri treh ali $tirih marsovcih,
zato so priblizno enakomerno zastopana. V drugem primeru pa se opravilo 9 pojavlja
le pri dveh marsovcih, nekatera opravila pa pri Stirih, zato niso priblizno enakomerno
zastopana (glede na definicijo iz besedila naloge).
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3. Rekonstrukcija poti

Direktorije oziroma mape na disku si pogosto predstavljamo kot zlozene v drevesasto
hierarhi¢no strukturo, na primer takole:
bin
inc
boost
logic
math
net
1lib
tgcc
nginx

L modules

Ce bi hoteli taksno drevo direktorijev predstaviti samo z besedilom, brez ¢rt, nam lahko
prideta na misel naslednja dva nacina:

(1) Pri vsakem imenu direktorija lahko (2) Lahko pa za vsak direktorij izpisemo
zapiSemo njegovo globino v drevesu. Pri polno pot od korena do njega. Pri zgor-
zgornjem drevesu bi tako dobili: njem drevesu bi tako dobili:

bin 1 /bin

inc 1 /inc

boost 2 /inc/boost

logic 3 /inc/boost/logic

math 3 /inc/boost/math

net 2 /inc/net

1lib 1 /1ib

geec 2 /1ib/gcc

nginx 2 /1lib/nginx

modules 3 /1ib/nginx/modules

Napisi program, ki prebere predstavitev drevesa v prvi obliki (torej z imeni direktori-
jev in njihovimi globinami v drevesu) in ga izpiSe v drugi obliki (torej s polnimi potmi).
Delovati mora seveda za poljuben vhod, ne le za tistega iz gornjega primera. Ce v vho-
dnem seznamu manjka kakSen direktorij in zato v nekem trenutku poti ni ve¢ mogoce
rekonstruirati, naj program izpiSe ,Napaka!“ in se neha izvajati. Podatke lahko beres s
standardnega vhoda in piSe§ na standardni izhod ali pa beres iz datoteke vhod.txt in
piSes na izhod.txt (karkoli ti je lazje). Imena direktorijev so sestavljena le iz ¢rk, brez
presledkov ali kak$nih drugih posebnih znakov.

Primer vhoda, kjer rekonstrukcija Tvoj program bi moral tu izpisati:
ni mogoca:

abc 1 /abc

def 3 Napaka!
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4. Kako dobri so virusni testi?

Prebivalce testiramo na okuZzbo z virusom covida s hitrimi testi in s testi PCR. Prvi so,
kot Ze ime pove, hitri (in poceni) in dajo rezultat v nekaj minutah, so pa nezanesljivi,
drugi, tako imenovani testi PCR, pa so zanesljivejsi, vendar precej drazji in je na rezultate
treba ¢akati en dan.

Da bi ugotovili kvaliteto hitrih testov, obéasno testiramo skupino ljudi hkrati z obema
vrstama testov, hitrimi in testi PCR. Rezultate lahko predstavimo z dvema enako dol-
gima nizoma znakov, pri ¢emer i-ti znak prvega niza pove rezultat hitrega testa na i-tem
pacientu (1 = okuZen in 0 = neokuZen), i-ti znak drugega niza pa rezultat testa PCR
na istem pacientu (enako 1 = okuZen in 0 = neokuZen). Primerjava obeh nizov nam
pokaze kvaliteto hitrih testov, ki smo jih pri tem poskusu uporabili.

Napisi podprogram (funkcijo) Primerjava(s, t, n), ki kot parametra dobi dva enako
dolga niza s (rezultati hitrih testov) in t (rezultati testov PCR) in ugotovi, pri katerih n
zaporednih pacientih je bilo najve¢ razhajanj med hitrimi in testi PCR. Tvoja funkcija
naj vrne indeks, na katerem se zacne ta skupina n zaporednih pacientov; ¢e je taksnih
skupin ve¢, vrni indeks najbolj leve od njih (tiste z najmanjsim zacetnim indeksom).
Tvoja resitev naj bo ¢m bolj u¢inkovita, da bo delovala hitro tudi za zelo dolge nize
in velike n. Predpostavi, da sta s in t dolga po vsaj n znakov, tako da reSitev gotovo
obstaja.
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5. Zlaganje loncev

V kuhinjsko omaro zlagamo lonce. Lonci so v obliki odprtih valjev razliénih premerov.
Zaradi prihranka prostora lahko natanko en manjsi lonec polozimo v veéjega, kadar ima
manjsi premer osnovne ploskve kot vedji lonec. V ta manjsi lonec pa lahko kasneje
polozimo Se en manjsi lonec in tako naprej, da dobimo nekaksen sklad loncev. Ne Zelimo
pa v en lonec neposredno postaviti dveh ali ve¢ manjsih (npr. da bi v lonec premera 20
cm postavili neposredno lonca premerov 5 cm in 3 cm; v tem primeru bi v lonec premera
20 cm postavili lonec premera 5 ¢cm, v slednjega pa potem lonec premera 3 cm). Zelimo
preveriti, ali je naSa kuhinjska omara dovolj prostorna, da lahko v njo na ta nacin
postavimo vse svoje lonce.

Opisi postopek (ali napisi program ali podprogram oz. funkcijo, ¢e ti je lazje), ki
kot vhodni podatek dobi seznam premerov vseh loncev na kuhinjski mizi ter izra¢una
najmanjSe Stevilo skladov, ki jih lahko sestavimo iz teh loncev. Izra¢una pa naj tudi
najnizjo mozno vsoto, ki jo lahko dobimo, ¢e vzamemo premer najbolj spodnjega lonca v
vsakem skladu in te premere sestejemo po vseh skladih. Dobro tudi utemelji pravilnost
svojega postopka.

Primer: ¢e imamo lonce s premeri
28,17,14,29,12,22, 28,28, 13,20, 30, 18,4, 18,4,

potrebujemo najmanj tri sklade, najmanj$a moZna vsota premerov pa je 86. (Eden od
moznih nacinov, kako lahko zlozimo lonce na optimalen nacin, so taksni trije skladi:
[4,14,28,29,30], [13,17,18,28] in [4, 12,18, 20, 22, 28]; vsota premerov najbolj spodnjih
loncev je takrat 30 + 28 + 28 = 86.)
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16. tekmovanje ACM v znanju ra¢unalnistva
za srednjesolce

27. marca 2021

NALOGE ZA DRUGO SKUPINO

Naloge resuj samostojno; ne sprasuj drugih ljudi za nasvete ali pomo¢ pri reSevanju
(niti v Zivo niti prek interneta ali kako drugace), ne kopiraj v svoje odgovore tuje izvorne
kode in podobno. Tekmovalna komisija si pridrzuje pravico, da tekmovalca diskvalificira,
¢e bi se kasneje izkazalo, da nalog ni reSeval sam. Internet lahko uporablja$, ¢e ni v
nasprotju s prej§njimi omejitvami (npr. za branje dokumentacije), vendar za reSevanje
nalog ni nujno potreben. Tvoje odgovore bomo pregledali in ocenili ro¢no, zato manjse
napake v sintaksi ali pri klicih funkcij standardne knjiznice niso tako pomembne, kot bi
bile na tekmovanjih z avtomatskim ocenjevanjem.

Tekmovanje bo potekalo na strezniku https://rtk.fri.uni-1j.si/, kjer dobi$ naloge
in oddajas svoje odgovore. Uporabniska imena in gesla (bo)ste dobili po elektronski
posti. Pri oddaji preko rac¢unalnika reSitev natipkaS neposredno v brskalniku. Med
tipkanjem se resSitev na priblizno dve minuti samodejno shrani. Poleg tega lahko sam
med pisanjem resitve izrecno zahtevas shranjevanje resitve s pritiskom na gumb ,,Shrani
spremembe®. Ker je vgrajeni urejevalnik dokaj preprost in ne omogoca oznacCevanja
kode z barvami, predlagamo, da resitev pripravi§ v urejevalniku na svojem rac¢unalniku
in jo nato prekopiras v okno spletnega urejevalnika. Naj te ne moti, da se bodo barvne
oznake kode pri kopiranju izgubile.

Ko si bodisi zadovoljen z resitvijo ter si zakljucil nalogo ali ko Zeli§ za¢asno prekiniti
pisanje reSitve naloge ter se lotiti druge naloge, uporabi gumb ,,Shrani in zapri* in nato
klikni na ,,Nazaj na seznam nalog“, da se vrne§ v glavni meni. (Oddano resitev lahko
kasneje e spreminjas.) Za vsak slu¢aj priporo¢amo, da pred oddajo shranis svoj odgovor
tudi v datoteko na svojem lokalnem rac¢unalniku.

Med reSevanjem lahko vpraSanja za tekmovalno komisijo postavljas prek zasebnih
sporo¢il na tekmovalnem strezniku (ikona oblacka zgoraj desno), izjemoma pa tudi po
elektronski po$ti na rtk-info@ijs.si. Prek zasebnih sporocil bomo posiljali tudi more-
bitna pojasnila in popravke, ¢e bi se izkazalo, da so v besedilu nalog kaksne nejasnosti
ali napake. Zato med reSevanjem redno preverjaj, ¢e so se pojavila kak$na nova zasebna
sporodila.

Ce imas pri oddaji odgovorov prek spletnega streznika kaksne tezave, lahko izjemoma
posljes svoje odgovore po elektronski posti na rtk-info@ijs.si, vendar nas morajo doseci
pred koncem tekmovanja; odgovorov, prejetih po koncu tekmovanja, ne bomo upostevali.

Svoje odgovore dobro utemelji. Ce pises izvorno kodo programa ali podprograma,
OBVEZNO tudi v nekaj stavkih z besedami opisi idejo, na kateri temelji tvoja resi-
tev. Ceni v nalogi drugace napisano, lahko tvoje resitve predpostavljajo, da so vhodni
podatki brez napak (da ustrezajo formatu in omejitvam, kot jih podaja naloga). Zaze-
leno je, da so tvoje reSitve poleg tega, da so pravilne, tudi u¢inkovite; bolj u¢inkovite
reitve dobijo ve¢ tock (s tem je misljeno predvsem, naj ima resitev uc¢inkovit algoritem;
drobne tehni¢ne optimizacije niso tako pomembne). Nalog je pet in pri vsaki nalogi
lahko dobis od 0 do 20 tock.

Resitve bodo objavljene nahttp://rtk.ijs.si/. Predvidoma nekaj dni po tekmovanju
bodo tam objavljeni tudi rezultati.
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1. Sredinec

V Soli je pri Sportni vzgoji navada, da se pred zacetkom Solske ure ucenci postavijo v
vrsto od najmanjSega do najvecjega. Prav tako je navada, da ufenci zamujajo. Vsak
ucenec, ki vstopi v telovadnico, se vrine na svoje mesto v vrsti glede na velikost. Ucitelj
$portne vzgoje se med tem zamudnim procesom zabava z opazovanjem, kdo se po vsakem
novem prihodu nahaja na sredini vrste. Ucenci vstopajo posami¢no, ucitelja pa zanima,
kako visok je tisti izmed n prisotnih ucencev, ki se trenutno nahaja na [n/2]-tem mestu
v vrsti od najmanjSega do najvedjega. (Zapis [n/2] pomeni, da rezultat po deljenju n
z 2 zaokrozimo navzgor. Na primer: pri n = 5 in n = 6 ga zanima tretji po vrsti, pri
n =17 in n = 8 fetrti po vrsti in podobno.)

Opisi postopek, ki to nalogo resi ¢im bolj udinkovito (recimo, da udencev ni le
nekaj deset, ampak na milijone): prebira naj visine uc¢encev v takem vrstnem redu, kakor
vstopajo v telovadnico, in po vsakem prebranem ucencu sproti izpise visino tistega, ki je
zdaj srednji po vigini. Oceni tudi ¢asovno zahtevnost svoje resitve, torej kako se povecuje
¢as izvajanja v odvisnosti od Stevila uencev. Visine u¢encev so podane v obliki seznama
po vrsti, tako kot vstopajo v telovadnico. ViSine niso vecje od dveh metrov in so podane
s celimi 8tevili, ki predstavljajo visino v centimetrih.
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2. Svetilka

Zepna baterijska svetilka je lahko ugasnjena ali pa sveti v dveh moznih naé¢inih: sveti
stalno ali pa utripa tako, da vsako sekundo posveti za eno desetinko sekunde (in je
potem devet desetink sekunde ugasnjena). Za preklop med temi tremi stanji sluzi tipka.

Takoj ko pritisnemo tipko (t.j. ob zacetku pritisnjenosti tipke) naj se svetilka vklopi:
¢e je bila prej ugasnjena, naj se vklopi v stalni nacin, ¢e je bila v stalnem nacinu, naj
se preklopi v utripanje, in ¢e je utripala, naj se preklopi v stalni nacin. Ce je tipka
pritisnjena tri sekunde ali ve¢, naj se po teh treh sekundah svetilka izklopi.

Podana je funkcija Luc(vklop), s katero lahko program upravlja svetilo: vrednost true
vklopi svetilo, false ga izklopi.

Napi8i naslednji dve funkciji, ki ju bo operacijski sistem malega racunalnika v
svetilki avtomatsko klical takole:

o Tiktak() — ta funkcija bo poklicana vsako desetinko sekunde;

e Tipka(pritisnjena) — ta funkcija bo poklicana vsakokrat, ko se bo stanje pritisnje-
nosti tipke spremenilo; vrednost argumenta bo true, Ce je bila tipka pravkar priti-
snjena (t.j. zaCetek pritiska), in false, ¢e je bila tipka pravkar spuscena.

Za ohranitev stanja programa lahko uporabi$ poljubne globalne spremenljivke in jih
tudi po svoje inicializiras. Na zacetku delovanja programa je lu¢ ugasnjena, tipka pa
spuScena.

Glede na to, da nimamo moZnosti merjenja ¢asa z ve¢jo locljivostjo od desetinke
sekunde, ne bo ni¢ narobe, ¢e ob preklopu na utripanje prvi blisk ne traja to¢no eno
desetinko sekunde, prav tako lahko trosekundni interval (za ugaSanje svetilke) odstopa
za malenkost.

Ce si zelis poenostaviti nalogo, lahko opusti§ stanje utripanja in poskrbis le za vklop
in izklop svetilke — pri tem bos dobil najve¢ polovico toc¢k naloge.
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3. Pletenje puloverja

Neza se je med karanteno lotila novega konjicka. Naucila se je plesti. Nekaj preglavic
pa ji povzrocajo sheme za pletenje vzorcev. V knjigah so pogosto narisane velike sheme,
na primer:

---0-0---0-0---0-0---0-0---0-0
---000---000---000---000---000
---0-0---0-0---0-0---0-0---0-0
---000---000---000---000---000
---0-0---0-0---0-0---0-0---0-0
---000---000---000---000---000
---0-0---0-0---0-0---0-0---0-0
---000---000---000---000---000

Zgornja shema predstavlja osnovni vzorec

---0-0
---000

Neza je hitro ugotovila, da si mora pri pletenju izdelka zapomniti oziroma zapisati le
osnovni vzorec in ne celotne velike sheme iz knjige. Prosi te, da napiSes program ali
podprogram (funkcijo), ki v poljubni dani shemi pois¢e osnovni vzorec. Osnovni vzorec
je najmanjsi (po povrsini) tak vzorec, iz katerega lahko s ponavljanjem sestavimo celotno
shemo (pri ¢emer se mora vzorec lepo zakljuciti na vseh robovih sheme). Program naj
izpiSe Sirino in viSino osnovnega vzorca. Za primer zgoraj je reSitev 6 2. Ce je moznih
ve¢ enako dobrih reSitev, je vseeno, katero od njih izpiseS. Shemo lahko tvoj program
prebere iz datoteke ali s standardnega vhoda ali pa predpostavi, da je Ze podana v
neki tabeli ali seznamu nizov (ali dvodimenzionalni tabeli znakov). Shemo sestavljajo
le znaki ,,-“ in ,,0%.
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4. Pangramski podniz

Pangram je niz, ki vsebuje vsako ¢rko abecede vsaj enkrat; pri tej nalogi pa nas bodo
zanimali malo bolj posebni pangrami — taki, ki vsebujejo vsako ¢rko abecede vsaj k-
krat. NapiSi podprogram oz. funkcijo, ki za dani niz s in naravno $tevilo k& vrne
dolzino najkrajsSega takega strnjenega podniza niza s, v katerem se vsaka ¢rka abecede
pojavi vsaj k-krat. Ce takega podniza sploh ni, naj funkcija vrne —1. Niz s je sestavljen
le iz malih ¢rk angleske abecede, lahko pa je zelo dolg, zato naj bo tvoja resitev ¢im bolj
uéinkovita.

Primer: e bi namesto cele abecede gledali le ¢rke {a, b, c} in &e bi imeli k = 2, bi bil
najkrajsi primerni podniz v nizu s = aabaaccabaacccbabb dolg 7 znakov. Taki podnizi
so celo trije: baaccab, baacccb, acccbab. Poudarimo pa, da je to samo primer in da
mora tvoja reSitev delovati za celotno abecedo in za poljuben & in poljubno dolg niz s.
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5. Tetris

Imamo plosco, sestavljeno iz 8 x 8 kvadratnih polj, ki bi jo radi pokrili s ploscki v obliki
raznih likov, podobnih tistim iz igre Tetris. NapiSi program ali podprogram (funkcijo),
ki bo ploséo v celoti pokril s plogcki, pri ¢emer se le-ti med seboj ne smejo prekrivati
ali Strleti ¢ez rob plos¢e. Na voljo so ploscki n razli¢nih oblik, ki so ostevilé¢ene od 1
do n; v vsaki obliki pa je na voljo le omejeno Stevilo plosckov. Za delo s ploscki naj
tvoj program uporablja naslednje funkcije (zanje torej predpostavi, da Ze obstajajo in
ni misljeno, da jih ti implementira$ sam):

e int StOblik() — vrne n, torej Stevilo, ki pove, koliko razli¢nih oblik plosckov je na
voljo.

e int StPlosckov(int oblika) — vrne Stevilo razpolozljivih plosckov oblike oblika. To je
celo Stevilo, vecje od 0, vanj pa so vSteti tudi tisti ploscki, ki jih je tvoj program
mogoce Ze postavil na plosco.

e bool JePokrito(int x, int y) — vrne logi¢no vrednost, ki pove, ali je polje (z,y) na
plos¢i trenutno pokrito (torej ali ga pokriva kaksen od Ze doslej postavljenih plose-
kov). Na zacetku izvajanja tvojega programa je plos¢a prazna (torej ni na njej
Se nobenega ploscka). Koordinate polj na ploséi gredo od = = 0 (levo) do x = 7
(desno) in od y = 0 (zgoraj) do y = 7 (spodaj).

e bool PreveriPloscek(int oblika, int x, int y) — vrne logi¢no vrednost, ki pove, ali je
mogoce na plosco dodati plos¢ek oblike oblika tako, da najbolj levo polje v najbolj
zgornji vrstici tega ploscka pokrije polje (x,y) na ploséi. (Funkcija preverja le
obliko, ne pa tudi tega, ali ima$ 8e na voljo kaj plosckov te oblike ali pa si jih
morda Ze vse postavil na plosco.)

e void PostaviPloscek(int oblika, int x, int y, bool b) — ¢e je b == true, ta funkcija polozi
ploscek oblike oblika na plosco tako, da najbolj levo polje v najbolj zgornji vrstici
tega ploscka pokrije polje (z,y) na plosci. Ce je b == false, pa funkcija ta ploséek
s tega polozaja odstrani.

Funkcija PostaviPloscek prekine izvajanje tvojega programa, ¢e zahtevas od nje opera-
cijo, ki je ni mogoce izvesti (npr. dodajanje ploscka neke oblike, ¢e si vse razpoloZljive
ploscke te oblike Ze polozil na mrezo; ali dodajanje ploscka tako, da bi se prekrival z ze
obstojedimi ali Strlel ¢ez rob mreZe; ali brisanje ploscka, ki ga v resnici ni tam).

Plosckov se pri tej nalogi ne da obracati ali vrteti in funkciji PreveriPloscek in Posta-
viPloscek tega tudi ne poskuSata poceti. To pomeni, da Stejeta na primer 5] in £ za dve
razliéni obliki in plos¢kov ene oblike ne moremo zasukati in uporabiti kot ploscke druge
oblike.

Primer. Recimo, da imamo ploScke naslednjih $tirih oblik v naslednjih koli¢inah:

6 X 6x 4x 2%
==

Potem lahko plos¢o pokrijemo takole:

_:_lll

Se deklaracije gornjih funkcij v drugih jezikih:
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{ V pascalu: }

function StOblik: integer;

function StPlosckov(oblika: integer): integer;

function JePokrito(x, y: integer): boolean;

function PreveriPloscek(oblika, x, y: integer): boolean;
procedure PostaviPloscek(oblika, x, y: integer; b: boolean);

/] V javi: deklaracije so kot v besedilu naloge, le z boolean namesto bool.

# V pythonu:

def StOblik() — int: ...

def StPlosckov(oblika: int) —> int: ...

def JePokrito(x: int, y: int) —> bool: ...

def PreveriPloscek(oblika: int, x: int, y: int) —> bool: ...

def PostaviPloscek(oblika: int, x: int, y: int, b: bool) —> None: ...
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16. tekmovanje ACM v znanju ra¢unalnistva
za srednjesolce

27. marca 2021

PRAVILA TEKMOVANJA ZA TRETJO SKUPINO

Naloge resuj samostojno; ne sprasuj drugih ljudi za nasvete ali pomo¢ pri reSevanju
(niti v Zivo niti prek interneta ali kako drugadce), ne kopiraj v svoje odgovore tuje izvorne
kode in podobno. Tekmovalna komisija si pridrzuje pravico, da tekmovalce diskvalificira,
¢e bi se kasneje izkazalo, da nalog niso reSevali sami. Internet lahko uporabljas, ¢e ni
v nasprotju s prej$njimi omejitvami (npr. za branje dokumentacije). V resitvah lahko
uporabljag manjSe fragmente izvorne kode, ki si jih napisal sam Ze pred tekmovanjem.

Vsaka naloga zahteva, da napiSe$ program, ki prebere neke vhodne podatke, izra¢una
odgovor oz. rezultat ter ga izpiSe. Programi naj berejo vhodne podatke s standardnega
vhoda in izpisujejo svoje rezultate na standardni izhod. VasSe programe bomo pognali
po veckrat, vsaki¢ na drugem testnem primeru. Besedilo vsake naloge natan¢no doloca
obliko (format) vhodnih in izhodnih podatkov. Tvoji programi lahko predpostavijo, da se
nasi testni primeri ujemajo s pravili za obliko vhodnih podatkov, ti pa moras zagotoviti,
da se bo izpis tvojega programa ujemal s pravili za obliko izhodnih podatkov.

Tvoji programi naj bodo napisani v programskem jeziku pascal, C, C++, C#, java ali
python, mi pa jih bomo preverili s prevajalniki FreePascal, GNUjevima gcc in g++ 7.4.0
(ta verzija podpira C++17), prevajalnikom za javo iz JDK 8, s prevajalnikom Mono 4.6
za C# in z interpreterjema za python 2.7 in 3.6.

Na spletni strani https://putka-rtk.acm.si/contests/rtk-2021-3/ najdes opise na-
log v elektronski obliki. Prek iste strani lahko oddas tudi reSitve svojih nalog. Pred za-
Cetkom tekmovanja lahko poskusis oddati katero od nalog iz arhiva https://
putka-rtk.acm.si/tasks/s/test-sistema/list/. Uporabnisko ime in geslo za Putko bos
dobil po elektronski posti. Med tekmovanjem lahko vprasanja za tekmovalno komi-
sijo postavlja§ prek foruma na Putki (povezava ,,Diskusija“ na dnu besedila posamezne
naloge), izjemoma pa tudi po elektronski posti na rtk-info@ijs.si.

Sistem na spletni strani bo tvojo izvorno kodo prevedel in pognal na ve¢ testnih
primerih. Za vsak testni primer se bo izpisalo, ali je program pri njem odgovoril pravilno
ali ne. Ce se bo tvoj program s kakSnim testnim primerom ukvarjal predolgo ali pa
porabil preve¢ pomnilnika (to¢ne omejitve so navedene na ocenjevalnem sistemu pri
besedilu vsake naloge), ga bomo prekinili in to teli kot napa¢en odgovor pri tem testnem
primeru.

Da se zmanjSa moznost zapletov pri prevajanju, ti priporo¢amo, da ne spreminjas
privzetih nastavitev svojega prevajalnika (za podrobne nastavitve prevajalnikov na oce-
njevalnem strezniku glej https://putka-rtk.acm.si/help/programming/. Tvoji programi
naj uporabljajo le standardne knjiznice svojega programskega jezika in naj ne delajo z
datotekami na disku.

Preden oddas kak program, ga najprej prevedi in testiraj na svojem racu-
nalniku, oddaj pa ga Sele potem, ko se ti bo zdelo, da utegne pravilno resiti
vsaj kakSen testni primer.

Ocenjevanje

Vsaka naloga ti lahko prinese od 0 do 100 to¢k. Vsak oddani program se preizkusi na
ve¢ testnih primerih; pri vsakem od njih dobi vse tocke, ¢e je izpisal pravilen odgovor,
sicer pa 0 tock. Pri tretji in ¢etrti nalogi je testnih primerov po 20 in vsak je vreden po
5 tock, pri ostalih pa je testnih primerov po 10 in vsak je vreden po 10 tock.

Nato se tocke po vseh testnih primerih sestejejo v skupno Stevilo toc¢k tega programa.
Ce si oddal N programov za to nalogo in je najbolj&i med njimi dobil M (od 100) tock,
dobis pri tej nalogi max{0, M — 3(N — 1)} tock. Z drugimi besedami: za vsako oddajo
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(razen prve) pri tej nalogi se ti odbijejo tri tocke. Pri tem pa ti nobena naloga ne more
prinesti negativnega stevila tock. Ce nisi pri nalogi oddal nobenega programa, ti ne
prinese nobenih tock. Ce se poslana izvorna koda ne prevede uspesno, to ne Steje kot
oddaja.

Skupno $tevilo to¢k tekmovalca je vsota po vseh nalogah. Tekmovalce razvrstimo po
skupnem Stevilu tock.

Vsak tekmovalec se mora sam zase odlociti o tem, katerim nalogam bo posvetil svoj
¢as, v kakSnem vrstnem redu jih bo reseval in podobno. Verjetno je priporo¢ljivo najprej
reSevati lazje naloge.

Primer naloge (ne Steje k tekmovanju)

Napisi program, ki s standardnega vhoda prebere dve celi §tevili (obe sta v prvi vrstici,
lo¢eni z enim presledkom) in izpiSe desetkratnik njune vsote na standardni izhod.

Primer vhoda:
123 456
Ustrezen izhod:
5790

Primeri resitev:

e V pascalu: o V Cju:
program PoskusnaNaloga; #tinclude <stdio.h>
var i, j: integer; int main()
begin {
ReadLn(i, J), inti i "o o an H -
ti, j; scanf("%d %d", &i, &j);
WnteLn(lO (I + J)), printf("%d\n", 10 * (I + J))'
end. {PoskusnaNaloga} return O:
}
o VC++: e V pythonu:
#tinclude <iostream> import sys
using namespace std; L = sys.stdin.readline().split()
int main() i = int(L[0]); j = int(L[1])
{ print("%d" % (10 * (i + j)))
int i, j; cin > i >> J;
cout << 10 * (i + j) << ’\n?’;
}
(Opomba: namesto ’\n’ lahko uporabimo
endl, vendar je slednje ponavadi pocasneje.)
e V javi: o V C#:
import java.io.*; using System;
import java.util.Scanner; class Program
public class Poskus {
{ static void Main(string[] args)
public static void main(String|[] args)
throws |OException string[] t = Console.In.ReadLine().Split(> ?);
int i = int.Parse(t[0]), j = int.Parse(t[1]);
Scanner fi = new Scanner(System.in); Console.Out.WriteLine("{0}", 10 * (i + j));
int i = fi.nextInt(); int j = fi.nextInt(); 3
System.out.printIn(10 * (i + j)); }
¥
}

Navodila za III. skupino, stran 2/2



16. tekmovanje ACM v znanju ra¢unalnistva
za srednjesolce

27. marca 2021

NALOGE ZA TRETJO SKUPINO

Resitve bodo objavljene na http://rtk.ijs.si/.

1. Kapniki

Jamarji so odkrili dolgo nizko jamo s Stevilnimi kapniki. Tla in strop jame sta vzporedna.
Jama je viSine v in dolZine n, na vsakem metru jame pa raste s tal stalagmit ali s stropa
stalaktit. Za vsak kapnik poznamo njegov tip (stalagmit ali stalaktit) in velikost kapnika
ki (1 <k; <wv). V jami bi radi postavili turisti¢no Zeleznico, ki bo potekala vzporedno
s tlemi in stropom na neki celostevilski vigini y (1 <y < w). Ker so stalagmiti velikosti
k; > vy in stalaktiti velikosti k; > v — y taki Zeleznici v napoto, jih bo treba podreti.
Napisi program, ki bo poiskal visine Zeleznice y, pri katerih bi bilo treba podreti ¢im
manj kapnikov.

Vhodni podatki: v prvi vrsti sta celi Stevili v in n, lo¢eni s presledkom. V drugi
vrstici je podan niz n znakov °M’ ali *T?, kjer i-ti znak v nizu predstavlja tip kapnika,
ki raste na i-tem metru jame. Ce je enak *M’, gre za stalagmit, ki raste s tal, e je enak
»T, pa za stalaktit, ki raste s stropa. V tretji vrstici je podan s presledki lo¢en seznam
n celih stevil k;, kjer i-to Stevilo predstavlja velikost i-tega kapnika.

Omejitve: veljalo bo 1 < v < 10¥ in 1 < n < 10°.

e V prvih 20 % testnih primerov bo n < 1000 in v < 1000.
e V naslednjih 40 % testnih primerov bo v < 10°.

Izhodni podatki: izpisi najmanjSe Stevilo kapnikov, ki jih bo treba podreti, in stevilo
viSin zeleznice, pri katerih lahko dosezemo to Stevilo podrtih kapnikov. Stevili izpisi v
isti vrstici, loCeni pa naj bosta z enim presledkom.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
8 9 31
TTMTMMTTM

216525372

Naloge za III. skupino, stran 1/6



2. Socialno omreZje

V neki demokrati¢ni dezeli dale¢ dale¢ stran se je blazeni vodja odlo¢il prepovedati soci-
alna omrezja tehnoloskih gigantov, kot sta npr. Twitter in Facebook, zaradi morebitnega
Sirjenja neprimernih vsebin. Namesto tega pa so zgradili svoje lastno socialno omrezje,
kjer lahko uporabniki med seboj sklepajo prijateljstva in sovrastva. Vemo, da uporabniki
omenjenega omrezja prijateljstva in sovrastva sklepajo po naslednjih pravilih: ,,prijatelj
mojega prijatelja je moj prijatelj“, ,sovraznik mojega prijatelja je moj sovraznik® in
»sovraznik mojega sovraznika je moj prijatelj“. Omenjena pravila so bolj formalno de-
finirana kasneje. Dobili smo dostop do podatkov o prijateljih in sovraznikih na tem
omrezju, zanima pa nas, ali so omenjena pravila dosledno spostovana, torej ali niti ni-
koli niso krSena niti z njihovim upo$tevanjem ne moremo skleniti novih prijateljstev ali
sovrastev.

Vhodni podatki: v prvi vrstici je podano celo Stevilo ¢, to je Stevilo omrezij v tem
testnem primeru. Sledijo opisi vseh ¢ omrezij. Vsako omreZzje se zacne z vrstico, ki
vsebuje celi Stevili n (Stevilo ljudi v omreZju) in m (Stevilo prijateljstev ali sovrastev
med njimi). Uporabniki so oznaceni s Stevili od 1 do n. Sledi m vrstic; vsaka izmed
njih vsebuje tri Stevila a;, b; in p;. To nam pove, da sta osebi a; in b; povezani med
seboj. Ce je p; enak 0, sta a; in b; sovraznika, ¢e je p; enak 1, pa prijatelja. Custva
so obojestranska in vsako je navedeno samo enkrat, prav tako ni mogoce, da bi bili dve
osebi hkrati prijatelja in sovraznika.

Za vsako podano omrezje zelimo preveriti, ali dosledno spostuje naslednja tri pravila:

1. Prijatelj mojega prijatelja je moj prijatelj: ¢e sta osebi A in B prijatelja in osebi
B in C prijatelja, potem morata biti tudi osebi A in C prijatelja.

2. Sovraznik mojega prijatelja je moj sovraznik: ¢e sta osebi A in B prijatelja in osebi
B in C sovraznika, potem morata biti osebi A in C sovraznika.

3. Sovraznik mojega sovraznika je moj prijatelj: ¢e sta osebi A in B sovraznika in
osebi B in C sovraznika, potem morata biti osebi A in C prijatelja.

Izhodni podatki: za vsako izmed t omreZzij izpisi ,,DA“, ¢e omenjena pravila dosledno
veljajo, sicer pa ,NE“. Vsak odgovor naj bo podan v svoji vrstici.

Omejitve vhodnih podatkov: vedno bo veljalo 1 <n < 10%, 1 <m < 10 in ¢ < 10.

Podnaloge:

e V prvih 20% testnih primerov velja n < 100 in m < 100.
e V naslednjih 40 % testnih primerov velja n < 1000 in m < 1000.
e Pri preostalih 40 % testnih primerov ni dodatnih omejitev.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
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3. Proizvodnja cepiva

Za farmacevtsko podjetje, ki proizvaja cepiva proti COVID-19, moramo sestaviti nacrt
proizvodnje cepiva. Trenutno proizvajamo 0 odmerkov cepiva na dan. Vsak dan znova
se odlo¢imo, ali bomo proizvajali cepivo ali pa nadgrajevali proizvodnjo.

Ce se odlo¢imo za nadgradnjo proizvodnje, ta dan ne proizvedemo ni¢ cepiva, dnevno
proizvodnjo odmerkov cepiva pa povecamo za 1. Ce se odlo¢imo za proizvodnjo, pa ta
dan proizvedemo toliko odmerkov, kolikor je naga trenutna dnevna proizvodnja cepiva.

Na§ cilj je v ¢im krajSem Casu ustvariti k& odmerkov cepiva. A to Se ni vse! Zaradi
cepljenja najbolj ranljivih skupin moramo nekaj cepiva dostaviti Ze vnaprej. Natancneje
re¢eno, podanih imamo d omejitev, vsaka od njih pa pravi, da moramo v roku x; dni
skupno ustvariti vsaj y; odmerkov cepiva, kjer so dnevi osteviléeni zacensi z 1.

Napisi program, ki izra¢una, koliko najmanj dni potrebujemo, da ustvarimo k
odmerkov cepiva, ¢e upoStevamo vse omejitve in optimalno izbiramo strategijo za nad-
gradnjo in proizvodnjo cepiva.

Vhodni podatki: v prvi vrstici bosta podani dve §tevili, k (Stevilo odmerkov cepiva, ki
jih moramo proizvesti) in d (Stevilo omejitev, ki jih moramo pri tem upogtevati). Nato
sledi d vrstic, ki opisujejo omejitve, v vsaki izmed njih pa sta dani Stevili x; in y;. V
prvih x; dneh je treba skupno proizvesti vsaj y; odmerkov cepiva.

Izhodni podatki: tvoj program naj izpiSe eno Stevilo, namre¢ minimalno Stevilo dni,
ki jih potrebujemo, da ustvarimo dovolj odmerkov cepiva. Zagotovljeno je, da bo reSitev
vedno obstajala.

Omejitve podatkov: 0 < d <100, 1 < k < 106, 1 < v <k, 1< x;le10%. Pri prvih
20 % testnih primerov bo d = 0; pri naslednjih 30 % testnih primerov bo k < 10%.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
100 1 22
4 4
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4. Virus v Timaniji

V deZeli Timaniji so slisali, da po svetu razsaja nov smrtonosni virus. Oseba, ki je
okuZzena, postane tudi sama kuZna po natanko k dneh, v natanko ¢ dneh po nastopu
kuZnosti pa oseba v stragnih kréih in mukah umre. (Primer: ¢e je k = 2 in £ = 3 in se
je nekdo okuzil v ponedeljek, bo sam okuzeval druge v sredo, ¢etrtek in petek, umrl pa
bo v soboto in tisti dan ne bo okuZil nikogar.) Drugih simptomov pred smrtjo ni, tako
da zivih okuzenih drzavljanov ni mogoce poslati v osamo.

V strahu pred izbruhom epidemije je vlada Timanije sprejela ukrepe, kjer je omejila
sreCanja med drzavljani, tako da se vsak drzavljan lahko na vsak dan v tednu sreca le
z enim preostalim drzavljanom, skupno z najve¢ 7 drzavljani v tednu. Vsak drzavljan
je moral na seznam napisati, koga bo srecal kateri dan v tednu, seznama pa kasneje
ne smejo spreminjati in se ga morajo vsi drzavljani strogo drzati (seznam je torej vsak
teden enak).

Napisi program, ki bo preveril, ali bo po vnosu virusa celotno prebivalstvo izumrlo
ali ne. Vlado zanima, ali za dan urnik srecanj za celotno prebivalstvo in dolo¢ena
k in ¢ obstaja scenarij, kjer se bo na to¢no dolofen dan d okuzil (od zunaj) to¢no
dolocen drzavljan in se bo tako s¢asoma okuzilo (in pomrlo) celotno prebivalstvo (Stevilo
prebivalcev je n). Ce tak scenarij ne obstaja, pa poiséi scenarij z najmanjsim stevilom
prezivelih drzavljanov po epidemiji. Dni v tednu je 7, kjer nedeljo predstavlja stevilo 0,
ponedeljek Stevilo 1, soboto pa Stevilo 6. Predpostavis lahko, da se vsa sre¢anja zgodijo
ob istem ¢asu zjutraj in da na dan smrti okuZeni ne okuzi nikogar vec.

Vhodni podatki: v prvi vrstici so Stevila n, k in ¢, lo¢ena s po enim presledkom. Sledi n
vrstic s po sedmimi Stevilkami, ki predstavlja urnik sre¢anj drzavljana: j-ta Stevilka v
i-ti vrstici predstavlja Stevilko drzavljana, ki ga bo i-ti drzavljan srecal v j-tem dnevu
vsakega tedna. (Drzavljani so oStevileni s Stevilkami od 0 do n — 1.)

Veljalo bo 1 < k < 15,1 < ¢ < 15. Veljalo bo Se:

e v prvih 20 % primerov: £ =1 in n < 1000;
e v naslednjih 40 % primerov: ¢ =1, n < 10°;
e v preostalih 40 % primerov: ¢ < 15, n < 1000.

Izhodni podatki: izpisi $tiri cela Stevila ¢, d, p in r, lo¢ena s po enim presledkom. Pri tem
naj bo i Stevilka drzavljana in d Stevilka dneva v tednu za tisti scenarij, pri katerem umre
najvec ljudi, ¢e se okuzba zacne s tem, da se drzavljan ¢ okuZi na dan d; Stevilo p naj
bo za ta scenarij Stevilo prezivelih po epidemiji; Stevilo r pa naj pove, koliko scenarijev
s tem $tevilom prezivelih obstaja, torej za koliko parov (i’,d’) velja, da na koncu ostane
p prezivelih, ¢e se epidemija zatne s tem, da se Elovek i okuzi na dan d’. Ce obstaja vec
enako dobrih resitev, je vseeno, katero od njih izpises.

Primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
832 15024
3621352

7330565

4404430

0116027

2262276

6777101

5043714

1555643

Komentar. Scenarij, na katerega se sklicuje izhod v gornjem primeru, je naslednji:

V petek (dan 5) prvega tedna se okuzi drzavljan 1.

e Drugi teden, dan 1: drzavljan 1 okuZi drZavljana 3. (Naslednji dan se spet srecata,
ampak je 3 Ze okuZen.)

e Drugi teden, dan 4: drzavljan 3 okuzi drzavljana 0.

e Drugi teden, dan 5: drzavljan 3 okuzi drzavljana 2.

e Tretji teden, dan 1: drzavljan 0 okuzi drzavljana 6, drzavljan 2 pa okuzi drzavljana

4.
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e Tretji teden, dan 4: drzavljan 6 okuzi drzavljana 7.
e Cetrti teden, dan 1: drzavljan 7 okuzi drzavljana 5.

Tako so se okuzili vsi drzavljani in prezivelih ni. To je eden od 24 moznih scenarijev,
pri katerih za te vhodne podatke umrejo vsi ljudje.

Se en primer vhoda: Pripadajo¢i izhod:
421 340 16
2312212

3203303

0130030

1021121
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5. Tja in spet nazaj

Hobit se odpravlja na dogodivs¢ino. V roki ima zemljevid, na katerem je oznaéil n
tock, ki jih zeli obiskati vsaj enkrat. Trenutno se nahaja doma na najbolj zahodni tocki
(tisti z najmanjSo a-koordinato), kamor se Zeli na koncu tudi vrniti. Odlo¢il se je, da
ga bo njegova pot najprej vodila ves ¢as proti vzhodu v smeri naraséajoc¢ih z-koordinat
tock, nato pa se bo obrnil in se ves ¢as premikal nazaj proti zahodu v smeri padajoc¢ih
z-koordinat to¢k. Napisi program, ki bo izra¢unal dolzino najkrajse hobitove poti, na
kateri obisce vse tocke vsaj enkrat in se vrne domov.

Vhodni podatki: v prvi vrstici je Stevilo tock n, ki so podane v slede¢ih n vrsticah. V
vsaki vrstici sta podani s presledkom lo¢eni koordinati x; in y; neke tocke na zemljevidu.
Vse koordinate x; bodo med seboj razli¢ne.

Omejitve: veljalo bo 2 < n < 5000. Koordinate toc¢k x; in y; bodo celostevilske z
intervala [0,100 000].

e V prvih 30 % testnih primerov bo n < 20.
e V naslednjih 40 % testnih primerov bo n < 500.

Izhodni podatki: izpisi dolzino najkrajSe hobitove poti. ReSitev bo sprejeta, ¢e se bo
od uradne razlikovala za najve¢ 1074

Primer vhoda: Eden od moznih pripadajoc¢ih izhodov:

20.013352

O oUW
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16. tekmovanje ACM v znanju ra¢unalnistva
za srednjesolce

27. marca 2021

RESITVE NALOG ZA PRVO SKUPINO

1. Gesla

Nalogo lahko resimo z dvema gnezdenima zankama. Zunanja zanka bo pregledala vse
mozne polozaje pike; na zacetku dodamo piko recimo na konec niza, nato pa po vsaki
iteraciji te zanke premaknemo piko za en znak nazaj (tisti znak pa, ki je bil prej tik
pred piko, se pri tem premakne tik za piko). Pazimo le na to, da po zadnji iteraciji, ko
je pika Ze na zacetku niza, ne poskuSamo premakniti pike Se bolj nazaj.

V notranji zanki pa bomo (pri vsakem poloZaju pike) poskusali na vse moZne nacine
spremeniti po eno malo ¢rko v veliko. Ker niz ni pretirano dolg in je verjetno vecina
znakov v njem ¢rk, gremo lahko v tej drugi zanki kar po vseh znakih niza in pri vsakem
najprej preverimo, ali je ¢érka; ¢e ni, gremo takoj na naslednji znak. Ce pa je trenutni
znak (mala) ¢rka, jo spremenimo v veliko, niz izpiSemo in spremenimo ¢rko nazaj v
malo, da povrnemo niz v prejsnje stanje.

#include <iostream>
#include <utility>
#include <string>
#include <ctype.h>
using namespace std;

void MoznaGesla(string geslo)

geslo.push_back(?.?); // Dodajmo piko na konec niza.
// Z zanko preizkusimo vse mozne polozaje pike.
for (int pika = geslo.length() — 1; pika >= 0; ——pika)

// Na vse mozne nacine spremenimo eno malo ¢rko v veliko.
for (char &c : geslo) if (isalpha(c))

¢ = toupper(c); // Spremenimo to érko v veliko.
cout << geslo << endl;
c = tolower(c); // Spremenimo érko nazaj v malo.

/] Premaknimo piko eno mesto nazaj.
if (pika > 0) swap(geslo[pika], geslo[pika — 1]);
}
¥

Oglejmo si Se primer reSitve v pythonu. Tu niza ne moremo spreminjati, zato bomo
morali delati kopije niza. V zunanji zanki bomo §li po vseh znakih niza; ne-¢érke pre-
sko¢imo, ¢e pa je trenutni znak ¢rka, pripravimo kopijo niza, pri kateri to (malo) ¢rko
zamenjamo z ustrezno veliko ¢rko. Nato izvedemo Se notranjo zanko, ki gre po vseh
moznih polozajih pike in izpiSe razli¢ico niza, v kateri je pika vrinjena na ta polozaj.

def MoznaGesla(geslo):
n = len(geslo)

# Na vse mozne nacine spremenimo po eno ¢rko v veliko.
for velika in range(n):

# Ne-crkovne znake preskocimo.
if not geslo[velika].isalpha(): continue

# Pripravimo kopijo gesla, v kateri je trenutna crka velika.
geslo2 = geslo[:velika] + geslo[velika].upper() + geslo[velika + 1:]
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# Na vse mozne nacine dodajmo piko.

for pika in range(n + 1):
# Izpisimo razli¢ico gesla, v kateri je pika na indeksu ,, pika".
print(geslo2[:pika] + "." + geslo2[pika:])

2. Marsovci

Ker so opravila osteviléena od 1 do 100, lahko uporabimo tabelo 100 elementov (ali
101, ker gredo indeksi od 0, nam pa bo laZje uporabljati indekse do 100), v kateri bomo
steli, koliko marsovcev se specializira za posamezno opravilo. Na zaetku vse elemente
te tabele inicializiramo na 0, nato pa v zanki beremo podatke o marsovcih in ustrezno
povecujemo Stevce v tabeli. Na koncu se sprehodimo po celotni tabeli in poiSéemo
najmanjsi in najveéji element, pri tem pa pazimo, da tiste z vrednostjo 0 preskocéimo,
saj ni nujno, da se vsa stevila od 1 do 100 res pojavljajo v nagih vhodnih podatkih. Ce
je razlika med najvecjim in najmanj$im elementom najvec 1, so opravila priblizno enako
zastopana, sicer pa ne.

#include <iostream>
using namespace std;

int main()
{
int zastopanost[101] = { };
int m; cin >> m; // Preberimo Stevilo marsovcev.
while (m—— > 0)
// Preberimo opravila naslednjega marsovca.
for (inti=0;i<5;i++)
{
int opravilo; cin >> opravilo; // Preberimo naslednje opravilo.
+-+zastopanost[opravilo];  // Povecajmo Stevec zastopanosti tega opravila.

// Pois¢imo najmanjso in najvecjo zastopanost.
int min = —1, max = —1;
for (int z : zastopanost)

if (z == 0) continue; // Ta stevilka opravila sploh ni v rabi.
if (min < 0| z < min) min = z;
if (max < 0 || z > max) max = z;

b

// lzpisimo rezultat.

cout << (max — min <=1 7 "da" : "ne") << endl; return 0;

Zapisimo podobno resitev Se v pythonu. Za iskanje najvecje in najmanjse zastopanosti po
vseh opravilih lahko uporabimo pythonovi funkciji min in max, ¢e iz tabele prej pobriSemo
ni¢le (ki predstavljajo neuporabljene Stevilke opravil).

import sys

zastopanost = [0] * 101
m = int(sys.stdin.readline()) # Preberimo stevilo marsovcev.
for i in range(m):
# Preberimo opravila naslednjega marsovca.
for opravilo in sys.stdin.readline().split():
# Povecajmo Stevec zastopanosti tega opravila.
zastopanost[int(opravilo)] += 1

# Pobrisimo nicle iz tabele, ker predstavljajo stevilke

# opravil, ki se v vhodnih podatkih sploh ne pojavljajo.

zastopanost = [z for z in zastopanost if z > 0]

# Izpisimo rezultat.

print("da" if max(zastopanost) — min(zastopanost) <= 1 else "ne"
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3. Rekonstrukcija poti

Recimo, da pri branju vhoda preberemo podatek, da imamo direktorij s na globini g. Da
dobimo polno pot do njega, moramo vzeti polno pot do njegovega starsa (naddirektorija)
in ji pritakniti poSevnico / ter niz s. Koristno je torej, ¢e imamo takrat to pot do starsa
ze nekje pri roki. Ker pa ne moremo vnaprej vedeti, kakSen g bomo v naslednji vrstici
dobili, moramo pravzaprav imeti pri roki poti do trenutnega direktorija in vseh njegovih
prednikov. Hranili jih bomo v nekak8nem seznamu, ki ga uporabljamo bolj ali manj kot
sklad, torej elemente dodajamo in briSemo le na koncu.

Ko potem preberemo ime direktorija s na globini g, moramo z vrha sklada pobrisati
toliko elementov, da jih ostane le g — 1; zadnji med temi je potem neposredni naddirek-
torij naSega pravkar prebranega direktorija in iz polne poti do tega naddirektorija lahko
izraGunamo polno pot do nasega pravkar prebranega ter jo dodamo na vrh sklada. (V
praksi ni treba brisati toliko elementov, da jih ostane g — 1, ampak jih lahko pustimo g
in potem g-tega povozimo z novo potjo do pravkar prebranega direktorija).

Poseben primer nastopi, ¢e je na skladu Ze zdaj manj kot g — 1 elementov; takrat
poti do pravkar prebranega direktorija ni mogoce dolo¢iti (kot npr. pri drugem primeru
v besedilu naloge), zato lahko le 8e javimo napako in kon¢amo z izvajanjem programa.

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>
using namespace std;

int main()

// Sprva bo na skladu le prazen niz, ki predstavija koren drevesa (na globini 0).
vector<string> sklad = { "" };
while (true)
{
// Preberimo naslednji direktorij.
string s; int globina;
cin >> s >> globina; if (! cin.good()) break;

// Ce je globina prevelika, sporo¢imo napako.
if (globina > sklad.size()) { cout << "Napaka!"; break; }

// Ce je globina za 1 veja od dosedanje, dodajmo na sklad nov element

// s polno potjo do pravkar prebranega direktorija.

else if (globina == sklad.size())
sklad.push_back(sklad.back() + "/" + s);

else {
// Sicer pobrisimo toliko elementov, da bo zadnji tisti na indeksu , globina".
while (sklad.size() > globina + 1) sklad.pop_back();

// Vanj vpisimo polno pot do pravkar prebranega direktorija.
sklad[globina] = sklad[globina — 1] + "/" +s; }

// Izpisimo polno pot do trenutnega direktorija.
cout << sklad.back() << endl;

}

return O;

}
Zapisimo to resitev 8e v pythonu:

import sys

# Sprva bo na skladu le prazen niz, ki predstavlja koren drevesa (na globini 0).
sklad = [""]

for vrstica in sys.stdin:

# Preberimo naslednji direktorij.
s, globina = vrstica.split(); globina = int(globina)

# Ce je globina prevelika, sporocimo napako.
if globina > len(sklad): print("Napaka!"); break
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# Ce je globina za 1 vedja od dosedanje, dodajmo na sklad nov element

# s polno potjo do pravkar prebranega direktorija.

elif globina == len(sklad):
sklad.append(sklad[—1] + "/" + s)

else:
# Sicer pobrisimo toliko elementov, da bo zadnji tisti na indeksu , globina”.
del sklad[globina + 1:]

# Vanj vpisimo polno pot do pravkar prebranega direktorija.
Sklad[—l] = Sk|ad[_2] 4/ s

# Izpisimo polno pot do trenutnega direktorija.
print(sklad[—1])

4. Kako dobri so virusni testi?

V mislih lahko po obeh nizih hkrati pomikamo ,,0kno® Sirine n znakov. Pri tem bomo
v neki spremenljivki (v spodnji resitvi je to razlik) vzdrzevali Stevilo mest znotraj okna,
kjer se istolezna znaka nizov s in t razlikujeta. Ko se okno premakne za en znak naprej
(v desno), tega Stevila ni tezko popraviti: ¢e je zadnji indeks v oknu zdaj recimo 4, to
pomeni, da je ta indeks zdaj na novo prisel v okno in moramo Stevec razlik povecati
za 1, Ce se niza na tem indeksu razlikujeta (torej ¢e sta s[i] in t[i] razlicna). In Ce je
zadnji indeks v oknu ¢, okno pa je dolgo n znakov, to pomeni, da je prvi indeks v oknu
i —n + 1; indeks ¢ — n pa, ki je bil malo prej Se v oknu, je zdaj na levi izpadel iz okna,
tako da moramo Stevec razlik zmanjSati za 1, ¢e je bila na tistem mestu med nizoma
razlika (torej ¢e sta bila s[i — n] in t[i — n] razlicna). Tako lahko po vsakem premiku
okna izra¢unamo novo $tevilo razlik s samo konstantno mnogo operacijami, torej v O(1)
Gasa, neodvisno od Sirine okna n.

Po vsakem premiku okna moramo novo $tevilo razlik primerjati z najvecjim doslej
in ¢e je novo vedje, si ga zapomnimo, skupaj z njim pa tudi ¢, pri katerem smo ga dobili
(v spodnji resitvi je to spremenljivka najKje). Pomembno je, da najKje popravimo le, ¢e
je novo stevilo razlik strogo vecje od najvecjega doslej, ne pa, ¢e je enako; s tem bomo
zagotovili, da bomo med ve¢ enako dobrimi polozaji okna vrnili najbolj levega, tako kot
zahteva naloga. Paziti moramo e na to, da naloga zahteva indeks najbolj levega znaka
v oknu, naSa spremenljivka ¢ pa pove indeks najbolj desnega, tako da moramo na koncu
Se odsteti n — 1.

Ker smo imeli pri vsakem moZnem polozaju okna le O(1) dela, je Gasovna zahtevnost
tega postopka O(d), ¢e je d dolzina nizov s in ¢.

int Primerjava(const char *s, const char *t, int n)

{
int najRazlik = —1, najKje = —1, razlik = 0;
/] Z oknom Sirine n znakov se pomikajmo v desno po obeh nizih in v spremenljivki
// .razlik” hranimo stevilo mest (v oknu), kjer se niza razlikujeta.
for (int i = 0; s[i]; ++i)

// Desni rob okna premaknimo na znak i.
if (s[i] |= t[i]) ++razlik;

// Na levem robu zato znak i — n izpade iz okna.
if (i >=n && s[i — n] !=t[i — n]) ——razlik;
// Najboljso resitev si zapomnimo.

if (razlik > najRazlik) najRazlik = razlik, najKje = i;

// Virnimo rezultat, vendar indeks na levem koncu okna, ne na desnem.
return najKje — n + 1;

by
Zapisimo to resitev Se v pythonu:

def Primerjava(s, t, n):
najRazlik = —1; najKje = —1; razlik = 0

# Z oknom sirine n znakov se pomikajmo v desno po obeh nizih in v spremenljivki
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# ., razlik" hranimo Stevilo mest (v oknu), kjer se niza razlikujeta.
for i in range(len(s)):
# Desni rob okna premaknimo na znak i.
if s[i] != t[i]: razlik +=1
# Na levem robu zato znak i — n izpade iz okna.
if i >=nands[i —n]!=t[i —n]: razlik —=1
# Najboljso resitev si zapomnimo.
if razlik > najRazlik: najRazlik = razlik; najKje = i
# Vrnimo rezultat, vendar indeks na levem koncu okna, ne na desnem.
return najKje — n + 1

5. Zlaganje loncev

Najvedji lonec ne more biti drugje kot na dnu svojega sklada; imeti moramo torej vsaj en
sklad s taksnim premerom, kot ga ima najvedji lonec. Ce zdaj pogledamo drugi najvedji
lonec, ga lahko polozimo v prvega in tako nadaljujemo isti sklad; podobno polozimo
tretji najvecji lonec v drugega in tako naprej. Edino, kar nam lahko pri tem postopku
povzrodi tezave, je, ¢e naletimo na dva ali ve¢ loncev z enakim premerom. Ker taki lonci
ne gredo eden v drugega, lahko damo na prvi sklad le enega od njih, za ostale pa bomo
morali naceti nove sklade (za vsak tak lonec po enega). Pri naslednjem manjSem polmeru
lahko lonec spet damo v prvi sklad in tako naprej; s¢asoma mogoce spet naletimo na
ve¢ loncev z enakim premerom in jih damo po vsakega v en sklad; ¢e imamo skladov
premalo, pa za preostale take lonce zacnemo nove sklade. Tako nadaljujemo, dokler ne
razporedimo vseh loncev.

Da bo pregledneje, zapisimo ta postopek Se s psevdokodo. V spremenljivki s bomo
hranili stevilo skladov, v v pa vsoto polmerov najnizjih loncev v njih. Pri pregledova-
nju loncev bo p polmer prejSnjega lonca, t pa Stevilo doslej pregledanih loncev s tem
polmerom.

v:=0;5:=0;p:=—-1;t:=0;
pregleduj lonce padajoce po polmeru:
naj bo r polmer trenutnega lonca;
ifrZpthenp:=r t:=1
else t:=1t+1;
(* To je Ze t-ti lonec s polmerom r, potrebujemo torej vsaj t skladov.
Ce jih §e nimamo toliko, zaénimo nov sklad. *)
ift>sthens:=s+1,v:=v+r;

Na koncu tega postopka sta s in v rezultata, po katerih sprasuje naloga.

Vidimo lahko, da odpre ta postopek t skladov le, ¢e vidi ¢t loncev z enakim polmerom;
na koncu bo torej skladov toliko, kolikor je najve¢ loncev z enakim polmerom, tako da
je Stevilo skladov res minimalno. Da je minimalna tudi vsota njihovih polmerov, pa se
lahko prepri¢amo takole. Na na§ postopek odpira sklade po padajo¢em (oz. natanéneje:
nenara$¢ajo¢em) polmeru: vsak naslednji sklad ima na dnu kve&jemu tako velik lonec
kot prejsnji sklad; in ¢-ti sklad odpre pri najvecjem takem polmeru r, pri katerem imamo
vsaj t loncev enakega polmera. Ce bi bil polmer t-tega najvecjega sklada manjsi od tega
7, bi bili polmeri vseh nadaljnjih skladov tudi manjsi od r, torej bi obstajalo kve¢jemu
t — 1 skladov s polmerom vsaj r, to pa je premalo za nasih (vsaj) ¢ loncev s polmerom
r. Tako torej vidimo, da ¢e bi polmer kateregakoli sklada zmanjsali, bi reSitev postala
neveljavna, torej nas postopek res najde najmanj$o mozno vsoto polmerov.
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RESITVE NALOG ZA DRUCO SKUPINO

1. Sredinec

Ker so pri tej nalogi podane visine v centimetrih in ker u¢enci niso vecji od dveh metrov,
je moznih razmeroma malo viSin — to so cela Stevila od 1 do 200. Cetudi je ucencev na
milijone, imajo lahko najve¢ 200 razli¢nih viSin; vrsta, v katero se ucenci razporejajo v
telovadnici, ima torej vedno taksno obliko: najprej nekaj ucencev z visino 1, nato nekaj
ucencev z visino 2, ... in kon¢no nekaj uc¢encev z vigino 200. (Pri vsakem od teh ,nekaj*
je seveda mogoce tudi, da ni nobenega s tisto visino.) U€encev z enako viSino nam ni
treba nikakor lo¢iti med seboj, saj nas zanima vedno le to, kako visok je srednji u¢enec
v vrsti, ne pa, kdo to¢no je ta srednji uenec. Vrste nam torej ni treba predstaviti s
seznamom Vvisin, ki bi vseboval po en element za vsakega ucenca, pa¢ pa je dovolj ze
tabela, ki za vsako mozno viSino od 1 do 200 pove, koliko ucencev s to visino je trenutno
v telovadnici. Lepo pri tem je, da ko vstopi nov ucenec, moramo le povecati en element
te tabele za 1, kar je veliko ceneje, kot ¢e bi hoteli vzdrzevati urejen seznam visin vseh
ucencev in vrivati novega ucenca na pravo mesto v tem seznamu.

Visino srednjega, torej [n/2]-tega ufenca, bi lahko zdaj dolo¢ili tako, da bi 8li v
zanki po viSinah od 1 naprej in seStevali Stevilo ucencev posamezne visine. Pri tisti
vigini, kjer ta vsota doseze ali preseze [n/2], vemo, da je v skupini uéencev s to visino
tudi srednji ([n/2]-t1) u¢enec in moramo to visino izpisati.

Toda ko je v telovadnici Ze veliko u¢encev in jih ima tudi po ve¢ enako visino kot
srednji ucenec, se lahko pogosto zgodi, da ostane viSina srednjega u¢enca nespremenjena
tudi po prihodu novega ucenca. Na primer: ¢e imamo ucence [10, 20, 20, 20, 30], je viSina
srednjega ucenca 20; in ¢e vstopi zdaj en nov uéenec, bo visina srednjega Se vedno 20
ne glede na visino novega ucenca.

Zato je koristno, ¢e viSine srednjega ne ra¢unamo vsaki¢ znova z zanko po viSinah
od 1 naprej, ampak le pogledamo, ¢e je treba dosedanjo visino srednjega kaj popraviti.
V ta namen si bomo poleg viSine srednjega vzdrzevali Se skupno Stevilo uéencev, ki so
manjsi od srednjega; recimo, da je visina srednjega ucenca m, da ima tako vi§ino v,,
ucencev, manjsSih od te viSine pa je v.,, ufencev. Ko pride nov ucenec, za zacetek
pustimo m pri miru in le pove¢amo v,, ali v<,, za 1, ¢e je novi ucenec visok m ali < m;
za 1 pove¢amo tudi Stevec vseh ucencev, torej n; nato pa preverimo, ali ni zdaj slu¢ajno
Vem > [n/2] — e je, to pomeni, da je ufencev, manjsih od m, Ze preved, zato m
Ze previsok, da bi bila to lahko visina srednjega ucenca; tedaj m zmanj$ujmo po 1 (in
ustrezno zmanj$ujmo v, ), dokler ta pogoj ni izpolnjen. Podobno preverimo tudi, ali
ni zdaj sludajno ve,, + vy, < [n/2] — ¢e je, to pomeni, da zdaj preve¢ udencev vedjih
od m in je visina m prenizka, da bi bila to viSina srednjega ucenca; tedaj m pove¢ujmo
po 1 (in ustrezno povefujmo v.,y,), dokler ta pogoj ni izpolnjen. Tako bomo v veéini
primerov dobili primerno novo vrednost m Ze brez popravkov ali pa mogoe z enim
povecanjem ali zmanjSanjem za 1.1

Oglejmo si Se implementacijo te resitve v C++. Visine u¢encev bomo brali s stan-
dardnega vhoda in po vsakem prebranem ucencu izpisali na standardni izhod visino
srednjega ucenca:

#include <iostream>
using namespace std;

int main()

int stZVisino[201] = {}; // st. ucencev s posamezno visino
int mediana = 0; // visina srednjega ucenca

1Mogoce pa je sestaviti patoloske primere, kjer ta izbolj$ava ni¢ ne pomaga; na primer, &e dobimo
zaporedje uCencev z visinami 200, 1, 200, 1, 200, 1 in tako naprej, nam tudi viSina srednjega ucenca
enako preskakuje z 200 na 1 in nazaj, zato mora nasa zanka, ki popravlja m, vsaki¢ pravzaprav iti po
vseh mo#nih viginah. Ce bi se hoteli izogniti tej tezavi, bi morali imeti nacin, da preskocimo viSine,
ki jih nima noben ucenec; namesto tabele bi lahko uporabili kaksno (primerno uravnotezeno) drevo,
npr. rdeée-¢rno, ali pa bi vzdrZevali par kopic (eno za uence, manjse od sredinskega, in eno za ostale;
podoben prijem smo videli Ze leta 2020 pri 4. nalogi v tretji skupini). Tak3ne resitve bi se potem
obnesle tudi v primerih, ko viSine niso le cela Stevila od 1 do 200. Z vsakim novim uc¢encem imamo
potem O(log V') dela, ¢e je V $tevilo razli¢nih visin med doslej prebranimi ucenci.
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int stPodMediano = 0;  // $t. ucencev z visSino < mediana

int n = 0; // Stevilo doslej prebranih uc¢encev
while (true)
{

// Preberimo visino naslednjega ucenca.

int visina; cin >> visina;

if (! cin.good()) break;

/] Povecajmo stevec vseh ucencev in uencev te visine.

++n; ++stZVisino|visina];

// Ce je manjsi od mediane, povecajmo tudi stevec takih.

if (visina < mediana) stPodMediano++;

// Ce je mediana zdaj previsoka, jo zmanjsajmo.

while (stPodMediano >= (n + 1) / 2)
stPodMediano —= stZVisino[——mediana];

// Ce pa je mediana zdaj prenizka, jo povecajmo.

while (stPodMediano + stZVisino[mediana] < (n + 1) / 2)
stPodMediano += stZVisino[mediana++];

// lzpisimo visino srednjega ucenca.

cout << mediana << endl;

¥

return O;

}

Casovna zahtevnost te resitve je O(n) za obdelavo zaporedja n uencev, saj imamo z
vsakim novim le konstantno mnogo dela, neodvisno od n; bolj natanéno pa bi morali
re¢i, da je zahtevnost v najslabSem primeru O(n-V), kjer je V §tevilo vseh moznih visin
— v naSem primeru 200.

2. Svetilka

Razmislimo najprej, kaksne globalne spremenljivke bomo potrebovali. Funkcija Tiktak
mora vedeti, ali je tipka pritisnjena in kako dolgo, da bo lahko po treh sekundah drzanja
tipke ugasnila lu¢. V spodnji resitvi imamo v ta namen spremenljivki tipkaPritisnjena
in casPritiska (ki Steje Cas pritiska v desetinkah sekunde), Slo pa bi tudi z eno samo
spremenljivko (pri Gemer bi npr. vrednost casPritiska == —1 pomenila, da tipka sploh ni
pritisnjena). Poleg tega moramo poznati tudi trenutni nacin delovanja, saj je od tega
odvisno, kaj se zgodi ob naslednjem pritisku in ali moramo skrbeti za utripanje. Pri
utripanju pa moramo vedeti Se, ¢ez koliko ¢asa naj se lu¢ spet prizge; spodnja reSitev
ima za to spremenljivko casDoUtripa.

typedef enum { Ugasnjena, Sveti, Utripa } Nacin;
Nacin nacin = Ugasnjena;

bool tipkaPritisnjena = false;

int casPritiska, casDoUtripa;

Oglejmo si zdaj funkcijo Tipka, ki je enostavnejSsa. Novo stanje tipke si zapomnimo v
tipkaPritisnjena; Ce je bila tipka spuSCena, je to tudi vse, sicer pa dolo¢imo novi nacin
luci: Ce je prej stalno svetila, mora zdaj utripati, sicer pa mora zdaj svetiti. V slednjem
primeru lahko lu¢ takoj tudi prizgemo; pri utripanju pa bi bila 8koda, ¢e bi jo zdaj
prizgali in potem pri naslednjem klicu funkcije Tiktak ugasnili, saj lahko do takrat mine
manj kot desetinka sekunde. Namesto tega bomo raje postavili casDoUtripa na 1 in tako
zagotovili, da bo lué prizgala funkcija Tiktak ob naslednjem klicu (in jo potem Se en klic
kasneje spet ugasnila; tako bo lu¢ gotovo gorela eno desetinko sekunde).

void Tipka(bool pritisnjena)

{

// Zapomnimo si novo stanje tipke.
tipkaPritisnjena = pritisnjena;
if (! pritisnjena) return;

// Ob pritisku zacnemo meriti ¢as pritiska.
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casPritiska = 0;

// Preklopimo na novo stanje.

nacin = (nacin == Sveti) 7 Utripa : Sveti;

// Pri preklopu na utripanje bomo prizgali lu¢ v naslednji
// desetinki namesto takoj, da bomo lazje odmerili as.
Luc(nacin == Sveti);

casDoUtripa = 1;

}

Funkcija Tiktak mora skrbeti za utripanje luci in za izklop po treh sekundah drzanja na
tipko. Za to slednje poskrbimo s Stevcem casPritiska, ki ga ob vsakem klicu povecamo,
ko pa doseze 31, lu¢ ugasnemo. Ker ga je Tipka postavila na 0, ko je uporabnik pritisnil
tipko, in ker ne vemo to¢no, kje v ¢asu med dvema klicema funkcije Tiktak je priSel klic
Tipka, to pomeni, da se bo lu¢ ugasnila po vsaj treh sekundah (gotovo pa manj kot 3,1
sekundah) drzanja na tipko.

Za utripanje poskrbimo tako, da zmanjSujemo Stevec casDoUtripa; ko pade na 0,
prizgemo lu¢ in postavimo Stevec na 10; ko pa pade Stevec na 9 (torej eno desetinko
sekunde po tistem, ko smo lué¢ prizgali in postavili Stevec na 10) lu¢ spet ugasnemo.
Tako bo lu¢ res gorela eno desetinko sekunde in bo potem devet desetink ugasnjena.

void Tiktak()
{

if (tipkaPritisnjena && casPritiska <= 30)
/| Povecajmo stevec, ki meri Cas pritiska tipke.
if (++casPritiska > 30) {
/] Po treh sekundah lu¢ ugasnemo.
Luc(false); nacin = Ugasnjena; }
/] Poskrbimo za utripanje.
if (nacin == Utripa)
// Zmanjsajmo ¢Eas do utripa za 1; ko pade na 0, lu¢ prizgemo.
if (——casDoUtripa == 0) { Luc(true); casDoUtripa = 10; }
// Ko je do naslednjega utripa e 9 desetink sekunde, lu¢ spet ugasnemo.
else if (casDoUtripa == 9) Luc(false);

}

3. Pletenje puloverja

Recimo, da je shema Siroka w stolpcev in visoka h vrstic; naj bo s(z,y) znak na preseku
z-tega stolpca in y-te vrstice.

Recimo zdaj, da je v shemi prisoten vzorec velikosti w, x h,, ki se lepo zakljuci na
robovih sheme. Iz tega sledi, da je prvih h, vrstic sheme (ki tvorijo prvo vrsto pojavitev
vzorca) enakih naslednjim h,, vrsticam (ki tvorijo drugo vrsto pojavitev vzorca) in potem
spet naslednjim h,, vrsticam in tako naprej. Z drugimi besedami, velja torej s(x,y) =
s(xz,y — hp) za vse z in y (natancneje povedano: za vse 1 < z < win h, < y < h;
tovrstnih pogojev v nadaljevanju ne bomo posebej pisali, jih pa imejmo v mislih). Poleg
tega vidimo tudi, in da je viSina sheme h veckratnik visine vzorca h, (torej da h, deli
h), saj se sicer vzorec na spodnjem robu ne bi lepo zakljucil, pa¢ pa bi bila zadnja
vrsta pojavitev vzorca delno odrezana. Podobno lahko razmisljamo tudi za stolpce, kjer
ugotovimo, da velja s(z,y) = s(z — wp,y) za vse z in y ter da w,, deli w.

Kaj pa obratno? Recimo, da v nasi shemi pri nekem w,, ki deli w, velja s(z,y) =
s(x — wp,y) (za vse x in y) in da pri nekem h,,, ki deli h, velja s(z,y) = s(z,y — hyp)
(za vse x in y). Iz prve od teh dveh predpostavk vidimo, da se vsebina pravokotnika
wy X hy v zgornjem levem kotu sheme potem spet ponavlja, ée jo zamikamo po w, enot
desno; in ker w,, deli w, bomo s ponavljanjem tega pravokotnika zapolnili prvih h, vrstic
mreZe po celi Sirini. Druga predpostavka pa nam potem pove, da se nam vsebina teh
prvih h, vrstic v nadaljevanju ponavlja v vsakih naslednjih h, vrsticah in (ker h, deli
h) tako stasoma to¢no zapolni celo shemo. Tako torej vidimo, da je v shemi prisoten
vzorec velikosti wy, X hp.

Ce oba prejsnja odstavka zdruzimo, lahko zaklju¢imo, da je v shemi prisoten vzorec
wp X hp natanko tedaj, ko w, deli w, hy, deli h in ko za vse primerne z in y velja
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s(z,y) = s(z — wp,y) in s(z,y) = s(z,y — hy). Za to zadnjo skupino pogojev pa
vidimo, da se eni nanaSajo samo na w,, eni pa samo na h,. Tako vidimo, da nam pri
iskanju vzorcev ni treba preverjati para (wp, hp) skupaj, ampak lahko i§¢emo primerne
wy, posebej in primerne h, posebej. Najmanjsi vzorec — in to je tisti, po katerem nas
sprasuje naloga — bomo torej dobili tako, da bomo vzeli najmanjsi primerni w, in
najmanjsi primerni h,. Tako se tudi ne bo moglo zgoditi, da bi obstajalo ve¢ enako
dobrih resitev; vedno je en sam vzorec najmanjsi.

Pojdimo torej v zanki po nara$¢ajoc¢ih wy, in pri vsakem najprej preverimo, ali deli
w; Ce je to res, preglejmo, ¢e se vsebina sheme ponavlja na vsakih w,, vrstic. Najmanjsi
wp, pri katerem se to izide, je potem Sirina nasega osnovnega vzorca (¢e ne prej, bo ta
pogoj gotovo izpolnjen pri w, = w). Nato podobno naredimo Se za h,, kjer preverjamo,
¢e hy deli h in ¢e se vsebina sheme ponavlja na vsakih h, stolpcev.

Oglejmo si implementacijo te resitve v C++. Ker je preverjanje po vrsticah in po
stolpcih zelo podobno, smo si pomagali z zanko z dvema iteracijama; v prvi iS¢emo
najmanjsi wp, v drugi pa najmanjsi h,, vines pa v mislih zamenjamo vrstice in stolpce,
da lahko potem obakrat uporabimo isto kodo.

#tinclude <vector>
#include <string>
#include <iostream>
#include <utility>
using namespace std;

void OsnovniVzorec(const vector<string>& shema)

{
int w = shema[0].length(), h = shema.size(), w0, hO;
// Pri smer == 0 is¢emo Sirino osnovnega vzorca, pri smer == 1 pa visino.
for (int smer = 0; smer < 2; +-+smer)
{

// Naslednji podprogram prebere en znak sheme.
auto Znak = [&shema, smer] (int x, int y) { return smer ? shemal[x][y] : shemaly][x]; };

/] Ce ne bomo nasli oZjega, bo osnovni vzorec pokrival celo sirino sheme.
wl = w;

/] Preiskusimo ozje Sirine, seveda le take, ki delijo Sirino sheme.
for (intd =1;d < w; ++d) if (w % d==0)

{
/] Preverimo, e se vzorec s to Sirino ponavlja po celi shemi.
bool ok = true;
for (inty = 0; y < h && ok; ++y) for (int x = d; x < w; ++x)
if (Znak(x, y) = Znak(x — d, y)) { ok = false; break; }
// Ce se, smo nasli sirino osnovnega vzorca.
if (ok) { w0 = d; break; }
¥

// Obrnimo osi, da bomo v naslednji iteraciji nasli e visino.
swap(w, h); swap(w0, h0);

}

cout << w0 << ’ ’ << h0 << endl; // Izpisimo rezultate.

}

To resitev bi se dalo Se izboljsati s kaksnimi hevristikami, ki bi nam pomagale ¢im prej
in ¢im ceneje prepoznati neobetavne w), ali h,. Recimo, da za vsak stolpec izracunamo
nekaksno kontrolno vsoto ali zgos¢evalno kodo: k[1],k[2],. .., k[w] (¢e drugega ne, lahko
prestejemo nicle v stolpcu in to vzamemo za kontrolno vsoto). Ko nas kasneje zanima, ali
se shema ponavlja na vsakih w,, stolpcev, bi lahko za zacetek preverili, ali se tako pona-
vljajo tudi te kontrolne vsote, torej ali velja k[z] = k[z —w,] za vse x; Sele Ce se to izide,
je smiselno preverjati vse znake sheme, kot to po¢ne gornji podprogram. Lahko gremo
Se korak naprej: ce se kontrolne vsote res ponavljajo na vsakih w, stolpcev, to pomeni,
da se vsaka od vsot k[1],...,k[w,] pojavi (w/w,)-krat. Ce bi torej za vsako razli¢no
kodo presteli, kolikokrat se pojavi, bi morala biti vsa ta Stevila pojavitev veckratniki
vrednosti w/w,; ali Se drugace, w,, je lahko kandidat za Sirino vzorca le, ¢e w/w, deli vsa
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Stevila pojavitev kontrolnih vsot stolpcev; to pa pomeni, da mora deliti njihov najmanjsi
skupni delitelj; slednjemu recimo D. Tega lahko izraunamo na zacetku, Se preden se
za¢nemo ukvarjati s posameznimi w,,, in potem pri vsakem w,, najprej preverimo, ¢e wy,
deli w in ¢e w/w, deli D; Ce se to izide, preverimo, ali se kontrolne vsote k[1], ..., kw]
ponavljajo na vsakih w, stolpcev; in Sele nato preverimo, ali se tudi vsebina stolpcev
ponavlja na vsakih w, stolpcev. Podobno lahko seveda naredimo tudi pri vrsticah.

4. Pangramski podniz

Recimo, da je na$§ vhodni niz s dolg n ¢rk, s = s153...5,. Podniz, ki nas zanima,
bo oblike s;s;41...5;-15; za neka 4 in j. Najkrajsi pangramski podniz lahko najdemo
tako, da gremo v zanki po vseh moZnih j (od 1 do n) in se pri vsakem vpraSamo,
kateri je najkraj$i pangramski podniz, ki se konca pri tem j; to pa je seveda tisti, ki
ima najvecji . Kaj se dogaja s tem i, torej polozajem levega konca podniza, ¢e pocasi
povec¢ujemo j, torej polozaj desnega konca podniza? Ce je bil s;...s; pangram in ce
potem premaknemo desni konec na s;41, boniz s; ... s;41 Se vedno pangram, tako da se
prav gotovo ne bo moglo zgoditi, da bi bilo treba kdaj pomakniti ¢ nazaj v levo; mogoce
pa je, da bo zdaj pangram tudi s;11 ...s;j41 in da smemo torej premakniti ¢ v desno (in
podniz tako Se kaj skrajsati).

Tako imamo torej naslednji postopek: pove¢ujemo j za 1 in po vsakem povecanju
j-ja pogledamo, kako dale¢ smemo Se povecati 7, ne da bi podniz s; ...s; prenehal biti
pangram. Med vsemi tako dobljenimi podnizi si zapomnimo dolzino najkrajSega in jo
na koncu vrnemo.

Stvar se malo zaplete le na zacetku, kjer se lahko zgodi, da pri kaksnem j sploh ni
nobenega pangrama, ker mogoce niti pri ¢ = 1 podniz s;...s; Se ne vsebuje vsake ¢rke
vsaj k-krat (prav gotovo se to zgodi npr. pri j < 26-k). Na zaetku moramo torej pustiti
i na 1 (da se podniz za¢ne na zacetku niza s) in povecevati j tako dolgo, dokler s1 . ..s;
ne postane pangram (mogoce je tudi, da se to ne zgodi nikoli, ker morda niti celoten s
ni pangram).

VpraSanje je Se, kako lahko poceni preverjamo, ali je opazovani podniz s;...s; pan-
gram ali ne. V ta namen je koristno vzdrzevati tabelo, ki za vsako ¢rko abecede vsebuje
Stevilo pojavitev te ¢rke v podnizu. Ko poveéamo j za 1, pride v podniz nova ¢rka in
zato ustrezni element tabele pove¢amo za 1; ko pa povetamo 7 za 1, izpade ena ¢rka iz
podniza in zato ustrezni element tabele zmanjSamo za 1.

Podniz je pangram, ¢e se vsaka C¢rka pojavlja vsaj k-krat. Ko torej po vsakem
poveCanju j-ja razmisljamo o tem, ali smemo zdaj tudi ¢ povecati za 1, vidimo, da ga
smemo povecati, ¢e se ¢rka s; pojavlja v podnizu ve¢ kot k-krat, saj bo v tem primeru
podniz ostal pangram, ¢etudi eno pojavitev te ¢rke izgubimo.

Na zacetku, ko je nekaterih ¢rk manj kot k, na$ podniz sploh Se ni pangram; da
bomo lazje ugotovili, kdaj postane pangram, je koristno vdzrZevati e podatek o tem,
koliko ¢rk abecede se pojavlja manj kot k-krat. V spodnjem podprogramu imamo v ta
namen spremenljivko premalo; vzdrZzevati je ni tezko: ko se Stevilo pojavitev neke ¢rke
poveca s k — 1 na k, zmanjSamo premalo za 1; in ko pade premalo na 0, vemo, da je na$
podniz pangram (in bo odtlej to tudi ostal).

int PangramskiPodniz(const char *s, int k)

{
enum { Abeceda = 26 };
int n[Abeceda] = {}; // stevilo pojavitev vsake érke v podnizu s[i...j]
int premalo = Abeceda; // koliko ¢rk ima manj kot k pojavitev

int naj = —1; // najboljsa resitev doslej
for (inti=0,j=0,cs[j; ++j)
{

// Trenutno imamo Stevila pojavitev ¢rk v s[i. .. j—1].
/] Popravimo jih, da se bodo nanasala na s[i.. . j].
if (++n[s[j] — ’a’] == k) ——premalo;

/] Ce se kaksna ¢rka pojavija premalokrat, bomo morali podniz
// na desni se podaljsati.
if (premalo > 0) continue;

/] Mogoce lahko levi konec podniza premaknemo proti desni:
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// Ce ima ¢rka s[i] ve¢ kot k pojavitev, jo smemo vreéi iz podniza.
while (n[c = s[i] — ’a’] > k) ++i, ——n[c];

/] Ce je to najboljsa resitev doslej, si jo zapomnimo.

if (naj<O0]|j—i+1<naj)naj=j—i—+1;

return naj; // Vrnimo najboljso resitev.

5. Tetris

Nalogo lahko resujemo z rekurzijo. Plos¢o bomo pokrivali sistemati¢no: na vsakem
koraku bomo poiskali najvisje nepokrito polje (¢e je takih ve¢, pa najbolj levo med
njimi) in ga na vse mozne nacine poskusali pokriti z enim od Se razpoloZljivih plosckov.
Pri tem moramo najprej preveriti, ali je ploséek sploh mogoce postaviti tja; ¢e da, ga
postavimo in nadaljujemo z rekurzivnim klicem, ki bo poskusal s postavljanjem ostalih
plosckov do konca zapolniti plosco. Ce se je to posrecilo, lahko kon¢amo, sicer pa pravkar
postavljeni ploscek spet odstranimo, da bomo poskusili Se s kakSnim drugim.

Med rekurzijo je torej koristno imeti podatke o tem, do kod v plos¢i smo Ze pokrili
vsa polja, tako da bomo lahko z iskanjem prvega nepokritega nadaljevali od tam in nam
ne bo treba iti vsaki¢ znova od zacetka mreze. Poleg tega potrebujemo tudi tabelo oz.
vektor $tevil, ki nam povedo, koliko plos¢kov posamezne oblike je Se na voljo (torej da
jih 8e nismo polozili na plosco); ko polozimo plos¢ek, zmanjSamo ustrezni Stevec v tem
vektorju, ko pa ga poberemo s plosce, njegov Stevec spet povecamo.

enum { W =8, H =8 }; // sirina in visina plosce

// Funkcija vrne true, ¢e je uspela v celoti pokriti ploséo.

/] Sicer vrne false, plos¢a pa je ob vrnitvi iz funkcije v enakem stanju
/] kot na zacetku klica.

bool NadaljujPokrivanje(int x, int y, vector<int> &prosti)

{
// Pois¢imo naslednje nepokrito polje.
while (y < H && JePokrito(x, y))
if (++x == W) x = 0, ++y;
if (y >= H) return true; // Ce je vse Ze pokrito, smo koncali.
// Na vse mozne nacine ga poskusimo pokriti.
for (int oblika = 0; oblika < prosti.size(); ++oblika)

{

// Ali lahko sem postavimo ploséek te oblike?

if (prosti[oblika] <= 0) continue;

if (! PreveriPloscek(oblika, x, y)) continue;

/] Postavimo ga in nadaljujmo z rekurzijo.
PostaviPloscek(oblika, x, y, true); ——prosti[oblika];
if (NadaljujPokrivanje(x, y, prosti)) return true;

// Ce nismo uspeli pokriti cele plosce, plos¢ek spet odstranimo.
PostaviPloscek(oblika, x, y, false); ++prosti[oblika];

return false; // Ce pridemo do sem, se plosce ni dalo pokriti do konca.

Glavna funkcija mora le inicializirati vektor z zaetnim Stevilom plos¢kov vsake oblike
in pognati rekurzijo od zacetka mreze (torej od zgornjega levega kota):

bool PokrijPlosco()

int n = StOblik();

vector<int> prosti(n);

for (int oblika = 0; oblika < n; ++oblika) prosti[oblika] = StPlosckov(oblika);
return NadaljujPokrivanje(0, 0, prosti);
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ODb vrnitvi iz funkeije je plos¢a bodisi v celoti pokrita (tedaj funkcija vrne true) bodisi v
enakem stanju kot na zacetku, torej prazna (Ge se je sploh ni dalo pokriti; tedaj funkcija
vrne false).
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RESITVE NALOG ZA TRETJO SKUPINO

1. Kapniki

Preprosta, a neuc¢inkovita resitev je, da gremo v zanki po vseh moznih viSinah Zeleznice
(od 1 do v) in pri vsaki od njih s Se eno vgnezdeno zanko pregledamo vseh n kapnikov
ter prestejemo, koliko od njih bi bilo treba pri tej visini Zeleznice podreti. Ta reSitev ima
Gasovno zahtevnost O(nv) in bi pri testnih primerih z nasSega tekmovanja dobila 20 %
tock.

Poskusimo to resitev izboljsati. Kako se spreminja Stevilo motec¢ih kapnikov, ko
v zanki pocasi dvigujemo Zeleznico za 17 Stalagmit viSine k; nam je v napoto pri
1 <y < k;, stalaktit visine k; pa pri v—k; +1 < y < v. Na zacetku, na visini y = 1, nas
motijo vsi stalagmiti in noben stalaktit; nato pa, ko pocasi dvigujemo Zeleznico, nam
je pocasi v napoto vse manj stalagmitov in vse ve¢ stalaktitov, dokler nas na koncu pri
y = v ne motijo vsi stalaktiti in noben stalagmit. Ko dvignemo Zeleznico z viSine y — 1
na visino y, nas nehajo motiti stalagmiti visine y — 1, zacnejo pa nas motiti stalaktiti
viSine v — y + 1.

Lahko bi imeli torej tabelo, v kateri bi za vsako mozno visino oznagili, koliko kapnikov
nas tam za¢ne ali neha motiti; to tabelo lahko pripravimo med branjem kapnikov, nato
pa gremo v zanki po vseh visinah od 1 do v in te spremembe v Stevilu motec¢ih kapnikov
seStevamo, pa bomo v vsakem trenutku tocno vedeli, koliko kapnikov nas na tej visini
moti. Ta resitev porabi O(n 4 v) €asa in prostora, kar bo pri nasih testnih primerih
dovolj za 60 % tock.

Opazimo pa lahko, da ko pregledujemo mozne viSine Zeleznice od 1 do v, lahko
posamezni kapnik povzro¢i spremembo le pri eni viSini: pri tisti, kjer se zacne (Ce
je stalaktit) ali konca (Ge je stalagmit). éeprav imamo lahko morda 10'® vigin, je
moznih sprememb le toliko kot kapnikov, kar je najve¢ 10°. Na obmoé&ju med dvema
zaporednima spremembama je Stevilo motecih kapnikov ves ¢as enako, zato se nam ni
treba ukvarjati z vsako visino na tem obmocju posebej.

Pripravimo si torej seznam parov (y, d), ki povedo, da se Stevilo motecih kapnikov
zmanjsa za d, ko viSina Zeleznice naraste z y — 1 na y. Stalagmit viSine k; torej v ta
seznam prispeva par (k; + 1,1), stalaktit viSine k; pa par (v — k; + 1,—1). Nazadnje
dodajmo v seznam Se par (v + 1,0), ki ponazarja konec jame, tako da bomo lahko
upostevali tudi visine od zadnje spremembe v Stevilu motecih kapnikov do stropa jame
(y =v).

Nato te pare uredimo, tako da tisti z isto viSino pridejo skupaj, med njimi pa pridejo
najprej tisti za stalaktite (ki Stevilo motec¢ih kapnikov poveujejo), nato pa tisti za sta-
lagmite (ki to Stevilo zmanjsujejo). Tako bomo, ¢e pride do ve¢ sprememb na isti vigini,
najprej prekomerno povecali Stevilo motec¢ih kapnikov, ko bomo pristevali stalaktite, in
ga nato zmanjsali na pravo vrednost, ko bomo odstevali stalagmite. Na ta na¢in ne bomo
nikoli imeli premajhnega Stevila motecih kapnikov, na koncu take skupine sprememb na
isti viSini pa bomo imeli to¢no pravo stevilo motecih kapnikov na tej visini. Tako lahko
po vsaki spremembi preverimo, ¢e je trenutno Stevilo motecih kapnikov najnizje doslej,
in Ce je, si ga zapomnimo. Razlika v visini med prejs$njo in trenutno spremembo pa nam
pove, na koliko viginah velja tisto Stevilo motec¢ih kapnikov, ki je veljalo pred trenutno
spremembo; to bo prislo prav, ker moramo izpisati ne le najmanjSega moznega Stevila
motecih kapnikov, ampak tudi to, na koliko visinah ga dosezemo.

Ta resitev ima ¢asovno zahtevnost O(n logn), namreé zaradi urejanja sprememb; vse
ostalo je O(n).

#include <iostream>
#include <utility>
#include <algorithm>
#tinclude <vector>
#include <string>

using namespace std;
typedef long long int llint;

int main()

{
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// Preberimo stevilo in tip kapnikov.
llint v; int n, m = 0; string s; cin >> v >> n >> s;
// Preberimo visine kapnikov in pripravimo tabelo parov (y, d), ki povedo, da nas neki
// kapnik na novo (d < 0 7 zacne : neha) motiti, ko viSina Zeleznice zraste na y.
vector<pair<llint, int>> spremembe(n + 1);
for (int i = 0;i < n; ++i)
{
llint ki; cin >> ki;
/] Ce je to stalagmit, nas neha motiti pri visini ki + 1.
if (s[ij == *M?) ++4m, spremembe]i] = {ki + 1, 1};
/| Ce je stalaktit, nas zacne motiti pri viini v — ki + 1.
else spremembe[i] = {v — ki + 1, —1};

spremembe[n] = {v + 1, 0};
/] Pregledujmo spremembe po naraséajoéi visini. ,,m" pove, koliko
// kapnikov nas moti; trenutno (pri y = 1) so to vsi stalagmiti.
sort(spremembe.begin(), spremembe.end());
int naj = n + 1; llint koliko = 0;
for (inti=0;i <=n;i++)
{
llint dv = spremembe][i].first — (i == 07 1 : spremembe[i — 1].first);
// Od prejsnje spremembe do trenutne je dv moznih visin, kjer nas moti m kapnikov.
if (m < naj) naj = m, koliko = dv; // Nova najboljsa resitev.
else if (m == naj) koliko += dv; // Izenacena dosedanja najboljsa resitev.
/] Upostevajmo spremembo v stevilu motecih kapnikov.
m —= spremembe[i].second;

printf("%d %11d\n", naj, koliko); return 0;

}

Namesto urejanja parov (y, d) bi lahko uporabili kaksno primerno uravnotezeno drevesa-
sto podatkovno strukturo, na primer rdee-¢rno drevo (v C++ lahko uporabimo razred
map iz standardne knjiznice); kot kljude v njem bi uporabili vrednosti y, pripadajoca
vrednost pa bi bilo Stevilo, ki pove, za koliko se pri tem y spremeni $tevilo kapnikov, ki
so nam v napoto. Na koncu se lahko s pomocjo te strukture sprehodimo po vseh takih
vi§inah v nara$¢ajofem vrstnem redu in sproti primerno popravljamo Stevilo kapnikov,
ki so nam trenutno v napoto. Casovna zahtevnost te resitve je 8e vedno O(nlogn), ker
nam vsaka operacija na drevesu vzame O(logn) Casa.

2. Socialno omreZje

Vhodne podatke si lahko predstavljamo kot neusmerjen graf, pravzaprav dva grafa na
isti mnozici tock (tocke predstavljajo ljudi v omreZju): v enem povezave predstavljajo
prijateljstva, v drugem pa sovrastva.

V grafu prijateljstev pois¢imo povezane komponente, torej skupine tock, za katere
velja, da je mogoce iz vsake to¢ke v skupini priti po prijateljskih povezavah do vsake
druge tocke v skupini in da ni mogoce v skupino dodati nobene tocke, ne da bi ta pogoj
prenehal veljati. Tega ni tezko narediti z iskanjem v Sirino: za¢nemo v poljubni tocki in
z iskanjem v Sirino obiS¢emo vse, ki so dosegljive iz nje; to je zdaj ena povezana kom-
ponenta; nato za¢nemo v poljubni taki tocki, ki je doslej Se nismo obiskali, in poZenemo
iskanje v 8irino iz nje; dobimo drugo komponento; in tako naprej, dokler niso obiskane
vse tocke.

Ce dve tocki pripadata isti povezani komponenti, to pomeni, da je mogoce od ene
do druge priti po verigi prijateljstev, na primer: uy — w3 — ... = Uugp_1 — Uk. Ce
velja prvi pogoj iz naloge (prijatelj mojega prijatelja je tudi moj prijatelj), to pomeni,
da mora biti ug tudi prijatelj osebe us (ker je uo prijatelj ui, ta pa prijatelj ug); in
zato tudi osebe uz (ker je ug prijatelj us, ta pa prijatelj ug); in tako naprej vse do
ug. Vidimo torej, da morajo biti vsi ¢lani iste komponente prijatelji drug drugega. Ce
ima komponenta ¢ ¢lanov, mora imeti torej ¢ - (¢t — 1)/2 prijateljstev. Pogoj lahko torej
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preverimo tako, da za vsako komponento prestejemo, koliko prijateljstev obstaja med
¢lani te komponente, in ¢e jih je manj kot ¢(t —1)/2, potem vemo, da omreZje ne ustreza
prvemu pogoju. (Pri tem pazimo na to, da gre lahko ¢ do 10°, zato je vrednost ¢(t —1)/2
prevelika za 32-bitne celostevilske tipe; bodisi moramo rac¢unati s 64-bitnimi Stevili ali
pa preverjati ta pogoj kako drugace: na primer deliti dvakratnik Stevila povezav s t in
preveriti, ¢e dobimo koli¢nik ¢ — 1 in ostanek 0.)

Recimo zdaj, da smo prvi pogoj Ze preverili in da mu omreZzje ustreza. Drugi pogoj
(sovraznik mojega prijatelja je tudi moj sovraznik) zdaj zahteva, da ¢e sta u in v pri-
jatelja, potem morata imeti popolnoma enako mnozico sovraznikov, kajti ¢e je neki w
sovraznik u-ja, mora biti po tem pogoju tudi sovraznik v-ja in obratno. Se veé: e nekaj
ljudi pripada isti komponenti v grafu prijateljstev, so si torej vsi tudi paroma prijatelji
med sabo (to nam je zagotovil prvi pogoj, ki smo ga Ze preverili) in morajo imeti vsi
popolnoma enako mnozico sovraznikov.

Za vsako komponento gremo lahko torej v zanki po njenih ¢lanih in nato v vgnezdeni
zanki po sovraznikih vsakega ¢lana; za vsakega sovraznika Stejemo, pri koliko ¢lanih
komponente smo ga srecali; na koncu mora biti to Stevilo pri vsakem sovrazniku enako
Stevilu ljudi v komponenti, sicer o¢itno niso imeli vsi ¢lani komponente enake mnozice
sovraznikov.

Razmislimo zdaj Se o tretjem pogoju (sovraznik mojega sovraznika je moj prijatelj).
To pomeni, da ¢e ima neki ¢lovek u dva sovraznika, v in w, je torej w sovraznik v-jevega
sovraznika, torej morata biti v in w prijatelja. Z drugimi besedami, vsi u-jevi sovrazniki
morajo biti med seboj prijatelji; ker Ze vemo, da velja prvi pogoj, je dovolj, ¢e preverimo,
ali vsi u-jevi sovrazniki pripadajo isti povezani komponenti grafa prijateljstev; takrat
vemo, da so tudi vsi med seboj drug drugemu prijatelji.

Casovna zahtevnost te resitve je O(n+m), saj ne po¢nemo drugega, kot da nekajkrat
(konstantno mnogokrat) pregledamo vse tocke in vse povezave grafa.

#tinclude <cstdio>
#tinclude <vector>
using namespace std;

bool ObdelajOmrezje()
{
/| Preberimo podatke o omrezju.
int n, m; scanf("%d %d", &n, &m);
vector<vector<int>> P(n), S(n); // prijatelji in sovrazniki vsakega ¢loveka
for (inti=0;i < m; ++i) {
int ai, bi, pi; scanf("%d %d %d", &ai, &bi, &pi);
auto &V = pi ? P : S; V[——ai].push_back(——bi); V[bi].push_back(ai); }

// Pois¢imo povezane komponente v grafu prijateljstev.
/] kompTocke[u] = komponenta, ki ji pripada tocka u;
// kompli] = seznam tock v komponenti i.
int nKomp = 0; vector<int> kompTocke(n, —1); vector<vector<int>> komp;
for (int u0 = 0; u0 < n; ++u0) if (kompTocke[u0] < 0)
{
/] Tocke u0 doslej se nismo videli; zaénimo zanjo novo komponento.
kompTocke[u0] = nKomp; komp.push_back({});
auto &vrsta = komp.back(); vrsta.push_back(u0); int glava = 0;
while (glava < vrsta.size()) {
int u = vrsta[glava++];

// Dodajmo v komponento u-jeve prijatelje (e jih $e nismo).
for (int v : P[u]) if (kompTocke[v] < 0) {
kompTocke[v] = nKomp; vrsta.push_back(v); } }
++nKomp;

}

/] Preverimo, e je prijatelj nasega prijatelja vedno tudi nas prijatelj.

// To pomeni, da morajo biti v vsaki komponenti prisotne vse mozZne povezave;

/] komponenta s k tockami mora imeti k (k — 1) / 2 povezav.

vector<int> stPovezav(nKomp, 0); // st. povezav v vsaki komponenti, stetih dvojno
for (int u = 0; u < n; ++u) stPovezav[kompTocke[u]] += P[u].size();
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for (int i = 0; i < nKomp; ++i) { int M = kompli].size();
if (stPovezav[i] % M I= 0 || stPovezav[i] / M |I= M — 1) return false; }

/| Preverimo, e je sovraznik nasega prijatelja vedno tudi nas sovraznik.
// To pomeni, da morajo imeti vsi ljudje v posamezni komponenti popolnoma enako
// mnozico sovraznikov.
vector<int> stSovraznikov(n, 0), priKomp(n, —1);
for (int i = 0; i < nKomp; ++i)
{
auto &K = kompl[i];
int nS = S[K[0]].size();
// Vsi ¢lani komponente morajo imeti enako stevilo sovraznikov.
for (int u : K) if (S[u].size() != nS) return false;
// stSovraznikov|v] naj bo Stevilo sovraznikov, ki jih ima v v komponenti i.
// Da ne bo treba pri vsaki komponenti inicializirati cele tabele, si v
// priKomp|v] zapomnimo, pri kateri komponenti smo toc¢ko v nazadnje videli.
for (int u : K) for (int v : S[u])
if (priKomp[v] !=i) priKomp[v] = i, stSovraznikov|[v] = 1;
else ++stSovraznikov|v];
// Preverimo, Ce je vsakdo, ki je sovraznik vsaj enega ¢lana komponente,
// tudi sovraznik vseh &lanov komponente.
for (int u : K) for (int v : S[u])
if (stSovraznikov[v] = K.size()) return false;
}

/] Preverimo, e je sovraznik nasega sovraznika vedno nas prijatelj.
// To pomeni, da morajo biti vsi sovrazniki posameznega ¢loveka med seboj
// prijatelji, torej biti v isti povezani komponenti.
for (int u = 0; u < n; 4+4u) for (int v : S[u])
if (kompTocke[v] != kompTocke[S[u][0]]) return false;

return true;

}

int main()
{
/| Preberimo stevilo omrezij in jih obdelajmo v zanki.
int t; scanf("%d", &t);
while (t—— > 0) printf("%s\n", ObdelajOmrezje() 7 "DA" : "NE");
return O;

}

3. Proizvodnja cepiva

V tej resitvi bomo besedo proizvodnja vedno uporabljali za skupno koli¢ino proizve-
denega cepiva do vklju¢no dolo¢enega dne, Stevilu opravljenih nadgradenj do vklju¢no
dolo¢enega dne pa bomo rekli zmogljivost (ker dolo¢a, koliko cepiva bomo odtlej lahko
proizvedli v enem dnevu).

Za zaletek je koristno urediti omejitve (z;,y;) narasc¢ajoce po ¢asu x;. Ce imamo
ve¢ omejitev z istim rokom z;, obdrzimo le tisto z najvi§jo zahtevano proizvodnjo y;,
saj bo vsak razpored nadgradenj, ki ustreza tej omejitvi, ustrezal tudi tistim z istim
rokom in nizjo zahtevano proizvodnjo. Podobno, ¢e opazimo, da ima naslednja omejitev
sicer kasnejsi rok kot prej$nja, vendar nizjo ali enako zahtevano proizvodnjo, lahko to
naslednjo omejitev pobrisemo, saj bo vsak razpored, ki bo ustrezal prej$nji, s tem Ze
ustregel tudi tej naslednji. V nadaljevanju torej predpostavimo, da smo omejitve na ta
nac¢in uredili in predistili, tako da zdaj velja 0 < z1 < 22 < ... < zgin 0 <y < Yo <
... < yq. Za potrebe opisa naSe resitve si mislimo 8e x¢o = yg = 0.

Recimo, da imamo dva zaporedna dneva, ¢ in t+1, da dan ¢ ni rok nobene omejitve in
da na dan ¢ proizvajamo cepivo, naslednji dan pa nadgrajujemo tovarno. Ce bi to dvoje
zamenjali in raje nadgrajevali na dan ¢, proizvajali pa na dan ¢ + 1, bi bila zmogljivost
na koncu teh dveh dni enaka kot pred to zamenjavo, proizvodnja pa za 1 vi§ja, ker bi na
dan t+ 1 po nadgradnji proizvedli eno enoto ve¢ kot v prvotnem scenariju na dan ¢ pred
nadgradnjo. To, da se je proizvodnja, do katere bi sicer prislo na dan ¢, zdaj zamaknila
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na dan t + 1, bi lahko bila tezava le, ¢e bi na dan t padel rok kaksne omejitve, kar pa
se, kot smo predpostavili, ne zgodi.

Roki omejitev nam razdelijo ¢asovno premico na intervale, pri ¢emer r-ti omejitvi
ustreza interval, ki ga tvorijo dnevi z,,._1 +1, ..., z,.. Dolzino r-tega intervala oznac¢imo s
ty := 2y —2y_1. Ce imamo nek veljaven razpored nadgradenj (tak, ki ustreza vsem ome-
jitvam) in ¢e znotraj nekega intervala ne nastopijo vse nadgradnje na zacetku intervala,
lahko razpored izboljsamo, ¢e jih premaknemo na zacetek intervala, saj smo v prejsnjem
odstavku videli, da se pri tem proizvodnja poveca, zmogljivost pa ostane enaka, torej
bo tako spremenjen razpored Se vedno ustrezal omejitvam. Ni se nam torej treba bati,
da bi spregledali optimalno reSitev, ¢e se v nadaljevanju omejimo na take razporede, ki
znotraj vsakega intervala vedno najprej nekaj dni (lahko tudi 0 dni) samo nadgrajujejo,
potem pa odtlej do konca intervala samo proizvajajo.

Pri iskanju optimalnega razporeda vsaj do konca zadnjega intervala, se pravi za pr-
vih x4 dni (z vpraSanjem, kako od tam potem najhitreje priti do proizvodnje k, se bomo
ukvarjali malo kasneje), je torej vprasanje predvsem, koliko nadgradenj izvesti v vsakem
od teh intervalov — to, kdaj jih izvesti, pa smo Ze videli: na zafetku vsakega intervala.
Na misel nam lahko pride, da bi razpored gradili postopoma: najprej izberemo stevilo
nadgradenj v prvem intervalu, nato v drugem in tako naprej. Toda kaj je pravzaprav
najboljse stevilo nadgradenj v prvem intervalu? To ni nujno tisto, ki maksimizira proi-
zvodnjo v prvem intervalu; véasih je bolje posvetiti ve¢ ¢asa nadgrajevanju in proizvesti
le toliko, kolikor je nujno treba, da dosezemo omejitev y1, zato pa imamo potem visjo
zmogljivost za kasnejSo proizvodnjo. Po drugi strani tudi ni nujno najbolje izvesti najve-
¢jega moznega Stevila nadgradenj, s katerim e lahko doseZemo omejitev y1, ker bo tako
doseZena proizvodnja mogoce preslabo izhodisée za naslednjo omejitev (ki ima mogoce
rok kmalu za prvo, vendar ob¢utno visjo y2). Ker torej vnaprej ne moremo vedeti, koliko
nadgradenj je pametno izvesti v prvem intervalu, bomo preizkusili vse moznosti in si za
vsako zapomnili dosezeno proizvodnjo.

Ker velja podoben razmislek tudi pri kasnejsih intervalih, si zastavimo podprobleme
taksne oblike: naj bo f,(z) najvecja proizvodnja, ki jo je mogoce doseci do konca r-tega
intervala (torej v prvih x, dneh), ¢e moramo pri tem ustreé prvim r — 1 omejitvam in
opraviti natanko z nadgradenj. Ce ta problem sploh ni resljiv, si mislimo fr(z) = —o0.
Tudi ¢e je resljiv, e ni nujno, da doseze proizvodnjo ¥, ki jo zahteva r-ta omejitev;
definirajmo ™" in 2% kot najmanjgo in najve&jo vrednost z-ja, pri kateri je f.(z) > .

Ko resujemo tak podproblem — torej ko ra¢unamo vrednost f,.(z) — se moramo med
drugim odlo¢iti, koliko nadgradenj bi opravili v zadnjem (torej r-tem) intervalu; recimo,
da jih opravimo u. V prejsnjih r — 1 intervalih moramo torej opraviti z — u nadgraden]
in ustre¢i vsem tamkajs$njim omejitvam; najvecja proizvodnja, ki jo je mogoce pri tem
doseci, je fr—1(z — u). V r-tem intervalu potem porabimo u dni za nadgradnje, s
¢imer dosezemo zmogljivost z, tako da potem v preostalih ¢, — u dneh tega intervala
proizvedemo 8e (t, — u) - z enot. Tako doseZemo proizvodnjo

Fr(z,u) = froi(z —u) + (&, — u) - 2.

Ker hocemo za f,.(z) ¢im vedjo proizvodnjo, bomo seveda vzeli tak u, pri katerem je
F,.(z,u) ¢im ve¢ja. Toda kateri u sploh pridejo v postev? Seveda mora biti 0 < u < t,,
saj ima r-ti interval le ¢, dni; poleg tega pa mora biti z?_”i < z—u < 2%, saj drugace
razpored za prvih r — 1 intervalov z z — u nadgradnjami sploh ne more ustre¢i prvim

r — 1 omejitvam.? Tako lahko zaklju¢imo:

' (2) = max{F,(z,u) : max(0, z — 2™%) < 4 < min(¢,, z — 2™}
r—1 r—1

2Nadeloma bi morali dodati $e pogoj, da mora biti fr—1(z —u) > yr_1, saj drugade razpored, ki
ga dobimo pri tem u, ne bo ustrezal omejitvi r — 1. Toda kot bomo videli kasneje, je funkcija fr_1
konkavna, kar pomeni, da najprej nekaj ¢asa samo narasca, od nekega trenutka naprej pa ves ¢as samo

Se pada. Spomnimo se, da ima f,._1 pri z™ in z™2% yrednost vsaj vy, ter da z — u leZi nekje na
) k—1 k—1

obmod¢ju od z}cr‘jri do z;'®Y; torej, ¢e bi bila fr—1(z —u) < yr, bi to pomenilo, da je funkcija fr—1 od
zf}‘fi do z — u nekje padala, kasneje pa je od z — u do 2;**] nekje narasc¢ala. To pa je pri konkavni
funkciji nemogoce, saj taka funkcija, ko enkrat za¢ne padati, kasneje nikoli ve¢ ne naras¢a. Toda tudi
Ce tega razmisleka ne opravimo, lahko v naSem programu, ko bomo z zanko pregledovali mozne u, pri
vsakem brez teZav Se pogledamo, ¢e zanj velja fr—1(z —u) > yr—1; ta pogoj bo sicer vedno izpolnjen in
z njim bomo le zapravili nekaj ¢asa, vendar ne toliko, da bi se nam bilo treba zaradi tega vznemirjati.
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Za katere z ima sploh smisel razmisljati o tem? Z manj kot 2™ nadgradnjami ne
moremo ustrei niti prvim r — 1 omejitvam, torej tudi prvim r omejitvam ne; po drugi
strani, ¢e bi hoteli ve¢ kot 2%y + ¢, nadgradenj, bi lahko porabili za nadgradnje celoten
r-ti interval (¢, dni), pa bi jih 8e vedno ostalo ve¢ kot z22¥ za prejsnjih r — 1 intervalov,

s ¢imer spet ne bo mogoce ustre¢i prvim r — 1 omejitvam. Tako torej vidimo, da je f,.(2)

smiselno racunati za 2™ < z < 2% 4+ ¢, (Tema dvema mejama recimo 2" ;= zmn
in 2% = 28 +¢,.; to bo prislo prav kasneje. Zunaj tega obmodcja je f, nedefinirana,

kajti z manj kot 22" nadgradnjami ni mogoce ustreéi prvim r — 1 omejitvam, pri veé kot

2ma* nadgradnjah pa nam, Cetudi v intervalu r ves ¢as samo nadgrajujemo, e vedno
ostane preve¢ nadgradenj, da bi jih lahko izvedli v prvih r — 1 intervalih in pri tem
ustregli prvim 7 — 1 omejitvam.)

Vidimo, da za izracun funkcije f, potrebujemo vrednosti funkcije f,._1, zato je ko-
ristno te funkcije ra¢unati naras¢ajoce po r. Pri vsakem 7 gremo v gnezdeni zanki po
z in v Se eni po u, izra¢unane vrednosti f,.(z) pa shranjujemo v tabelo, da nam bodo
pri roki kasneje za izrac¢un funkcije f,11. Za¢nemo pa pri r = 0, kjer imamo le z = 0 in
fo(0) =0.

Ta postopek se konca, ¢e ne prej, takrat, ko pridemo do konca omejitev in izraunamo
tudi funkcijo fy; tedaj nam ostane Se vpraSanje, kako od tam ¢im hitreje priti do Zelene
koné¢ne proizvodnje k. Lahko pa se Ze prej pri nekih r in z zgodi, da dobimo f,.(z) > k;
to pomeni, da lahko Ze v r-tem intervalu dosezemo zahtevano proizvodnjo k, s tem
pa gotovo ustreZemo tudi vsem preostalim omejitvam (y,,...,yq), saj besedilo naloge
pravi, da za vse omejitve velja y; < k. V tem primeru se lahko s trenutno omejitvijo in
vsemi preostalimi nehamo ukvarjati in se delamo, da je bilo omejitev le 7 — 1 (v mislih
postavimo d na r — 1) ter takoj sko¢imo na vpraSanje, kako nadaljevati po tej zadnji
omejitvi, da bomo ¢im hitreje dosegli proizvodnjo k.

Recimo torej zdaj, da smo ustregli vsem omejitvam in v prvih x4 dneh izvedli z
nadgradenj ter proizvedli f;(z) enot cepiva. Kako od tu ¢im hitreje doseéi proizvodnjo k
— 7z drugimi besedami, kako ¢im prej proizvesti Se k — f4(z) enot? Ker nas od tu naprej
ne vezejo ve€ roki omejitev, je tudi zdaj smiselno najprej nekaj ¢asa le nadgrajevati, nato
pa le proizvajati. Ce porabimo u dni za nadgradnje, bomo imeli zmogljivost z + u in za
izdelavo k — f4(z) enot bomo potrebovali Se [(k — fa(z))/(z + )] dni. Skupaj z u dnevi
za nadgradnje smo tako porabili g(u) := u + [(k — fa(2))/(z + u)] dni. Is€emo seveda
tak u, pri katerem bo g(u) najmanjSa. Preprosta resitev je, da v zanki povetujemo u
po 1, ra¢unamo g(u) in si zapomnimo najmanjso doslej doseZeno vrednost te funkcije;
recimo ji g*. S€asoma nam u doseZe g* in takrat vemo, da bo odtlej g(u) > u > g*,
torej odtlej ne bomo veé nasli resitve, boljse od ¢g* (z drugimi besedami, pri tem wu bi
porabili Ze samo za nadgradnje toliko Casa, kolikor ga pri najboljsi resitvi porabimo za
nadgradnje in proizvodnjo skupaj).

Pri razmisleku v prejSnjem odstavku smo zaceli z zmogljivostjo z in proizvodnjo
fa(z). Ker vnaprej ne moremo vedeti, katera z bo dala najboljSo resitev, moramo

min max

seveda v zanki preizkusiti vse (od 2" do z*¥).

#tinclude <vector>
#tinclude <algorithm>
#tinclude <cstdio>
using namespace std;

int main()
{
// Preberimo vhodne podatke.
int k, d, r; scanf("%d %d", &k, &d);
struct Omejitev { int x, y; };
vector<Omejitev> omejitve; omejitve.reserve(d + 1); omejitve.resize(d);
for (auto &O : omejitve) scanf("%d %d", &0.x, &O.y);
omejitve.push_back({0, 0}); ++d; // Dodajmo e "omejitev"(0, 0) na zacetku.

// Uredimo omejitve po casu.
sort(omejitve.begin(), omejitve.end(), [] (const auto & a, const auto & b) {
return a.x < b.x || ax == bx && a.y > b.y; });

// lzracunajmo dosegljiva stanja na koncu vsakega intervala.
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vector<int> L = { 0 }, L2; // L[z] = maks. proizvodnja pri konéni zmogljivosti z
for (r=1;r <d; ++r)
{
if (L.empty()) break; // V L so stanja na konec dne omejitve[r - 1].x;
L2.clear(); // v L2 izraCunajmo stanja na konec dne omejitve[r].x.
const Omejitev &O = omejitve[r], &OP = omejitve[r — 1];
int tr = O.x — OP.x; // trajanje trenutnega intervala
if (tr <= 0) continue; // od omejitev z enakim x upoStevamo le prvo (z najvedjim y)
if ((tr/2)* (tr —tr/2)>=k— OPy)
break; // ¢ce je interval dovolj dolg, bomo gotovo dosegli k
int zMax = L.size() — 1; bool konec = false;
for (int z = 0; z <= zMax + tr; ++2)
{
// Recimo, da hoéemo na koncu intervala dose¢i zmogljivost z.
// lzraéunajmo najvecjo mozno proizvodnjo.
intp= -1,
for (int u = max(0, z — zMax); u <= min(tr, z); ++u)
if (L[z — u] >= OP.y) p = max(p, L[z — u] + (tr — u) * z);
if (p < O.y) p= —1; // nismo dosegli omejitve
L2.push_back(p);
if (p >= k) { konec = true; break; }
¥
if (konec) break; // Ali se da doseéi proizvodnjo k?
while (! L2.empty() && L2.back() < 0) L2.pop_back();
swap(L, L2);
}

// Zdaj imamo v L stanja bodisi na koncu zadnjega intervala ali pa na koncu
/| nekega takega intervala, kjer lahko v naslednjem Ze dosezemo k. Vprasanje
// Jje torej le Se, kako ¢im hitreje doseci k.
int tMin = —1, tZdaj = omejitve[r — 1].x;
for (int z = 0; z < L.size(); ++z)

// Ce zacnemo v (z, p) in nadgrajujemo u dni, bomo porabili skupaj

/] f(u) =u + [(k— p) / (z+ u)] dni. Pois¢imo minimum tega.

if (intp=L[z]; p>=0)for (intu=(z==071:0);; ++u)

/] Mogoce pri tem u Ze samo nadgrajevanje traja dlje kot nadgrajevanje in
// proizvodnja skupaj pri najboljsi doslej znani resitvi. Ce je tako,

// bo pri vedjih u samo Se slabse in lahko konc¢amo.

if (tMin >= 0 && tZdaj + u > tMin) break;

int zSkupaj = z + u;

int kand = tZdaj + u + (k — p + zSkupaj — 1) / zSkupaj;

if (tMin < 0 || kand < tMin) tMin = kand;

printf("%d\n", tMin); return 0O;

}

Ta reSitev je za testne primere na nasSem tekmovanju ve¢ kot dovolj dobra, dalo pa bi
se jo na razne nacine e izboljsati. Po urejanju omejitev lahko omejitve r, pri katerih je
T, > xp—1 in Yy, < y,_1, preprosto zavrzemo, saj vsak razpored, ki ustreze omejitvi r—1,
gotovo ustreze tudi omejitvi r (ki ima kasnejsi rok in ni¢ vi§jo zahtevano proizvodnjo). Z
zanko po z smo §li v gornji reitvi od 0 do 222X +¢,., toda lahko bi zageli pri 2™ namesto
pri 0, kajti ¢e prvim r — 1 omejitvam ni mogoce ustre¢i z manj kot toliko nadgradnjami,
potem tudi prvim r-omejitvam ne bo; Se ve¢, lahko bi zanko zaceli pri tistem z, kjer
fr—1(2) doseZe svoj maksimum, kajti pri manjsih z vstopimo v r-ti interval z niZjo
zmogljivostjo in niZzjo proizvodnjo, od tega pa ne more biti nobene koristi. Se nekaj
drugih izboljSav pa zahteva malo ve¢ razmisleka, da se prepri¢amo o njihovi pravilnosti,
zato si jih bomo ogledali v naslednjih razdelkih.

Najboljsi u pri izra¢unu f,.(z). Nasa dosedanja resitev porabi najve¢ ¢asa za izra¢un
vrednosti funkcije f,.(z), ki je, kot se spomnimo, definirana kot max, F.(z), mi pa smo ta

maksimum iskali z zanko po vseh primernih u, od max(0, z — z2%) do min(¢,, z — 2/™%).
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Toda izkaze se, da je ta maksimum vedno doseZen pri najmanjSem moznem u — recimo
mu U, (z) := max(0,z — z*¥). Ko se bomo prepricali, da to res drzi, se bomo lahko
zanki po u odpovedali in tako prihranili ogromno Casa.

Oglejmo si za zacetek majhen primer: recimo, da imamo tri omejitve, (10,20),
(20, 80) in (50,120), in da po dosedanjem postopku izra¢unamo zanje funkcije fi, fa,
f3. Spomnimo se, da je f.(z) = max, F.(z,u); zapomnimo si vsaki¢, pri katerem u je
bil ta maksimum doseZen; recimo mu U}*(z); zanj je torej f,.(z) = F.(z,U}(z)). Graf
spodaj levo prikazuje funkcije f,., pri ¢emer ¢rni krozci predstavljajo tiste vrednosti, ki
lezijo pod omejitvijo y, in jih zato v nadaljevanju postopka (pri izra¢unu f,;1) ne upora-
bljamo; vodoravna ¢rtkana ¢rta kaZze proizvodnjo y,.. Grafi spodaj desno pa prikazujejo
funkcije U,., ki nam povedo, koliko nadgradenj ima v r-tem intervalu najboljsi razpored

za f-(z); vodoravna Crtkana ¢rta kaze u = t,., navpitna pa z = 208,

P
t3 =301
500 201
101
4001 0 z
300+
to =101 Ux
1 Uz
2001 0 ™ : —
100
t1=104----— 0 U{
0+ 0 } . . S
10 20 30 40

Na levem grafu vidimo, kako lepo konkavne oblike so funkcije f,.; vsaka torej najprej
nekaj ¢asa le narasca (in to vse pocasneje), nato pa odtlej le Se pada (in to vse hitreje).
Se zanimivejsi pa so grafi na desni, kjer vidimo, kako preprosta je funkcija U (z): sprva
je ves Cas 0, vzpenjati pa se zac¢ne v korakih po 1 in to Sele takrat, da potem najvisjo
mozno vrednost ¢, doseZe pri najvi§jem moznem argumentu, z = 2% +¢,. Z drugimi
besedami, velja torej U (z) = max{0, z — z*¥} = U,(z), tako da bomo najboljsi u res
lahko racunali po preprosti formuli za U,.(z).

Prepric¢ajmo se zdaj, da ta opaZanja res drzijo v splo§nem. Vpeljimo zapis Af,.(z) :=
fr(z—1)— f-(2), ki nam pove, za koliko se vrednost funkcije zmanjsa, ko se ji argument
poveCa z z — 1 na z. Neformalni povzetek naSega razmisleka je naslednji: recimo, da
bi radi prvih r intervalov konéali z natanko z nadgradnjami (in ¢im veéjo proizvodnjo),
in da razmigljamo o tem, da bi na zadnjem od teh intervalov izvedli kaksno nadgradnjo
veé, kot je nujno potrebno, npr. u + 1 namesto le v nadgradenj. Z vsako tako dodatno
nadgradnjo izgubimo na r-tem intervalu en dan proizvodnje, ko bi lahko proizvedli
z enot; toda po drugi strani na predhodnih intervalih, kjer moramo zdaj izvesti eno
nadgradnjo manj, morda kaj pridobimo — natan¢neje, pridobimo Af._1(z — u) enot.
VpraSanje je torej, ali pridobimo ve¢, kot smo izgubili; z drugimi besedami, ali funkcija
fr—1 kdaj pada tako hitro, da s tem, ko se ji argument zmanjSa z z —u na z —u— 1, njena
vrednost naraste za z ali ve¢. Pokazali bomo, da niti pri najvecji vrednosti argumenta
ne pada tako hitro (¢eprav je Ze zelo blizu tega); da je konkavne oblike, zato pri nizjih
vrednostih argumenta pada Se pocasneje; in da iz tega res sledi, da je najmanjsi dopustni
u tudi najboljsi.

Zapisimo zdaj na$ razmislek bolj formalno. Spomnimo se, da je funkcija f,.(z) defi-
nirana na obmod&ju 2™ od 2M**. Trdimo, (a) da pri z = 2% velja Af.(z) =z —1in
(b) da pri 2N < 2 < 2m2 velja Af,.(2) < Af.(2+ 1) — 2 (kar lahko zapisemo tudi kot
Afr(z4+1) = Afp(2) > 2); in Se, (¢) da pri vseh z velja f.(z) = F.(z,U,(2)).

Preden se lotimo dokazovanja te trditve, omenimo njeno koristno posledico: ¢e ne-
enacbo Af.(z) < Af.(z + 1) — 2 uporabimo po veckrat zapored, dobimo Af,.(z) <
Afr(z+1) =2 < Af(z4+2) —4 < Af.(2 4+ 3) — 6 in tako naprej; v sploSnem torej
Afr(2) < Afr(z +w) — 2w. Ce gremo do w = 2™ — 2 dobimo

Afr(z) < AL (20) = 2(57 = 2) =
= (Emex — 1) - 2(3M% — z) = 27 — AP 1 (f)

T
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Lotimo se zdaj dokaza nasSe trditve. Dokazovali bomo z indukcijo po r; za zace-
tek se prepricajmo, da trditev velja pri r = 1. Glede (¢) je tako, da je v formuli
f1(z) = max, Fi(z,u) tako ali tako mogo¢ en sam u, namre¢ u = z, saj moramo vseh z
nadgradenj izvesti v edinem intervalu, ki ga imamo; najboljsi in edini u je torej u = z,
ravno tega pa nam tudi priporo¢ funkcija U; (z) = max (0, z — 2J®*) = max(0,z—0) =
(To, da je 25 = 0, sledi iz dejstva, da v 0 intervalih ne moremo izvesti ve¢ kot 0 nad-
gradenj.) Prl r = 1 imamo torej f1(z) = Fi(z,2) = fo(0)+ (t1 — 2)z = (t1 — 2) 2, funkcija
pa je definirana od 2" = 220 = () do 28X = 2@ 4 = ¢;. Ta formula za fi(2)
nam da Afi(z) = fl(z -D-fik)=ti—--1))(z—-1)—(t1 —2)z=2z—1—1.
Pri z = t; = 21> imamo torej Af1(z) = z — 1, torej (a) drzi. Pri manjsih z pa imamo
Afi(z4+1) = Afi1(z) =2(z+1) =1 —t1] — [22 — 1 — t1] = 2, torej velja tudi (b).

Recimo zdaj, da smo naSo trditev Ze dokazali do vkljuéno r — 1; preverili bi radi, da
velja tudi za r. Oglejmo si najprej (¢), ki govori o tem, pri katerem u je doseZen maksi-
mum max, F,.(z,u) v formuli za f,.(z). Primerjajmo pri fiksnem z vrednosti F,.(z,u) za
dva zaporedna u: razlika med njima je F.(z,u+ 1) — Fy.(u) = [fr—1(z —u — 1) + (¢, —
u—1)z] = [frc1(z —w) + (&t —u)z] = Afr_1(2 —u) — z = (%). Seveda nas pri izra¢unu
fr(z) = maxu F.(z,u) zanimajo le taki u, ki so > max(0,z — z%), zato je z — u <
ziex < zmaxyato lahko za z — w uporabimo posledico (f) naSe trditve, kajti le-ta po
induktivni predpostavki zZe velja za r —1; imamo torej Af,_1(z—u) < 2(z—u)—ZM2—1,
zatopa Fr(z,u+1)—F.(u) = (*) <2(z—u) — 2" —1—z=(z —u— 2M) — (u+ 1);
od teh dveh ¢lenov je prvi < 0, ker je z —u < 2% drugi pa je > 0, ker je u > 0; zato je
razlika manjSa od 0. Tako torej vidimo, da je F.(z,u+ 1) — F.(u) < 0, torej se Fy.(z,u)
zmanjsa vsaki¢, ko povetamo u za 1, tako da bo maksimum doseZen pri najmanjSem
moznem u, to je pri u = max(0, z — 22%) = U,.(2), torej (c) res velja.

S tem zdaj tudi vemo nekaj ve¢ o vrednostih funkcije f,.(z). Na obmogju 2225 < z <

Z + ¢, imamo U, ( ) = z — 2™ na obmo&ju z™% < z < 2™ pa U,(z) = 0. Ce to

vstavnno v fr(2) = Fo(2,Up(2) = fro1(z = Up(z )) + (tr —Up(2 ))z, dobimo:

f (Z) f’r‘ l(zmax) + (t _ Z—‘era‘X) cz max < z < Zmax+t
" fro1(2) + trz : z;“l“ <z <2

Ce potem izra¢unamo razliko dveh zaporednih f,.(z), dobimo:

22 —1—1, — 2287 2 <z < 2%+,
= R e <
Pri z = Zax = zmax 4 ¢ nam ta formula pove, da je Af,(z) = 2 + ¢, —1=2—1,
torej velja (a). — Pri z z obmod&ja 2% < z < 2% 4 ¢, lahko izra¢unamo Af,(z +
1) = Af(z) = ... =2, torej tu velja (b) — Pri z = 2% lahko izra¢unamo Af,.(z +
1) = Afr(z) = ... = 2225 4+ 1 — Afp_1(2F) = (%); ker po induktivni predpostavki
nasa trditev velja za r — 1, nam (}) pove, da je Af._1(z) < 2z8F — Z2Max _ 1; zato
je (%) > 2z + 1 — [22““”‘ — Zmax 1] = 2 + (Zrmax — zmax) kar je gotovo > 2 saj
je 2%} po definiciji < £ tako torej vidimo, da (b) velja tudi pri z = 2z, — In

konéno, pri z z obmodja 2™ < z < 2MAX lahko izratunamo Af.(z + 1) — Afe(2) =
fro1(z+1) = (z+1)] = [fr-1(2) — 2] = [fr—1(z+ 1) = fr_1(2)] + 1; Ze prvi ¢len sam je
po induktivni predpostavki (ker nasa trditev velja za r — 1) vedji ali enak 2, torej velja
(b) tudi tukaj. O

Ta razmislek je koristen Se iz nekega drugega razloga poleg tega, da nam omogoca
izogniti se notranji zanki po u pri izra¢unu f,(z): ob njem smo namre¢ potek funkcije
fr spoznali dovolj dobro, da lahko izpeljemo zgornjo mejo vrednosti 2"**. Naj bo z*
tista vrednost z-ja, kjer doseze funkcija f,(z) svoj maksimum. Ce je ta maksimum
> k, se bo na$ postopek tako ali tako nemudoma ustavil in preostanka funkcije niti
ne bo ra¢unal; omejimo se zdaj na primer, ko je maksimum vendarle < k. Ce zdaj
z postopoma povecujemo od z* navzgor, zacne funkcija padati; in to padanje je vse
hitrejse, saj smo videli, da je Af,.(z + 1) > Af.(z) + 2. Prvi padec je torej vsaj za 2,
naslednji vsaj za 4, Se naslednji vsaj za 6 in tako naprej. Po w korakih funkcija pade Ze
vsajza 2+44...4+2w = w(w+1). Toda ker je bila vrednost funkcije Ze na maksimumu
< k in ker nikoli ne more pasti pod 0, morajo biti tudi vsi padci skupaj manjsi od k;
torej imamo w(w + 1) < k, torej w < v/k.

Resitve, stran 21/32



Podobno je tudi, ée z postopoma zmanjSujemo od z* navzdol; tudi zaradi Af,.(z —
1) < Af.(z) — 2 funkcija pada vse hitreje, ko se z zmanjsuje. Enak razmislek kot prej
nam tudi tokrat pokaZe, da imamo lahko le vk padcev.

Zaradi zveze Afy(z) < Afy(z+ 1) — 2 tudi ni mogoCe, da bi imela f,. pri treh
zaporednih z-jih enako vrednost. MoZen razpon z-jev, pri katerih je f,. sploh definirana,
je torej sirok le 2vk + O(1) elementov. Ker so poleg tega vsi z-ji pozitivni, lahko
zakljuéimo, da je 22 < 2¢/k 4+ O(1).

Najboljse stevilo nadgradenj po koncu zadnje omejitve. Spomnimo se, da se
moramo po tistem, ko dosezemo konec zadnjega intervala, odlo¢iti Se, koliko nadgraden}
naj izvedemo po njem, da bomo potem ¢im hitreje dosegli zeleno proizvodnjo k. Videli
smo Ze, da pri tem i8¢emo minimum funkcije g(u) = u+h(u) za h(u) = [(k—p)/(z+u)],
kjer je z dosedanja zmogljivost, p = f4(z) pa dosedanja proizvodnja; funkcija h torej
pove, koliko dni proizvodnje potrebujemo, da dosezemo ali presezemo k. Doslej smo
minimum g-ja iskali z zanko po u, v tem razdelku pa si bomo ogledali, kako lahko to
po¢nemo ucinkoviteje. Da bo manj pisanja, pi§imo p := k — p; to je torej proizvodnja,
ki nam 8e manjka do k.

Ce ne bi bilo tistega [-], bi imeli funkcijo §(u) = u + h(u) za h(u) = p/(z 4+ u); in
taksna ¢ je odvedljiva: §'(u) = 1 —p/(z +u)?, kar je enako 0 pri u* = \/p — 2. Tam ima
funkcija ¢ svoj minimum; ¢e se oddaljujemo levo ali desno od u = u*, vrednost funkcije
g nara$ca.

Ker sta si funkciji ¢ in ¢ tako podobni, bi pricakovali, da bomo tudi minimum
funkcije g(u) nasli nekje v blizini u*. Omejiti se moramo seveda na celostevilske wu,
saj nam u pomeni Stevilo nadgradenj, to pa je vedno celo. Obetaven kandidat je torej
ul := |u*] = |\/p] — 2. Prepri¢ajmo se, da funkcija g(u) res doseze svoj minimum ravno
pri v = uf.

; Primer za z = 2, p = 32. Graf kaze
] funkcije (od zgoraj navzdol) g, g, h in
{ g (g in h sta narisani z debelejsima ¢&r-
1 nima ¢rtama, § in h pa s tanjSima si-

vima). Krozci kaZejo vrednosti g(u) in
| g h(u) za celostevilske w. Navpicne Crt-

kane ¢rte kazejo u = —z (kjer imajo

kvl . .. .
o / omenjene funkcije pol), u = u' (kjer
o ////

>

ima g svoj minimum) in u = u* (kjer
ima ¢ svoj minimum). Oznake na vo-
doravni osi kazejo intervale I, na ka-
— terih je h(u) = h.

UL e e e T T T u

.[5 I4 I3 I2

Razmislimo najprej, kaj se dogaja s funkcijo g pri majhnih . Ko se u zmanjsuje, se
h(u) in h(u) povetujeta, in to Se celo vse hitreje. Ker nas zanimajo le celostevilski u, si
oglejmo, kaj se zgodi, ko se premaknemo iz v v u—1. Tam se h poveca s ﬁ(u) na ﬁ(u— 1)
in Ce se tidve vrednosti razlikujeta za > 1, potem gotovo nimata istega [-]; takrat je torej
h(u —1) > h(u), torej se je v funkciji g(u) = u + h(u) prvi seStevanec sicer zmanjsal za
1, drugi pa povecal za vsaj 1, torej se vrednost g pri tem ni zmanjsala: g(u—1) > g(u).
Takrat torej pri iskanju minimuma funkcije g(u) nima smisla iti z v na v — 1, kaj Sele
dlje v levo. Kdaj totno se to zgodi? Videli smo, da takrat, ko je h(u — 1) — h(u) > 1;
pisimo w = z + u, pa na$ pogoj postane p/(w — 1) — p/w > 1, torej p > w(w — 1), torej
w? —w —p <0, kar je pri w < %—&—\/ﬁ—i— 1/4, torej u < %4—\/134—1/4—2. Na3 u' temu
pogoju ustreza, kar pomeni, da manjsih u-jev od njega ni treba gledati.

Kaj pa vedji u-ji? Oglejmo si funkcijo h(u) Se malo poblize. Zaradi [-] je ta funkcija
odsekoma konstantna; pri katerih u je doseZzena neka konkretna vrednost h? Z malo
telovadbe se hitro vidi, da je to pri u € Ij, := [p/h — z,p/(h — 1) — z). Vodoravno os u
lahko v mislih razdelimo na taksne intervale: ..., Ip11,Ip, In—1,...,I1; vsak naslednji
je 8irSi od prejSnjega, zadnji od njih pa se celo razteza na desni v neskonc¢nost. Na
vsakem takem intervalu ima h(u) = h konstantno vrednost, zato bo g(u) = u + h(u)
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svojo najmanjSo vrednost (na tem intervalu) dosegla pri najmanjsem u s tega intervala.
Toda spomnimo se, da nas zanimajo le celostevilski u. Ce je Ij, Sirok vsaj 1 enoto,
vsebuje gotovo vsaj eno celo §tevilo; naj bo u;, najmanjse celo Stevilo na tem intervalu;
minimum funkcije g na tem intervalu je torej up + k. Na naslednjem intevalu, I, _1, ki je
e §irsi od I, in torej gotovo tudi vsebuje vsaj eno celo Stevilo, je najmanjse celo stevilo
recimo up_1, ki je gotovo vsaj za 1 vecje od up; najmanjSa vrednost funkcije g na tem
intervalu je potem up—1 + (h—1) > (up +1) + (h — 1) = up, + h, torej minimum g-ja na
I,—1 ni ni¢ boljsi kot na I. To pomeni, da ¢im dosezemo interval Iy, ki je Sirok vsaj
1 enoto, naslednjih intervalov (torej manjsih h) ni ve¢ treba gledati. Pri katerih h pa
nastopijo taksni intervali Sirine ve¢ kot 1?7 I, je Sirok p(1/(h—1) —1/h) = p/[h(h — 1)],
kar je > 1 pri h < hp = % ++/p + 1/4. Opazimo, da je hp > 1/p, zato bomo namesto
pogoja h < hp uporabljali stroZji, a preprostejsi pogoj h < 1/p.

Kmalu bomo videli, da pri h = h(u') ta pogoj 3e ni nujno izpolnjen; preden pridemo
do dovolj majhnih A, moramo w Se malo povecati. Toda videli bomo tudi, da pri tem
povedevanju funkcija g(u) nikoli ne doseze vrednosti, manjge od g(u'). Pigimo q := [/3];
z drugimi besedami, ¢ je celo Stevilo, za katero velja ¢> < p < (¢+1)2. Potem je uf = ¢—=z
in h(u') = [p/q]. V nadaljevanju razmisleka bomo obmoéje ¢> < p < (g + 1)? razdelili
na tri dele in obravnavali vsakega posebej:

(a) Ce je p= ¢, je p/q = q, torej celo stevilo, zato h(ul) = [5/q] = ¢; takrat tore]
7e h = h(u') ustreza pogoju h < /B, zato je I, Sirok ve¢ kot 1 in pri ve&jih v ne bomo
nasli nobene manjse vrednosti funkcije g.

(b) Ceje > <p<qlg+1),jeq<p/qg<q+1,torej je h(ul) = [p/q] = ¢+ 1. Ker
je(g—D(g+1)=¢*—1<q? veljatudi g — 1< ¢*/(¢+1) <p/(g+1) < g, zato je
h(ut +1) = [p/(¢+1)] = q. Pri premiku iz u' v ut + 1 se je torej u za 1 povecal, h
pa za 1 zmanjsal, zato je vrednost g(u) ostala nespremenjena; pri v = u’ + 1 pa h(u)
Ze ustreza pogoju h < /p, torej je interval Ij, Sirok vec kot 1 in od tu naprej ne bomo
nasli nobene manjse vrednosti funkcije g.

(c) Ostane $e primer, ko je (¢ + 1) < p < (¢ + 1)2. Ker sta p in ¢ cela, lahko desno
neenakost zapisemo kot p < (¢ +1)? — 1 = q(q + 2). Velja torej ¢ +1 < p/q < q + 2,
zato je h(u') = [p/q] = ¢+ 2. Velja tudi ¢ < p/(q+1) < ¢+ 1, zato je h(ul +1) =
[5/(q+1)] = q+1. Veljapa tudi (¢ —1)(¢+2) =¢* +q¢—2 < q(qg+1) <p < q(qg+2),
zato ¢ — 1 < p/(q+2) < g, tako da je h(uf +2) = [p/(¢ + 2)] = ¢q. Pri premiku iz u'
v ul + 1 in nato iz ut + 1 v u' 4+ 2 se torej u vsaki¢ poveca za 1, h pa zmanjsa za 1,
zato g(u) ostane nespremenjena; pri v = uf 4 2 pa imamo Ze h(u) = ¢ < /B, torej smo
na intervalu Ij, Sirine ve¢ kot 1 in vemo, da od tu naprej ne bomo nasli nobene manjse
vrednosti funkcije g.

V vseh treh primerih torej vidimo, da pri « > u! funkcija g nikoli ne pade pod
vrednost g(u'), torej smo pri iskanju minimuma funkcije g lahko zadovoljni ze z uf. O

Zdaj torej vemo, da doseZe g(u) svoj minimum pri v = uf = |\/k — p| —z; lahko pa se
zgodi, da je to Stevilo negativno (¢e dosedanja zmogljivost z dovolj velika v primerjavi z
manjkajoc¢o proizvodnjo k— p), mi pa negativnega Stevila nadgradenj ne moremo izvesti,
zato moramo takrat pa¢ vzeti u = 0. Tako lahko v nasi resitvi zanko, v kateri smo proti
koncu programa pregledovali razli¢ne w in iskali najmanjSo vrednost ¢g(u), zamenjamo z
enim samim stavkom, ki preprosto izra¢una v = max{0, [k — p] — z}.

Zgornja meja za Stevilo nadgradenj v najboljSem razporedu. Ce ne bi imeli
nobenih omejitev, bi lahko k& odmerkov cepiva proizvedli tako, da bi najprej u dni
nadgrajevali in nato [k/u] dni proizvajali, torej v skupaj g(u) = u + [k/u] dneh. V
prejsnjem razdelku smo videli, da doseze ta funkcija minimum pri v = L\/EJ Vet kot
toliko nadgradenj torej ne potrebujemo.

Ali bi se to kaj spremenilo, ¢e bi imeli v nalogi tudi omejitve? Mislimo si nek nabor
omejitev in zanj pois¢imo najboljSo resitev, torej tako, ki doseze proizvodnjo k£ v najmanj
dneh; ¢e je takih veé, pa vzemimo med njimi tisto, ki ima najmanjSe $tevilo nadgraden],
recimo z. Po zadnji nadgradnji nastopi v njej gotovo 8e nekaj proizvodnih dni, saj sicer
od tiste zadnje nadgradnje ni bilo nobene koristi in bi se dalo reSitev za en dan skrajsati,
¢e bi se tistemu zadnjemu dnevu z nadgradnjo popolnoma odpovedali.

Recimo torej, da po zadnji nadgradnji pride Se ¢ proizvodnih dni. Ali je mogoce, da je
t < z?7 Potem bi lahko namesto z-te nadgradnje tisti dan proizvajali in takrat proizvedli
z — 1 odmerkov cepiva; v vsakem od naslednjih ¢ dni pa bi po novem proizvedli en
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odmerek manj kot prej. Skupna proizvodnja od zacetka razporeda do vklju¢no i-tega od
tistih ¢ proizvodnih dni bi se torej povecala za z—1—1i, kar je > 0, torej bi novi razpored Se
vedno ustrezal vsem omejitvam, ki jim je tudi prvotni. Zato je novi razpored Se vedno
optimalen (enako dolg kot prvotni), ima pa eno nadgradnjo manj; toda mi smo na
zaCetku predpostavili, da je imel prvotni razpored najmanjSe mozno Stevilo nadgradenj
(med vsemi optimalnimi razporedi). Tako smo v protislovju, torej mora biti ¢ > z.

Za zadnjo, z-to nadgradnjo torej pride Se vsaj z dni proizvodnje, v njih pa se pro-
izvede vsaj z? odmerkov cepiva. Piimo zdaj ¢ = L\/EJ, tako da k lezi na obmocju
@ <k < (g+1)2 Ceijez < q, potem trditev, ki jo dokazujemo, velja tudi za nas
trenutni nabor omejitev, torej je vse v redu. Ali se lahko zgodi, da bi bilo z > g + 27
To bi pomenilo, da za zadnjo, (¢ + 2)-go nadgradnjo pride Se vsaj ¢+ 2 dni proizvodnje,
takrat pa se proizvede (q + 2)? enot cepiva; toda e bi se enemu od teh dni proizvodnje
odpovedali, bi se takrat Se vedno proizvedlo (¢ + 2)(¢g + 1) enot, kar je Ze samo po sebi
veCje od k; torej prvotni razpored ni mogel biti optimalen, kar je protislovje.

Tako torej z > ¢ + 2 ni mogoce; kaj pa z = ¢+ 1? Tedaj pride po zadnji, (¢ + 1)-vi
nadgradnji 8e vsaj ¢ + 1 dni proizvodnje; toda ve¢ kot ¢ 4+ 1 jih ne more biti, saj ze v
q + 1 dneh proizvedemo (g + 1)? odmerkov, kar je ve¢ kot k; ¢e bi imeli ¢ + 2 ali ve¢ dni
proizvodnje, bi lahko razpored skrajsali in Se vedno ustregli vsem omejitvam, kar pa je
nemogoce, saj smo zaceli z optimalnim razporedom. Po zadnji nadgradnji imamo torej
natanko g + 1 dni proizvodnje.

Skupna proizvodnja v teh dneh je (¢ + 1)?, kar je > k + 1. Ce bi zdaj (¢ + 1)-
vo nadgradnjo zamenjali z dnevom proizvodnje, bi takrat proizvedli ¢ odmerkov in za
vsakega od naslednjih ¢ proizvodnih dni bi veljalo, da je skupna proizvodnja od zacetka
razporeda do konca tistega dne vsaj toliksna kot pred to spremembo. Po zadnjem, (¢+1)-
vem proizvodnem dnevu iz te skupine pa bi bila zdaj skupna proizvodnja za 1 manjsa kot
prej (v vsakem od ¢+ 1 starih proizvodnih dni smo izgubili eno enoto proizvodnje, pred
tem pa smo pridobili ¢ enot na tisti dan, ko smo nadgradnjo zamenjali s proizvodnjo).
Toda to je tudi zadnji dan celotnega razporeda in omejitev takrat gotovo ni mogla biti
tesna, saj bi v tem primeru ta omejitev znasala vsaj (¢ + 1)?, to pa je vedje od k. Zato
novi razpored gotovo Se vedno ustreza vsem omejitvam, ¢eprav ima skupno proizvodnjo
za 1 manjSo kot prej. Je enako dolg kot prvotni, torej je tudi novi razpored optimalen;
ima pa tudi eno nadgradnjo manj kot prvotni, kar pa je v protislovju s predpostavko,
da smo imeli Ze prej najmanjSe mozno Stevilo nadgradenj. Tako nas torej tudi z = g+1
pripelje v protislovje in lahko zaklju¢imo, da je z < ¢. Z drugimi besedami, ¢e ima naloga
pri danem k& in danem naboru omejitev sploh kaksno resitev, potem med optimalnimi
razporedi (takimi z najmanjsim Stevilom dni) gotovo obstaja kak tak, ki ima kve&jemu
| vk | nadgraden;. O

To opazanje lahko uporabimo za drobno izbolj8avo v nasi reSitvi: doslej smo ra¢unali
vrednosti funkcije f,.(z) vse do 2Me* = zmax 4 ¢ zdaj pa vidimo, da gotovo ne bomo
spregledali nobene optimalne resitve, e razporede z ve¢ kot |vk| nadgradnjami igno-
riramo. Dovolj je Ze, Ce tam, kjer imamo zdaj za nadaljevanje zanke po z pogoj z <=
zMax + tr, dodamo Se && z * z <= k.

Prav veliko koristi od te izboljSave sicer ni, saj smo prej videli, da je 2/ < Wk +
O(1), torej smo zgornjo mejo nase zanke zdaj priblizno razpolovili (z 2v/k na vk), red
zahtevnosti pa je ostal enak.

Zgornja meja za dolZino najboljSega razporeda v odvisnosti od k in d. Pri
danih £ in d obstaja veliko primerov naSe naloge; ti se razlikujejo med seboj po svojih
omejitvah in imajo zato lahko tudi razli¢ne reSitve, torej porabijo razli¢no veliko dni,
da dosezejo proizvodnjo k ob upostevanju vseh omejitev. Poskusimo najti neko zgornjo
mejo za to; vpraSajmo se torej, koliko dni porabimo za proizvodnjo k enot v najslabSem
primeru, ¢e imamo d omejitev, ki so razporejene na najbolj neugoden nacin.

Preden se lotimo tega vprasanja, zapisimo drobno opaZzanje, ki nam bo prislo kasneje
prav: recimo, da najboljsi razpored vstopi v nek interval pri zmogljivosti z, interval pa je
dolg t dni; ¢e izvede razpored v tem intervalu 8e v nadgradenj, bo v preostanku intervala
proizvedel P(u) := (t—u)(z+u) enot cepiva. Odvod te funkcije je P’(u) = t—z—2u, kar
je enako 0 priu = (t—z)/2; ker pa nas negativni u tu ne zanimajo, lahko zaklju¢imo, da je
najve¢ja proizvodnja na tem intervalu dosezena pri u = max{0, [(t—z)/2]} nadgradnjah.
Manj kot toliko nadgradenj se zagotovo ne spla¢a narediti, ker bosta v tem primeru na
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koncu intervala tako proizvodnja kot zmogljivost manjsi ali enaki kot pri u nadgradnjah.
Omejitve, bodisi tista na koncu trenutnega intervala bodisi kaksna kasnejSa, nas lahko
prisilijo v to, da izvedemo ve¢ kot u nadgradenj, ne pa manj kot toliko.

Razmislimo torej zdaj o zgornji meji za dolzino najboljSega razporeda. Omejimo se
za zaCetek na naloge, pri katerih ni odve¢nih omejitev, torej imamo x1 < o < ... < x4
iny; <y2 <...<yq, poleg tega pa predpostavimo Se, da je k = y4 in da te proizvodnje
ni mogoce dosec¢i prej kot na dan x4.

Nasih d omejitev nam razdeli ¢asovno premico na d intervalov; v vsakem je pri
optimalni resitvi najprej nekaj (lahko tudi ni¢) nadgradenj in nato nekaj (lahko tudi
ni¢) proizvodnih dni. Izberimo si neko Stevilo a; intervalom, pri katerih je zmogljivost
ob koncu vecja ali enaka a, bomo rekli visoko produktivni intervali, ostalim pa nizko
produktivni. V visoko produktivnih intervalih se na vsak dan, ko poteka proizvodnja
(in ne nadgradnja), izdela vsaj a izdelkov; zato je takih dni najve¢ [k/a]. Poleg tega je
v visoko produktivnih intervalih vsega skupaj tudi najvec L\/EJ dni nadgrajevanja, saj
smo videli, da optimalna reSitev za dolocen k ne potrebuje ve¢ kot toliko nadgraden].

Razmislimo zdaj Se o nizko produktivnih intervalih; recimo, da jih je dy (velja
seveda dy < d). V nekaterih od njih mogoce potekajo nadgradnje; takih intervalov
je recimo q. Naj bo a, Stevilo nadgradenj v r-tem od njih, naj bo 2z, = a1 + ... + a,
skupno Stevilo nadgradenj v prvih r takih intervalih in naj bo ¢, dolzina r-tega od
njih. V r-tega torej vstopimo z zmogljivostjo z,_1, zgoraj pa smo videli, da v takem
primeru optimalna resitev gotovo ne izvede manj kot (¢, — z,_1)/2 nadgradenj; torej je
ar > (tr —2zr—1)/2, torej t, < 2a,+z,_1 = a,+ 2., torej je skupna dolzina teh intervalov
Yoptr <D ar+>, 2 prva od teh vsot je enaka skupnemu Stevilu nadgradenj v nizko
produktivnih intervalih, kar je < a; druga vsota ima ¢ ¢lenov, vsak od njih pa je < a;
tako imamo ) t, <a+q(a—1) = qa.

Ostanejo e nizko produktivni intervali brez nadgradenj. Vsak od njih je lahko dolg
kveéjemu a dni, saj bi sicer pri vstopni zmogljivosti z < a in dolzini, veéji od a in s tem
tudi vedji od z, v njem gotovo prislo do vsaj ene nadgradnje.

Vsi nizko produktivni intervali skupaj so torej dolgi kvedjemu qa + (dy — q)a =
dya < da dni; vsi visoko produktivni intervali skupaj pa so dolgi kvedjemu k/a+ VEk+2
dni (pristeli smo 2, da se nam ni treba ukvarjati z zaokroZzanjem navzgor pri k/a in
Vk). Skupna dolzina razporeda, recimo ji T, je torej T < da + k/a + vk + 2. To
velja za poljuben a; predstavljajmo si desno stran te neenacbe kot funkcijo a-ja in jo
odvajajmo: dobimo f’(a) = d — k/a?, kar je enako 0 pri a = \/k/d, takrat pa dobimo
T < 2Vkd + Vk + 2, torej T = O(Vkd). O

Da je ta meja vsaj v asimptotiénem smislu tesna, se lahko prepricamo tako, da
sestavimo primeren nabor omejitev, pri katerem bo najboljsa resitev res porabila O(\/@)
dni. Pri na8ih poskusih, da bi za razli¢ne k in d nagli tak nabor omejitev, pri katerem bi
optimalna resitev zahtevala ¢im veé Casa (ve¢ o tem v naslednjem razdelku), je najved
¢asa vedno zahteval nabor omejitev naslednje oblike: naj bo b := y/k/(d 4+ 3); imejmo
najprej en interval dolZine 2b z zahtevano proizvodnjo b%; nato imejmo d — 2 intervala
dolZine b z zahtevano proizvodnjo b2 v vsakem intervalu; in konéno imejmo $e en interval
dolzine 3b z zahtevano proizvodnjo 4b%. Tako imamo d intervalov s skupno proizvodnjo
(d+3)b?, kar je ravno k; resitev izvede b nadgradenj v prvem in e b v zadnjem intervalu,
drugade pa ves Cas le proizvaja; in trajanje tega razporeda je (d + 3)b = \/k(d + 3) dni.

Na zacetku tega razdelka smo se omejili na naloge brez odve¢nih omejitev, s k = yq
in pri katerih tega k ni mogoce doseci prej kot na dan z4. Ce dodamo odvecne omejitve,
s tem seveda najboljsi razpored ni ni¢ daljsi, kot ¢e teh omejitev ne bi bilo, torej zanj
velja meja za d’ namesto d, ¢e je d’ $tevilo ne-odveénih omejitev; in ker je nasa meja
2v/kd naras¢ajoca funkcija d-ja, ne moremo nicesar pridobiti, ¢ namesto d vzamemo
manjso vrednost d’. Podobno je, ¢e imamo nabor omejitev, v katerem je mogoce doseci
k prej kot na dan x4; bodisi lahko rok te zadnje omejitve skrajsamo ali pa, ¢e lahko &
dosezemo celo na dan x4 ali prej, lahko zadnjo omejitev pobriSemo, saj je odvecna;
tako smo spet pri manjSem Stevilu omejitev, s tem pa, kot smo videli, ne moremo
ni¢esar pridobiti (pri iskanju nabora omejitev, ki bi kot optimalno resitev zahteval ¢im
daljsi razpored). In koné¢no, ¢e imamo k > y4 in je mogoc¢e proizvodnjo k doseci Sele
po roku zadnje omejitve, torej po x4, je ucinek tak, kot da bi imeli d + 1 omejitev
namesto d, pri ¢emer bi nova omejitev zahtevala proizvodnjo k z najzgodnej$im rokom,

Resitve, stran 25/32



na katerega je to proizvodnjo mogoce dose¢i. NaSo zgornjo mejo za trajanje razporeda
pri najbolj neugodnem razporedu lahko 8e vedno uporabimo, le da moramo vzeti d + 1
namesto d; dobimo 2+/k(d + 1). Med to mejo in 2v/kd pa tako ali tako ni velike razlike:
2/k(d+ 1) = 2vkd+/1 + 1/d, tale zadnji faktor pa je blizu 1 in to tem blize, ¢im vedji
je d.

Iskanje ¢im daljSega optimalnega razporeda pri danih k in d z dinami¢nim
programiranjem. V prej$njem razdelku smo izpeljali zgornjo mejo za dolzino optimal-
nega razporeda v odvisnosti k in d v najslabSem primeru, torej po vseh moznih naborih
omejitev za ta k in d. Zdaj pa si oglejmo Se, kako lahko za dana k in d z dinami¢nim pro-
gramiranjem pois¢emo konkreten primer ¢im daljSega optimalnega razporeda oz. nabora
omejitev, pri katerem ta razpored nastane.

Omejili se bomo na primere, ko ni odve¢nih omejitev (in imamo z1 < 22 < ... < xq
iny; < ya2 < ... < yg) In so vse omejitve tesne (optimalni razpored ravno doseZe
zahtevano proizvodnjo, preseZe pa je ne) in je zadnja omejitev ravno enaka yq = k,
optimalni razpored pa jo doseze na dan z4. (ée bi hoteli pokriti tudi primere, ko je
k > yq, bi lahko preprosto vzeli za 1 vedji d in si mislili, da je tam na koncu Se ena
omejitev vec.)

Naj bo h(z,¢,d) najmanjsi p, pri katerem je mogoce sestaviti tak nabor d omejitev
(pod pogoji iz prejdnjega odstavka), ki bo imel y4 = p, njegova optimalna resitev bo
dolga ¢ = x4 dni, od tega pa bo porabila z dni za nadgradnje, proizvedla pa bo natanko
p enot cepiva. Potem pravzaprav is¢emo (pri danih k in d) najvedji tak ¢, pri katerem
za neki z velja h(z,¢,d) < k.

Teh re¢i ni tezko racunati po narasc¢ajocih d. Pri d = 0 je problem resljiv le za
z = ¢ = 0, ko imamo h(0,0,0) = 0; drugod pa si mislimo h(z,¢,0) = oco. Nato pa,
ko poznamo resitve za d, lahko razmisljamo takole: nabor omejitev, ki nas je pripeljal
do h(z,¢,d), lahko podaljamo s Se enim intervalom dolzine ¢; na njem se bo izvedlo e
u := max{0, [(t — 2)/2]} nadgradenj® in proizvedlo Se ¢ := (t — u)(z + u) enot cepiva;
tako torej vemo, da je vrednost h(z,¢,d) 4+ ¢ kandidat za vrednost (z 4+ u, ¢ +t,d + 1).
To moramo ponoviti za vse z in ¢, pri katerih je stanje (z,¢,d) dosegljivo, torej pri
katerih je h(z, ¢, d) < oco; pri vsakem pa moramo preizkusiti ¢-je do 1 naprej tako dalec,
dokler h(z,¢,d) + g ne preseze k, kajti nabori omejitev, ki zahtevajo ve¢ kot k enot
proizvodnje, nas ne bodo zanimalo. Ce se nam pri istem stanju (2, ¢,d + 1) nabere
ve¢ kandidatov, obdrzimo med njimi seveda najmanjSega (tistega z najmanjSo skupno
proizvodnjo); koristno si je zraven tudi zapisati, pri kateri vrednosti z in ¢ smo ga dobili
— tako bomo lahko na koncu tudi rekonstruirali nabor omejitev, ki pripelje do tega
stanja.

Kot smo omenili Ze v prejsnjem razdelku, so najbolj neugodni nabori omejitev, ki
smo jih s tem postopkom nasli, zahtevali resitve dolZine priblizno \/k(d + 3) dni. Pri
k = 10% in d = 101 (kar ustreza omejitvam iz nae naloge, pri ¢emer smo vzeli 101
namesto 100) nastane tako nabor omejitev, pri katerem je najboljsa resitev dolga 10198
dni.

Casovna zahtevnost nae resitve. Razmislimo za konec Se o Gasovni zahtevnosti nase
reSitve. V prvotni razli¢ici moramo najprej za vsako omejitev r izra¢unati f,(z) vse do
z = 228 pri vsakem z pa imamo zanko po u, ki izvede v najslabSem primeru O(t,)
iteracij. Spomnimo se, da je 2" = O(\/E); ¢e namesto tega uporabimo izboljsavo, da
gledamo le z-je do V&, smo se vedno pri O(Vk), zato o tej izboljsavi ne bomo govorili
posebej. Pri vsakem r torej porabimo O(\/E - t,-) Casa, kar bo skupaj po vseh intervalih
dalo OWkY, t,).

V tej zadnji fomuli nastopa ), t., vsota dolzin vseh intervalov; ta je potencialno
lahko zelo velika, toda spomnimo se, da po najvec O(\/@) dneh gotovo Ze lahko dose-
zemo konéno proizvodnjo k, takrat pa se glavna zanka naSega programa ustavi; poleg
tega pa, e bi bil posamezni ¢, vedji od 2v/k, bi se tam ustavili, ne da bi sploh poskusili

3Spomnimo se, da z omejitvami ne moremo prisiliti optimalnega razporeda, da bi na tem intervalu
izvedel manj kot toliko nadgradenj; lahko pa bi ga prisilili, da jih izvede ve¢, vendar smo se tej moznosti
odpovedali. Pri sestavljanju takega nabora omejitev, ki zahteva ¢im daljsi razpored, nam tako ali tako
ni v interesu, da bi razpored prehitro nadgrajeval zmogljivost, kajti prej ko doseze visoko zmogljivost,
manj proizvodnih dni se bo dalo dodati v razpored; klju¢no pri doseganju dolgega razporeda pa je ravno
to, da imamo veliko dni proizvodnje (pri nizki zmogljivosti).
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rac¢unati f,. Tako torej vidimo, da od vsote ) ¢, na naso ¢asovno zahtevnost v resnici
vpliva le O(VEd) + O(vk) dni; ¢asovna zahtevnost izracuna vseh potrebnih f,. je torej
Ok -Vkd) = O(kVd).

Po tistem, ko izrac¢una vse f,., mora nasa reSitev pri vsakem z Se razmisliti, koliko
nadgradenj bi bilo najbolje izvesti po koncu zadnje omejitve. V prvotni razli¢ici gremo tu
do z = 27" in pri vsakem z imamo zanko po u. Ta zanka po najvec¢ Vk iteracijah opazi
resitev, ki vk dni nadgrajuje in vk dni proizvaja; po najvet 2v/k iteracijah pa opazi,
da zdaj Se samo za nadgradnje porabi ve¢ Casa kot pri najboljsi resitvi za nadgradnje
in proizvodnjo skupaj, zato se ustavi. Ta zanka torej porabi O(\/@) Casa pri vsakem z;
po vseh z skupaj (do 2§, kar je < 2% = O(Vk)) je to O(Vk - Vk) = O(k). Ta del
postopka je torej poceni v primerjavi z glavnim delom, ki je ra¢unal funkcije f1,..., fg-

Razmislimo zdaj o glavnih dveh izboljsavah, ki smo si ju ogledali. Ena je, da pri
izracunu f,.(z) = max, F,.(z,u) ne uporabimo zanke po u, pa¢ pa upoStevamo, da je
maksimum vedno doseZen pri najmanjSem u, to je u = max{0, z — 22?¥}. Tako imamo
pri vsakem z le O(1) dela, skupaj O(£2*) = O(v/k) pri vsakem 7, kar nanese O(dv'k)
pri vseh r skupaj.

Druga izboljSava je, da na koncu pri vsakem z ne is¢emo Stevila nadgradenj po koncu
zadnjega intervala z zanko po u, paé pa ga izra¢unamo po formuli max{0, |[k— f4(2)]—z}.
To pomeni, da imamo pri vsakem z le O(1) dela, pri vseh skupaj pa zato O(Vk).

Zaklju¢imo torej lahko, da ima osnovna razli¢ica nase resitve — tista, katere izvorno
kodo smo si ogledali malo poprej — ¢asovno zahtevnost O(kv/d); z obema tu omenjenima
izboljsavama pa se to zmanj$a na O(dv'k). V obeh primerih se spodobi pristeti e
O(dlogd) za urejanje omejitev na zacetku postopka.

4. Virus v Timaniji

V opisu naloge vidimo, da bomo imeli opravka z dvema precej razlicnima skupinama
testnih primerov: pri nekaterih bo ljudi veliko, vendar bo vsak okuZil samo enega dru-
gega, nato pa takoj umrl (¢ = 1, n < 10°); pri drugih pa bo ljudi malo, vendar lahko
vsak okuZi po ve¢ drugih (¢ < 15, n < 1000). Ti dve razli¢ni vrsti problemov bomo tudi
reSevali na dva razli¢na na¢ina. Naj bo S(u, d) ¢lovek, s katerim se sreca oseba u na dan
d — to je tisto, kar dobimo kot vhodne podatke.

Pri ¢ = 1 okuzi vsakdo samo enega drugega Cloveka; vendar pa je to, koga to¢no
okuzi, odvisno od tega, kdaj se je sam okuzil: ¢e se u okuzi na dan d, bo nato sam na
dan d’ := (d+ k) mod 7 okuzil ¢loveka S(u,d’). Te povezave si lahko predstavljamo kot
graf, v katerem so tocke vsi mozni pari oblike (u,d), torej ¢lovek ter dan v tednu, ko
se je okuzil; povezave v tem grafu pa naj bodo (u,d) — (S(u,d’),d’), kot smo videli
zgoraj. Iz vsake tocCke torej kaze ena sama povezava; hitro pa vidimo, da tudi v vsako
tocko kaZe le ena povezava: ¢lovek u’ se lahko na dan d’ okuZi le od tistega, s komer se
ta dan sreca, torej od S(u/,d'); in ker je ta ¢lovek kuZen le en dan (nato pa umre), se
je moral sam okuziti na dan (d’ — k) mod 7. V toc¢ko (u',d’) torej kaze povezava le iz
tocke (S(u/,d’), (d" — k) mod 7).

Za¢nimo v poljubni tocki grafa in sledimo izhodnim povezavam: ug,u1, us, ..., toda
ker ima graf le kon¢no mnogo tock, moramo prej ali slej priti v neko tocko, ki smo jo
ze obiskali; recimo, da se to prvi¢ zgodi tako, da je uy = u; za i < t. Ce bi bila u; > 0,
bi to pomenilo, da smo v wu; prisli tako iz u; kot iz u;_1, kar je nemogoce, ker v vsako
tocko kaze samo ena povezava. Ostane le moznost u; = 0, torej smo prisli nazaj v tocko,
kjer smo zaceli; tocke, ki smo jih prehodili, tvorijo cikel. Ves graf je sestavljen iz taksnih
ciklov, ki so drug od drugega seveda loceni (saj tocke nimajo drugih izhodnih povezav
kot naprej po svojem ciklu, tako da ni povezav med cikli).

Epidemija se torej ne bo mogla Siriti iz enega cikla v drugega; cikle lahko obdelujemo
vsakega posebej v zanki, dokler ne obis¢emo vseh tock grafa. Recimo torej zdaj, da
imamo pred seboj cikel qo,q1,.-.,q-1,9 = qo. Ce se epidemija zacne v tocki ¢; na
tem ciklu, se od tam razsiri v ¢;4+1, pa v ¢;+2 in tako naprej. Edino, zaradi Cesar se to
Sirjenje ustavi, je, ¢e doseZe nekega Cloveka, ki se je okuzil Ze prej: ¢e imamo recimo
QisQit1s- -5, Qj+1s- - - Qk—1, @k in se toCki g; in g, nanasata na istega cloveka (vendar
na dva razli¢na dneva v tednu), to pomeni, da se je ta ¢lovek nalezel bolezni v stanju g¢;,
nato jo je v stanju g;j41 prenesel na nekoga drugega in takoj zatem umrl (ker je ¢ = 1);
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ko torej pride ¢as za prenos qx_1 — qx, do njega ne more priti, ker je tisti, ki bi se moral
v stanju uy okuziti, Ze mrtev.

Na ciklu moramo torej poiskati ¢im daljsi strnjen podniz tock, ki se nanasajo na same
razli¢ne ljudi. To lahko naredimo tako, da gremo v zanki narasS¢ajoc¢e po i, nato pa pri
vsakem ¢ pogledamo, kako dale¢ pride okuzba, ¢e se za¢ne pri ¢;. Tega ni treba rac¢unati
pri vsakem ¢ od zacetka; Ce se okuzba zacne pri ¢;+1 namesto pri g;, se bo razsirila vsaj
tako dale¢, kot se je prej, ko se je 8e zacela pri ¢;; preveriti moramo le, ¢e se zdaj mogoce
raz8iri kaj dlje. Zato je koristno v neki tabeli hraniti podatke o tem, kateri ljudje so
prisotni v trenutno opazovanem podnizu; na desnem koncu lahko podniz podaljSujemo
tako dolgo, dokler se naslednja tocka nanaSa na Cloveka, ki ga Se ni v podnizu.

Oglejmo si zdaj Se drugi del naloge, pri katerem je ¢ lahko vedji od 1, vendar pa je
ljudi malo. Takrat si lahko privos¢imo preizkusiti vseh 7n moznih scenarijev (torej vseh
moznih kombinacij tega, kdo se je prvi okuzil in na kateri dan v tednu) in za vsakega
od njih preprosto odsimulirati dogajanje, dokler se epidemija ne neha Siriti.

Vzdrzevali bomo tabelo s podatki o tem, kdo je Se zdrav (tisti, ki niso, so ali Ze umrli
ali pa Se bodo); poleg tega potrebujemo Se nekaksno ¢akalno vrsto okuzb, do katerih
bo prislo v prihodnosti. Ko na primer med simulacijo pridemo do dneva d in vidimo,
da se tisti dan okuZi ¢lovek u, s tem tudi vemo, da bo ta ¢lovek v dnevih od d + k do
d+ k+ ¢ —1 okuzil tiste, s katerimi bo takrat v stiku, tako da moramo te okuzbe dodati
v ¢akalno vrsto pod ustreznimi dnevi.

V spodnji resitvi je ta cakalna vrsta implementirana tako, da imamo po en seznam
za vsakega od prihodnjih k + ¢ dni. Ker nam ne bo treba hraniti ve¢ kot k& + ¢ takih
seznamov naenkrat, jih bomo hranili kar v krozni tabeli (ring buffer), kjer seznam za
dan d hranimo na indeksu d mod (k + ¢). Vsak dan se sprehodimo po seznamu za tisti
dan in ustrezno popravimo stanje ljudi na njem.

Simulacija se konca, ko so vsi seznami za prihodnjih &£+ ¢ dni prazni — ali, z drugimi
besedami, takrat, ko ni ve¢ okuzenih ali kuznih ljudi, ampak samo Se zdravi in mrtvi.

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <array>
using namespace std;

int n, k, L; vector<array<int, 7>> T, // vhodni podatki
int uNaj = —1, dNaj = —1, pNaj = —1, nNaj = 0; // rezultati

void Cikli()

{

vector<bool> obiskan(n * 7, false), vNizu(n, false);
vector<int> cikel;
for (int u0 = 0; u0 < n; +4u0) for (int d0 = 0; dO < 7; ++d0) if (! obiskan[u0 * 7 + d0])
{
// Zaénimo okuzbo z ¢lovekom u0 na dan dO.
int u = u0, d = dO; cikel.clear();
do {
/] u se je okuzil na dan d; kdaj in koga bo okuzil on?
d=(d+ k)% 7; u= T[u][d];
cikel.push_back(u * 7 + d); obiskan[u * 7 + d] = true;
} while (u !=u0 || d != d0);

// Pois¢imo v ciklu najdaljsi podniz, ki ne vsebuje po veckrat istega ¢loveka.
int m = cikel.size(), r = 0;
for (inti=0;i <m; ++i, ——r)
{
/| Ce se podniz zaéne pri i in je dolg r Elenov, 3e ne vsebuje nobenega
// ¢loveka po veckrat. vNiz[u] nam pove, ali ta podniz vsebuje ¢loveka u.
/] Podaljsajmo r, kolikor je le mogoce.
while (! vNizu[cikel[(i + r) % m] / 7])
vNizu[cikel[(i + r++) % m] / 7] = true;
/] Zapomnimo si najboljso resitev.
int preziveli =n — r;
if (pNaj < 0 || preziveli < pNaj)
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pNaj = preziveli, uNaj = cikel[i] / 7, dNaj = cikel[i] % 7, nNaj = 1;
else if (preziveli == pNaj) ++nNaj;
/] Ko bomo premaknili i, torej zacetek podniza, za en znak naprej,

// bo s tem en ¢lovek izpadel iz podniza.
vNizu[cikel[i % m] / 7] = false;

while (r > 0) vNizu[cikel[——r] / 7] = false; // pospravimo za sabo
¥
}

void Simulacija()

{

vector<bool> zdrav(n, true); vector<int> mrtvi, kuzni;
// vrsteld % M] je seznam ljudi, ki se bodo na dan d okuzili.
const int M = k + L; vector<vector<int>> vrste(M);

for (int u0 = 0; u0 < n; ++u0) for (int d0 = 0; d0 < 7; ++d0)

{
// Zaénimo okuzbo z ¢lovekom u0 na dan dO.
mrtvi.clear(); vrste[d0 % M].push_back(u0);
// Simulirajmo, dokler se ima e kaj spremeniti.
for (int dan = dO, toDo = 1; toDo > 0; ++dan)
// Kdo danes se danes okuzi?
auto &vrsta = vrste[dan % M];
for (int u : vrsta) if (zdrav[u]) {
zdrav[u] = false; mrtvi.push_back(u);
/] Koga vse bo u okuzil in kdaj?
for (int d = dan + k; d < dan + k + L; ++d)
vrste[d % M)].push_back(T[u][d % 7]), ++toDo; }
toDo —= vrsta.size(); vrsta.clear();
¥
/] Zapomnimo si najboljso resitev.
int preziveli = n — mrtvi.size();
if (pNaj < 0 || preziveli < pNaj) pNaj = preziveli, uNaj = u0, dNaj = d0, nNaj = 1;
else if (preziveli == pNaj) ++nNaj;
for (int u : mrtvi) zdrav[u] = true; // pospravimo za sabo
}
}
int main()
{

// Preberimo vhodne podatke.

scanf("%d %d %d", &n, &k, &L);

T.resize(n); for (int u = 0; u < n; ++u) for (int d = 0; d < 7; ++d) scanf("%d", &T[u][d]);
// Resimo nalogo s primerno izbranim algoritmom.

if (L == 1) Cikli(); else Simulacija();

// lzpisimo rezultate.

printf("%d %d %d %d\n", uNaj, dNaj, pNaj, nNaj); return 0;

}

5. Tja in spet nazaj

Hobitova pot je sestavljena iz dveh delov: tja (od zahoda proti vzhodu) in spet nazaj
(od vzhoda proti zahodu). Ce se uspemo nekako odloditi, katere tocke bi obiskali v
prvem delu, je s tem dolocena Ze cela pot: prvi del mora obiskati te to¢ke v narascajo-
¢em vrstnem redu njihovih z-koordinat, drugi del pa mora obiskati vse ostale tocke v
padajocem vrstnem redu z-koordinat.

Ker je torej vrstni red tock po z-koordinatah pomemben pri reSevanju te naloge,
je koristno, ¢e si vhodne podatke za zacCetek uredimo po z-koordinati; v nadaljevanju
bomo torej predpostavili, da velja 1 < 2 < ... < x,.

Recimo, da bi zeleli prvi del poti sestavljati postopoma po korakih in vanj dodajati
tocke eno po eno od zahoda proti vzhodu; in recimo, da je toc¢ka ¢ zadnja, ki smo jo
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doslej dodali v prvi del poti. To pomeni, da kasneje nobene od prvih tock {1,2,...,i}
ne bomo ve¢ dodali v prvi del poti; tiste, ki jih doslej Se nismo dodali v prvi del, bomo
morali torej obiskati v drugem delu. Zato bi se dalo Ze zdaj izrac¢unati, kako dolgo pot
bo drugi del opravil, da bo obiskal tiste tocke; tako bomo pravzaprav sestavljali oba dela
poti naenkrat, pri ¢emer bomo drugi del gradili v nasprotni smeri od tiste, v kateri ga
bo hobit kasneje zares prehodil.

Vidimo lahko tudi, da pri tem razmisleku ni zares pomembno, kateri del poti je prvi
in kateri drugi, kajti ko imamo enkrat pripravljen cel obhod (tja in spet nazaj), ga lahko
hobit prehodi tudi v nasprotni smeri, pa bo rezultat enako dober. Re¢emo lahko torej,
da preprosto sestavljamo dve poti od zahoda proti vzhodu hkrati, pri ¢emer bo §la vsaka
nova tocka v natanko eno od teh dveh poti.

To je torej tisto, glede Cesar se bomo morali pri vsaki tocki odlociti: ali bi z njo
podaljsali eno ali drugo od nasih dveh nastajajo¢ih poti. Da pa bomo lahko izracunali,
za koliko se pri tem poveca dolZina tiste poti, moramo vedeti, katera tocka je bila doslej
zadnja na tisti poti.

Naj bo torej f(i,7) skupna dolzina obeh poti za najboljSo tako resitev, pri kateri
smo na obe poti Ze razporedili prvih ¢ tock (ostalih pa Se ne), pri ¢emer je zadnja tocka
na eni poti bila to¢ka j (za j < i), zadnja toCka na drugi poti pa je bila tocka i. To
slednje pomeni, da tista pot, ki vsebuje toc¢ko i, gotovo pred tem vsebuje tudi tocke
j+1,57+2,...,2—1; brez tocke ¢ imamo torej pred seboj resitev problema za prvih ¢ — 1
tock, pri ¢emer ima druga pot Se vedno j kot zadnjo tocko; najboljsa resitev tega pa je
f(i—1,7). Tako torej vidimo, da pri j < i—1 velja f(i,7) = f(i — 1,7) +d(i — 1,4), pri
Gemer d(-,-) pomeni razdaljo med to¢kama v oklepajih.

Malo druga¢e pa moramo obravnavati primer, ko je j = ¢ — 1. Pot, ki bo zdaj
vsebovala tocko i, torej ne vsebuje tocke i — 1 (kajti z njo se kon¢a druga pot); zadnja
tocka pred ¢ na njej je torej neka tocka k£ < i — 1. Brez tocke ¢ imamo torej pred sabo
poti, ki pokrijeta prvih i — 1 toc¢k, pri ¢emer se ena konca pri k (druga pa seveda pri
i — 1); najboljsa resitev tega podproblema pa je f(i — 1,k). Ko potem naSo pot do k
podaljsamo s korakom od k do 4, naraste skupna dolZina na f(i — 1,k) + d(k,7). Ker
ne moremo vnaprej vedeti, pri katerem k bo ta skupna dolZina najmanjSa, moramo
preizkusiti vse. Tako smo dobili:

fli,i—1) =min{f(i — 1,k) +d(k,i): 1 <k <i—1}.

Poseben primer je 8e ¢ = 2, ko imamo le dve toc¢ki in sploh nimamo nobene izbire:

Funkcijo f je koristno racunati po nara$cajocih i in shranjevati njene vrednosti v
tabelo, da jih bomo imeli pri roki, ko jih bomo kasneje spet potrebovali. Ko ra¢unamo
vrednosti funkcije za neki i, potrebujemo rezultate za i — 1, ne pa ve¢ tistih za i — 2,
i — 3 itd., zato lahko tiste sproti pozabljamo. Tako je prostorska zahtevnost naSe resitve
le O(n), ¢asovna pa O(n?).

Na koncu nas zanima dolzina celotnega obhoda. Recimo, da smo vse tocke ze razdelili
med obe poti in da se je ena torej koncala s tocko n, druga pa s tocko j za neki j < n.
Najkrajsa mozna dolZina takih dveh poti je f(n,j); da pa dobimo dolZino obhoda,
moramo pot do j Se podaljSati s korakom do n. Med tako dobljenimi obhodi moramo
vrniti najkrajsega, to je max{f(n,j) +d(j,n):1 < j<n}.

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
#tinclude <limits>
#include <cmath>
using namespace std;

int main()

{
/] Preberimo vhodne podatke.
int n; scanf("%d", &n);
struct Tocka { int %, y; };
vector<Tocka> T(n);
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for (auto &t : T) scanf("%d %d", &t.x, &t.y);

// Uredimo tocke naraséajoce po x.
sort(T.begin(), T.end(), [] (const auto &t, const auto &u) { return t.x < u.x; });

// Funkcija, ki vrne razdaljo med dvema tockama.
auto D = [&T] (int i, int j) { double dx = T[i].x — T[j].x, dy = T[i]l.y — T[il.y;
return sqrt(dx * dx + dy * dy); };

// Resimo nalogo.
vector<double> f(n — 1), ff(n — 1);
f[0] = D(0, 1); // Resitev za prvi dve tocki.
for (inti=2;i<n;i++)
{
/] flj]l = najboljsa resitev za tocke O, ..., i — 1, pri emer se ena pot konca v tocki j,
// druga pa v to¢ki i — 1. lzraCunajmo zdaj resitve za tocke O, ..., i in jih shranimo v ff.
ffli — 1] = numeric_limits<double>::infinity();
for (intj=0;j <i—1 ++j){
/] V resitvi, pri kateri se ena pot konéa v i — 1, druga pa v j,
// lahko podaljsamo prvo pot s korakom iz i — 1 v i.
ffli] = f[i)] + D(i — 1, i);
// Lahko pa podaljsamo drugo pot s korakom iz j v i.
ffli — 1] = min(ff[i — 1], f[j] + D@, 1)): }
swap(f, ff);
}

// Pois¢imo dolzino najkrajsega obhoda.

double r = numeric_limits<double>::infinity();

for (int j=0;j <n—1; +4j)
// Resitev, pri kateri se kon¢a ena pot v n — 1 in druga v j,
// lahko podaljsamo s korakom iz j v n — 1 in dobimo obhod.
r = min(r, f[j] + D(, n — 1));

// lzpisimo rezultat.

printf("%.6£\n", r); return 0;
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Naloge so sestavili: gesla — Nino Basi¢; povprec¢nez, kapniki, tja in spet nazaj — Tomaz
Hocevar; kako dobri so virusni testi? — Boris Horvat; socialno omrezje, proizvodnja cepiva
— Vid Kocijan; zlaganje loncev, virus v Timaniji — Jurij Kodre; svetilka — Mark Martinec;
marsovci — Polona Novak; pletenje puloverja — Jasna Urbanéi¢; rekonstrukcija poti — Anze
Zagar; tetris — Borut in Peter Znidar; pangramski podniz — Janez Brank.

Vprasanja, pripombe, komentarji, popravki ipd. v zvezi z nalogami in reSitvami so dobro-
dosli: (janez@brank.org).
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